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Bu c¢aligmada temel kuantum analiz bilgileri kullanilarak, kuantum diferansiyel denklemini tam yapan kosullar
ile klasik diferansiyel denklemini tam yapan kosullarin ayni oldugu gosterilmistir. Ardindan anlatilanlarla ilgili
bir 6rnek verilmistir.
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Quantum Exact Differential and Application

ABSTRACT

In this article, we show that the conditions that make the exact quantum differential equation the same as with
that make the exact ordinary differential equation using basic quantum calculus. Then, an example was given of
what was described.
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345



I BSEU Fen Bilimleri Dergisi BSEU Journal of Science
7. Cilt - Milli Miicadele ve TBMM'nin DOI: 10.35193/bseufbd. 645342
I . Acilisinin 100. Yili Anisma-100. Y1l Ozel
Sayisi

344-352, 2020

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

e-1SSN: 2458-7575 (http://dergipark.gov.tr/bseufbd)

I.GIRIS

Limitsiz analiz ad1 verilen kuantum analiz, limit kavram1 olmadan geleneksel sonsuz kiigiik hesaplara
esdegerdir. Kuantum analiz, q, kuantum kelimesini temsil etmek tizere, ‘q-analiz’ seklinde ifade edilir [1].

Bu makalede 6ncelikle kuantum analizdeki q-diferansiyel;

dqof(x) = f(gx) — f(x) €y
ve (-tiirev;
_dgf(®) _ f(qx)—-f(x)
qu(X) T odgx  (g-Dx @)

ifadeleri tanimlanmistir. Burada 0 < q < 1 olarak alinmistir [2]. Bu tanimlamalar, iki degiskenli fonksiyona
uygulanarak, iki degiskenli fonksiyon i¢in kuantum kismi tlirev tanimlamalar1 da yapilmustir.

Ardindan makalede kullanilacak olan Jackson integralini tanimlayabilmek i¢in, ihtiya¢ duyulan g-
antitiirev kavrami kisaca agiklanarak, Jackson Integral;

JE) dgx = (1 — )x XiZo g’ f(a'x) @)
seklinde tanimlanmistir [3].

Bu tanimlamalarin ardindan makalenin asil konusu olan kuantum diferansiyel denkleminin tamlik
kosulunun, klasik analizdeki diferansiyel denklemin tamlik kosulu ile ayni oldugu gdsterilmistir. Son olarak bir
ornek ile agiklanmistir [4].

II.  g-DIFERANSIYEL ve g-TUREV
A. g-diferansiyel

Verilen bir f(x) fonksiyonunun g-diferansiyeli (4) esitligiyle tanimlanmaktadir:

def (x) = fgx) = f(x) (4)
ayrica g-tiirev esitli§inde kullanilacak olan d,x ifadesi asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

dgx = (q— 1x (5)
B. g-tiirev

1) Tamm (Tek degiskenli fonksiyon icin g-tiirev): Kuantum diferansiyel ile uyumlu olan kuantum
tlirev;

_ dgf®) _ f(go-fx)
qu(X) - dgx - (q-1)x (6)

seklindedir.

2)  Tamm (Iki degiskenli fonksiyon icin g-tiirev):

_ dof&xy) _ flgxy)—f(xy)
Dq,f(x,y) = dgx  (a-1)x )
dof(xy) _ fxay)—f(xy)
D, f(x,y) = 2 = 8
Ay ) dqy (a-1y ®)
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seklindedir.

.  g-ANTITUREV

A. Tamm (q-antitiirev)

Eger, DF(x) = f(x) ise, F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun g-antitiirevidir. Bir fonksiyonun g-
antitlirevi agsagidaki gibi tanimlanir;

F(x) = [f(x)dqx 9)

Klasik analizde antitiirev tek degildir. Tiirev alinirken sabit ifadeler yok oldugu igin, antitlirev iginde
sonsuz sayida farkli sabit ifade olabilir. Bu durum farkli antitiirevler bulunmasini saglar ve teklik durumu
ortadan kalkar.

Kuantum analizdeki durum daha gii¢ algilanir. g-analizde sadece @(qx) = @(x) oldugu durumda
Dq@(x) = 0 olur. Bu gibi bir ¢ fonksiyonuna herhangi bir sabit eklenmesi, bu fonksiyonun g-tiirevini
degistirmez. Ancak bununla birlikte, biz ¢’nin kuvvet serisi olmasina ihtiya¢ duyarsak; @(qx) = ¢(x) durumu
her bir n i¢in, q"c, = c, esitligini isaret eder. (c, burada x™’nin katsayisidir.) Bu durum sadece, n > 1i¢in ¢, =
0 oldugu zaman miimkiindiir, yani ¢ sabittir. Bu ylizden, eger;

f(x) = Xnto an x" (10)

seklinde tanimlanan ifade bir kuvvet serisi ise, f(x) bir sabit terim eklenene kadar;

+1

J () dgx = T, 2

[n+1] (11)
seklinde olan tek bir g-antitiireve sahiptir [3].
AVA JACKSON INTEGRAL

A. Tamim

X ve 1\71q polinom uzay1 {izerinde lineer operatdrler olsunlar. Bu operatérlerin f(x) fonksiyonu iizerine
islemleri asagidaki esitliklerle gosterilmigtir:

R[F(x)] = xf(x) (12)
M, [f(x)] = f(gx) (13)
B. Tanim

f(x) keyfi sekilde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun g-antitiirevi olan F(x)’i bulmak igin
1\7[q operatdrii kullanilacaktir. Oyleyse, q-tiirevin tanimindan;

1
(q-1)x

(Mg — 1)F(0) = T2 = fx) (14)

esitliginin var oldugu agiktir.

Geometrik seri makalede kullanilacak olup, asagida verilmistir:

s=1+r+r2+r3+---=2§°=0rk=i (0<r<1) (15)
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Siranin 6nemi oldugu vurgulanmalidir, ¢iinkii operatorler degismez. g-antitiirev; geometrik seri ifadesi
kullanilarak asagidaki gibi formiile edilip yazilabilir:

FG) = 5= (1 - 0xf) = (1 - 9) £ My’ (xf(0) (16)
Boylece;
[ 69 dgx = (1 = DxZZ20 ' f(d') (17)

elde edilir. Bu seri f(x)’in Jackson integrali olarak adlandirilmaktadir [3].

V.  IKi DEGISKENLI FONKSIYON iCIN q-TAM DIFERANSIYEL DENKLEM

A. Tanim (q-Tam diferansiyel denklem)

P(x,y)dgx + Q(x,y)dgy = 0 (18)

g-diferansiyel denklemi bir f(x,y) = c fonksiyonunun g-tam diferansiyelini ifade ediyorsa bu denkleme g-tam
diferansiyel denklem denir. O halde f fonksiyonunun g-tam diferansiyeli:

dof(xy) = P(x,y)dgx + Q(x,y)dqy (19)
_ 4qf dqf
dof (x,y) = agx dgx + aqy dgy (20)

seklinde olmalidir. Buradan;

dgf

PGy) =58 (21)
Qxy) = j—j (22)

sartlar1 ortaya ¢ikar. Bu sartlardan da;

P (xy) =o' (23)
dy Y dgxdqy
Q,(03) = 24 (24)
ax XY dgydgx
olur. g-tam diferansiyel olmast i¢in;
dg’f _ dg’f
dgxdqy - dqydgx (25)
yani;
Py, (%, y) = Qq, (x,¥) (26)

esitliginin saglanmasi gerekir.

Simdi g-diferansiyel denklem i¢in bu esitligin saglandigint gosterelim:
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dgf(xy) _ flgxy)-f(xy)

age ~ Daxf0¥) == 05 @
TN flax,qy)-f(x.9y) [f(qx.y)—f(x.y)]

q fxy) _ _ (@-Dx (a-1x

dgxdqy Doy f0y) = (@-1y =
dg*fexy) _ flax.ay)=f(xay) ~faxy) +i(xy) (29)
dgxdqy (a-1)%xy
dgf(xy) fx.qy)-f(xy)
_— . = D f ) -

dqy Ay &,y) (a-Dy 0

flax.qy)-f(axy) _[fx.qy)—-f(xy)

dq’f(xy) _ (q=Dy " (a-ny ]

dqydgx ayf (% Y) = (a-Dx ey
dg*f(xy) _ flaxay)—fCqy) —flaxy) +{(xy) (32)

dqydgx (q—1)2xy

olarak elde edilir. Buradan, (29) ve (32) esitliklerinin esit oldugu goriilmektedir. Yani bir g-diferansiyel
denklemin tam diferansiyel denklem olabilmesi igin (25) yani (26) esitliginin saglaniyor olmas1 gerekir.

VI. ORNEK
[xy(q + 1) + 1]dgx + [x*]dgy = 0 (33)

g-diferansiyel denklemi, g-tam diferansiyel denklem midir? Eger Gyle ise genel ¢oziimii elde ediniz. Burada q,
0 < q < 1 araligindadir.

A. Coziim

Bu denklemde;

P(x,y) =xy(q+1)+1 (34)
Qx,y) = x? (35)

dir. Bu esitlikleri kullanarak (26) esitliginin saglanip saglanmadigini kontrol edilmelidir. (7)-(8) ile gosterilmis
olan g-kismi tiirev bagmtilarindan faydalanarak;

_ P(xqy)-P(xy)
Poy 0Y) ==,

_ Xay(@+D+1-(xy(q+1)+1)
(@-1y

_ qzxy+qu+1—qu—xy—1
(a-Dy

_ Pxy-xy
(@-Dy

_ xyl(g-1)(q+1)]
(@-1y

=x(q+1) (36)

seklinde elde edilir. Ardindan;
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_ Qlgxy)-Q&xy)
qu(xi Y) - (g-1)x

q2x2—x2

(9-1)x

_ ¥2[(a-1)(a+1D)]
(@-1x

=x(q+1) @37)
olarak elde edilir. Buradan;
P, (xy) =x(q+ 1) =x(q+1) = Qq,(xy) (38)
Py, (%, y) = Qq, (x,¥) (39)
olarak bulunarak, verilen denklem g-tam diferansiyel denklem olma kosulunu saglamaktadir.

Simdi denklemin genel ¢oziimii elde edilecektir.

P(xy) = 1 (40)

qX

oldugu ifade edilmisti. Buradan yola ¢ikarak f(x,y) = c tiirinde, verilen denklemin ¢6ziimii olan bir fonksiyon
arastirilacaktir.

dgf(x,y) = P(x,y)dgx (42)
Bu esitlikte her iki tarafin x’e gore g-integrali alinirsa;

[dgfxy) = [P(xy)dx=c (42)
fx,y) = [[xy(q+ 1) + 1]dgx = ¢ (43)

bu hale geldikten sonra, (17) ile belirtilen Jackson integral tanimindan, (43) ile verilen esitligin sag tarafi
asagidaki gibi yazilabilir:

f(xy) = (1 - PxX2,d (Pxy(q+ 1) +1) =¢ (44)
f(x,y) = (1 - Qx X2 (@*'xy +dxy + 1) = ¢ (45)
f(x,y) = (1 — PxX2,(q7* 'xy + q'xy + ) = ¢ (46)
f(x,y) = (1 — Px(T20 a7 xy + T2 q9xy + X209) = ¢ (47)

qxy + q°xy + ¢°xy + -+ + @9t xy + -
foy) = (1 - x| +q°%y + g’xy + g*xy + - +q%xy + - | = ¢ (48)

+q0 + q1+q2 4ot qj + .-

xy{q® +q'+q® + -+ g7} + ) e (49)

fx,y) = (1 - -
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0 < q < 1 oldugu i¢in, (15) esitliginden faydalanarak;

fx,y) = (1 —q)x (xyﬁ+ ﬁ) =c

fGy) = (- ax (7)) = ¢

1-
fx,y) =x(xy+1)=c
f(x,y) =x?y+x+c(y) =0

elde edilerek ilk agama tamamlanmis olur. Simdji;
Qx,y) = Z:—i

esitliginden faydalanarak ve
fl,y) =x*y+x+c(y)=0

esitligi kullanilarak;

x2qy+x—x%y-x | dqc(y) _ 2
(9-y dqy

X’y@-1) | dq<®) _ .o

(q-1y dqy
x2 4 3@ _ 2
dqy

dqc(y)

—=0
dqy
dgqc(y) =0

Her iki tarafin y-e gore g-integrali alinirsa;
Jdgc =0

olur ve buradan;
c(y)=C

elde edilir. Boylelikle verilen denklemin ¢6ziim fonksiyonu:
f(x,y) = x?’y +x+C

olarak elde edilmis olur.
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