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OzeT

Bu calismada, fraktal geometrinin en énemli nesnelerinden biri olan Sierpinski tiggeninin bir genellemesi olarak
diisiinebilecegimiz diizensiz Olgekli bir Sierpinski liggeni olan SG(2,3) iizerindeki i¢sel metrigin bir ifadesi
kiimenin noktalarinin bu kiimeye has kod temsilleri yardimiyla ifade edilmistir.
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The Intrinsic Metric of the Scale Irregular Sierpinski Triangle SG(2,3)

ABSTRACT

In this study, we give an explicit expression of the intrinsic metric on the scale-irregular Sierpinski Triangle
SG(2,3), which can be considered as a generalization of the classical Sierpinski triangle, via special code
representations of the points.
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|. GIRIS
A.DUZENLI VE DUZENSIZ OLCEKLI SIERPINSKI UCGENI AILELERI

Sierpinski tiggeni, fraktal geometrinin en klasik 6rneklerinden biri olarak literatiirde yerine almis ve
birgok problem icin bir model haline gelmistir. Uzerinde ¢ok fazla calisilan bu kendine benzer kiimenin
farkli genellestirilmeleri mevcuttur. Bunlardan biri de 1980°1i yillarda [1] literatiire kazandirilmis olan,
kisaca diizensiz olgekli Sierpinski ticgeni ailesi diyebilecegimiz ailedir. Bu kiimeler iizerinde ¢esitli
caligmalar ilgili yillardan itibaren yapilmaya devam etmektedir (detayl bilgi igin bkz. [2]-[4]).

Birim kenar uzunluklu eskenar tiggen alip, her bir kenarin1 N > 1 esit pargaya ayiracak sekilde noktalart
isaretledikten sonra bu noktalardan uzunlugu 1/N olan eskenar tiggenleri olusturalim ve bu tiggenlerden
asagiya dogru bakanlar1 (veya en basta aldigimiz tiggene gore ters duranlari) atalim. Her bir kiigiik
eskenar licgene ayni prosediirii uygulayip devam edelim. Bu sekilde devam ettigimizde (uygun bir
metrige gore limit durumunda) SG(N) ile gosterdigimiz (ve mod-N Sierpinski tiggeni olarak da bilinen)
(diizenli) Sierpinski tiggenine ulagiriz (N = 2 ve N = 3 i¢in bkz. Sekil 1 ve Sekil 2). N = 2 durumunda
ede edilen kiime bilinen klasik Sierpinski {iggenidir.

Sekil 1. N=2 icin elde edilen SG(2) kiimesi klasik Sierpinski tiggenidir: ilk 3 adim

AAVAVA AVAVA AVAVA AVAVA AVAVA AVAVA

VAVA AVAVA AVAVA

VAVA AVAVA AVAVA AVAVA AVAVAAVAVA

vA AN AA AA AA AA A’
AVAVA AAAAAAAAAAAANADANADNAAANAAN

Sekil 2. N=3 icin elde edilen SG(3) kiimesi: ilk 3 adim

Farkl1 bir genelleme olarak da diizensiz 6lgekli Sierpinski ti¢geni ailesini su sekilde tanimlayabiliriz:
Elemanlar1 1’den biiylik tam sayilar olan bir a,, dizisi i¢in, her adimda sabit bir argiiman uygulamak
yerine, i. adimda SG(q;) i¢in yukarida tanimladigimiz prosediirii uygulayalim. Yani yine birim kenar
uzunluklu eskenar tiggenden baslayarak, i. adimdaki her bir alt-eskenar tiggene bir kenarin1 a; tane esit
parcaya bolerek (o eskenar tiggen iginde a; - (a; + 1)/2 adet kenar uzunlugu 1/a; oraninda kii¢tilmiis
eskenar tiggenler olusacaktir) prosediiriimiizii uygulayalim. Bu sekilde elde edilen kiimeye bir diizensiz
dlgekli Sierpinski iicgeni denir. Ornek olarak dizimizin elemanlarim 2,3,2,3,2, 3... seklinde alirsak elde
edilecek olan kiime Sekil 3°te goriinmektedir. Elbette genel tanimda dizinin elemanlari bu sekilde tekrar
etmek durumunda degildir (daha fazla 6rnek i¢in bkz. [1]). Bu ¢alismada iizerinde durulacak kiime tam
olarak Sekil 3’te de verilen ve SG(2,3,2,3,2,3,...) veya kisaca SG(2,3) ile gosterecegimiz kiime
olacaktir.
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Sekil 3. 2,3,2,3,2, 3... dizisine karsulik gelen SG (2,3) kiimesi.: ilk 4 adim

Aslinda SG(2,3) kiimesini, i¢inde hem klasik Sierpinski ii¢geni SG(2)’nin hem de SG(3)’iin yasadigt
bir kendine benzer kiime olarak degerlendirebiliriz.

B. ICSEL METRIK UZAYLAR

Bir metrik uzayin bir altkiimesi tizerindeki i¢sel metrik kisaca su sekilde tanimlanabilir: A kiimesi ve bu
kiime i¢inde farkli x, y elemanlar1 verilsin. Bu durumda d(x,y) degerini, A iginde kalarak x ile y
noktalarint birlestiren ve uzunlugu sonlu olan tiim egrilerin uzunluklarinin infimumu olarak
tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan d fonksiyonu A iizerinde bir metrik olur ve igsel (intrinsic) metrik
olarak adlandirilir (detay igin bkz. [5]). Sekil 4a ve Sekil 4b’de SG(3) tizerindeki farkli iki nokta
arasinda sirastyla i¢sel metrige ve Oklid metrigine gore jeodezikler goriinmektedir.

¢

a a

@) (b)
Sekil 4. a) SG(3) iizerindeki i¢sel metrige gore iki nokta arasinda bir jeodezik, b) Diizlemdeki Oklid metrigine
gore ki nokta arasindaki jeodezik

Bir kiime iizerindeki i¢sel metrik yapi ile ilgili cok fazla ¢aligma literatiirde mevcuttur. Bunun yaninda
son yillarda giderek artan bir ilgi gekmesi ve uygulama alani bulmasi itibari ile kendine benzer kiimeler
iizerindeki i¢csel metrikler ve bu metrik uzaylarin 6zellikleri de incelenmeye baslanmistir. Bu konuda,
ozellikle de yukarida bahsi gegen Sierpinski ticgeni SG(2) ve SG(3) lizerinde ve farkli kendine benzer
kiimeler tizerinde yakin zamanda yapilan ¢alismalar mevcuttur [6]-[9]. Bu calismalarda, ilgili kiime
iizerindeki i¢sel metrik farkli bir ara¢ kullanilarak ifade edilmis ve bu metrige gore kiime iizerindeki
jeodezikler aragtirilmistir.

Bir sonraki boliimde bu ¢alismalar hizlica 6zetlenecek olup, bu makalenin temel amaci olarak SG(2,3)
ile gosterdigimiz kendine benzer kiime iizerindeki igsel metrik, benzer araclarla (noktalarin kod
temsilleri kullanilarak) fakat kiimeye uygun farkli bir argiimanla ifade edilecektir.

Il. SG(2) VE SG(3) UZERINDEKI NOKTALARIN
KOD TEMSILLERI VE ICSEL. METRIK

Bu boéliimde, [6], [7] ve [8] calismalarinda detay1 bulunabilecek olan SG(2) ve SG(3) lizerindeki igsel
metrik ifadeleri 6zetlenecektir.
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A. SG(2) ICIN KOD GOSTERIMI VE iCSEL METRIK

Bu boliimde oncelikle itere fonksiyon sistemi ve atraktdr kavramlari ozetlenecektir. 1981 yilinda
Hutchinson bu teorideki kose tasi ¢calismalardan biri olarak degerlendirebilecek olan [10] galismasini
yayimlamis ve bu ¢aligmada kendine benzer kiimelerin bir matematiksel modelini ortaya konmustur:

(X, d) bir tam metrik uzay ve fi, f5, ..., f bu metrik uzay tizerinde biiziilme katsayilar1 r; olan biiziilme
dontisiimleri olmak tizere, {X; f1, f2, ..., fn} SiStemine biiziilme katsay1si max 7; olan bir itere fonksiyon
<Isn

sistemi (IFS) denir. {X; f1,f2, ..., fn} itere fonksiyon sistemi verildiginde, X’in bostan farkli tim
kompakt altkiimelerinden olusan ve d’nin belirledigi h Hausdorff metrigi ile tek tiirlii belirli olan # (X)
tam metrik uzayi tizerinde, F: H (X) - H (X), B € H (X) igin

F® =\ r®
i=1

seklinde tanimlanan F doniisiimii bir biiziilme doniistimiidiir ve sabit nokta teoreminden bu doniisiimiin
sabit noktas1 vardir ve tektir. Ayrica, bu sabit nokta (kompakt kiime) herhangi bir B € H (X) i¢in
B,F(B), ..., F*(B), ... dizisinin Hausdorff metrigine gore limiti olarak elde edilir. Iste bu sabit noktaya
verilen IFS’nin atraktorii denir (itere fonksiyon sistemleri ve kendine benzer kiimeler ile ilgili detayli
bilgi i¢in bkz. [10-14]).

SG(2), yani Klasik Sierpinski iiggeni de 3 adet (benzerlik doniisiimii olan) biiziilme doniisiimiiniin
belirledigi bir itere fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ifade edilebilir. Oklid metrigi ile donatilmis

R? tam metrik uzay iizerinde biiziilme katsayilari % olan f;: R? — R? (i = 1,2,3)

1 1/2 y++/3/2
fl(x,y)=(§,32—/), fZ(ny)z(x-; ,%), f3(x'y):<x+2/ ry+2 />

doniisiimlerinden olusan {R?; fi,f5, f5} itere fonksiyon sisteminin atraktorii Sekil 5a’da goriinen
Sierpinski tiggenidir (klasik Sierpinski tiggeninin ilk tanimlandigi ¢alisma i¢in bkz. [15]).

(b) ()

Sekil 5. a) Ug benzer kopyasimin bir birlesimi olan Sierpinski iicgeni S = SG(2), b) Kiimenin alt benzer
kopyalarimin kodlart (aslinda ii¢geni bu alt kopyalara gétiiren biiziilmelerin indisleri), ¢) 1. 2. ve 3. seviyeden
bazi alt-tiggenlerin kodlart

Uzerinde bilinen metrik ile dnemli bir metrik uzay olan 23 = {w = wyw, ...wy ... | w; € {1,2,3}} kod
uzayini diislinelim. Bu uzaydan Sierpinski tiggenine (bu boliimde kisalik hatirina S ile gosteriyoruz)
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W () Gy @ foy o0 fur)S) ®
k=1

seklinde tanimlanan doniisim (bu donisiimiin 6zellikleri ve detaylari igin bkz. [16]), X3 tin her bir
noktasini Sierpinski {iggeninin bir elemanina gotiirmektedir. Tersine, Sierpinski tiggeninin her bir
noktasina bu kod uzayindan en az bir nokta karsilik getirilmis olur (bu esleme bire-bir degil). Aslinda
Sierpinski liggeninin (konveks zarfi olan eskenar licgenin kose noktalari hari¢) kdse noktalart diye
adlandirilan noktalarinin her birinin tam olarak iki farkli kod temsili vardir. £5’tin herhangi bir elemant
(bir kod dizisi) verildiginde, (1) denkleminde ifade edilen doniisiim (ve Cantor Arakesit Teoremi)
yardimiyla S iizerinde oldugunu bildigimiz bir eleman elde edilmektedir ve her bir eleman bu sekilde
en az bir kod dizisi yardimiyla bulunabilmektedir.

Burada kod uzaymin elemanlarinin Sierpinski tiggenini veren biiziilmelerin indisleri olduguna dikkat
edelim. Bir sekilde Sekil 5b’deki gibi kiimenin tiim seviyelerdeki benzer kopyalarmi da kodlamis
oluyoruz (bkz. Sekil 5¢). Ornegin sabit bir k dogal sayis1 icin k uzunluklu (yani k tane harften olusan)
0 =wywy ..wy kelimesi igin  f5(S) = (fw, © fw, © **° fw, )(S) kiimesi S’nin 1/2% oraninda
kiigiiltiilmiis bir kopyasidir. k. Seviyede bu kopyalardan 3* tane bulunmaktadir. k. Seviyeden bir alt-
Sierpinski tiggeni olarak adlandirdigimiz bu kiime S; = S, w, .w, seklinde de gosterilmektedir. o’ya
bir harf ekledigimizde bir 6nceki S, nin i¢inde yasayan bir kademe daha kiiclik bir kopya elde edilir,
o’nin uzunlugu sonsuza giderken de bu i¢ ice gegmis kiimelerin arakesiti aslinda bize Sierpinski
iicgeninin tek bir elemanim verecektir. Iste bu sonsuz uzunluklu kelimeye bu noktanin bir kod temsili
diyoruz (bu temsil yukarida da bahsedildigi iizere tek olmayabilir). Ornegin, S nin birinci kademedeki
So ve Sy alt iiggenlerinin tek kesisim noktasinin iki farkli kod temsili vardir: 01111 ... = 01 veya
10000 ... = 10 seklindeki kod uzayinin elemanlar1 birer temsil olarak alinabilir. Yine Sekil 6°da verilen
x, y noktalari iki farkli kod ile temsil edilebilmektedir.

Sierpinski tiggeni tizerinde verilen farkli iki nokta arasindaki bir jeodezigin uzunlugu yani bu iki nokta
arasindaki en kisa uzaklik (i¢sel metrige gore), noktalarin kod temsilinden bagimsiz bir sekilde bu kodlar
yardimu ile agikga bir seri toplamu ile su sekilde ifade edilebilmektedir: a,a; ... ay ..., b1by ... by ... € X5
temsilleri a, b € S farkli noktalarinin birer kod temsili ve k = min{ i | a; # b;} olsun. Bu durumda bu
iki nokta arasindaki en kisa uzaklik yani jeodezik uzaklig1 d;c(a, b)

o = {0, a; = bk ﬂ _ {O, bi = Qg L {0, ay * a; * bk 5 = {0, (eh% * bi * bk
L 1, d.d P 1, d.d. T 1, d.d Tt 1, d.d

olmak tizere

_ C a+p; 1 C vi+6;
dig(a,b)=m1n{z lzi l,z—k+ z lzi l}

i=k+1 i=k+1

seklindedir ([6]). Burada k.seviyeden bir alt-tiggenin ¢ap1 (aslinda bu benzer kii¢iikk kopyanin konveks
zarfi olan eskenar liggenin bir kenarinin uzunlugunun) % seklindedir. [6] ve [7] calismalarinda detaylar

bulunabilecek olan bu ag¢ik ifade yardimi ile bu kiime tizerindeki farkli iki nokta arasinda en fazla 5
farkli jeodezik oldugu da kanitlanmustir. [17] calismasinda da yazarlar, yiiksek boyutlu Sierpinski
tiggeninde igsel metrigin ifadesini ortaya koyup, yiiksek boyutlarda iki farkli nokta arasinda en fazla 8
(hatta 1,2,3,4,5,6 veya 8) jeodezik oldugunu gostermistir.

Sekil 6’da kod temsili 111333... (veya kisaca 1113) ve 2323333... (veya kisaca 2323) olan iki nokta
arasindaki 5 jeodezik gosterilmistir.
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Sekil 6. Kod temsili sirasiyla 1113 ya da 1131 olan x noktast ile kod temsili 2323 veya 2332 olan y noktas:
arasindaki 5 farkli jeodezik

B. SG(3) UZERINDEKI ICSEL METRIK

Tam 6 adet benzerlik doniisiimiiniin belirledigi {R?; g1, 92, 93, 94, g5, 9o } Seklindeki bir itere fonksiyon
sisteminin atraktorii olarak yazabilecegimiz SG(3) (bkz. Sekil 7a) tizerindeki i¢sel metrik noktalarin
kod temsilleri yardimu ile [8] calismasinda agikca ifade edilmistir. ilgili calismada bu kiime iizerindeki
icsel metrigin daha rahat ifade edilebilmesi i¢in uygun (daha dogrusu kiimeye has) bir kodlama (1/3
benzerlik oranina sahip 6 fonksiyon uygun bir sekilde indislenerek) kullanilmis olup (Sekil 7b-Sekil 7c),
bu kiime {izerindeki farkli iki nokta arasinda, SG(2) durumundaki sonlu jeodezik sayist durumunun
aksine, sonsuz farkli jeodezik olabilecegi gosterilmistir. i¢sel metrigin detayli ifadesi, kodlamanim
ayrintilar1 ve jeodeziklerin tipleri ile ilgili ayrmntili bilgi i¢in bkz. [8].

4 8324

Sy

(a) (b) (©)
Sekil 7. a) Kendi 6 kiigiik benzer kopyasinin bir birlesimi olan diizenli Sierpinski iiggeni S =SG(3), b) Kiimenin
alt benzer kopyalarinin kodlart (ashinda ii¢geni bu alt kopyalara gotiiren biiziilmelerin indisleri), c) 1. 2. ve 3.
seviyeden bazi alt-iiggenlerin kodlar

111. SG(2,3) UZERINDEKI iCSEL. METRIK

A. 5G(2,3) iCIN KOD GOSTERIMI VE ICSEL METRIK

SG(2) ve SG(3)’tn aksine SG(2,3) ile gosterdigimiz diizensiz Olgekli Sierpinski iicgeni iizerindeki
jeodeziklerin davranis1 ve kiimenin kendine benzerlik yapis1 biraz daha farklidir. Aslinda bu kiimeyi 18
adet 1/6 benzerlik katsayisina sahip biiziilme dontisiimlerinin belirledigi bir itere fonksiyon siteminin
atraktorii olarak yazmak ve onceki durumlarda oldugu gibi standart bir kodlama ile uzun uzun biitiin
alternatifleri diisiinerek i¢sel metrigi ifade etmeye ¢alismak ilk akla gelen diisiince olabilir. Fakat bu
uygulamada ¢ok miimkiin gériinmemektedir, ayrica kiimenin insasinda kullandigimiz kendine benzer 2
yapinin varligini dikkate almamak da gereksiz yere ifadeyi uzatmak anlamina gelecektir. Bunun yerine
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bu calismada, Sekil 8’de goriilen SG(2,3) iizerindeki i¢sel metrigi ifade etmek igin bu duruma has bir
kodlama ile bu kiimenin noktalarinin kod temsilinden yararlanilacaktir.

Sekil 8. Diizensiz lgekli bir Sierpinski iiggeni SG(2,3)
A. 1. SG(2, 3)’iin Noktalar i¢in Kod Gosterimi

Oncelikle SG(2,3)’iin yapisinda yer bulan hem SG(2) hem de SG(3) icin birinci seviyedeki alt
tiggenlerini Sekil 9a ve Sekil 9b’deki gibi kodlayalim. Yani bir manada SG(2) ve SG(3) kompakt
kiimelerini sirasiyla biizilme katsayis1 1/2 olan {RZ?;f;, f5, f3} ve biizilme katsayist 1/3 olan
{RZ; f4, fs, fer [, [, fo} itere fonksiyon sistemlerinin atraktorleri olarak diisiinelim. Bu béliim boyunca
yine kisalik hatirina SG (2,3) yerine K sembolii kullanilacaktir.

\

6
3
\ 8 7
1 2 4 9 5
(a) (b)

Sekil 9. a) SG(2) igin bir kod se¢imi, b) SG (3) igin bir kod se¢imi

Lo = {w =wow; .wy ... |w; €{1,2,...,9}} kod uzay1 verilsin. Bu 6zel durumda noktalari kodlamak
icin bu kod uzayi ile degil onun bir alt kiimesi ile galisacagiz. X4 kiimesindeki tek indisli elemanlar
{1,2,3} kiimesinden ve ¢ift indisli elemanlar1 da {4,5, ...,9} kiimesinden olan tiim elemanlar1 diisiinelim
ve bu kiimeye Aq diyelim;

Ay = {wowq ... Wk ... € Zg | igiftise w; € {1,2,3},i tekise w; € {4,5,...,9} }.

Yine denklem (1)’de verilen doniisiime benzer olarak Aq tizerinde tanimli

W () Gy @ foy o @ fun) (O @
k=1

dontisiimii Ag’un her bir noktasini K’ nin bir elemanina gotiirmektedir. Tersine, K ’nin her bir noktasina
bu kod uzayindan en az bir nokta karsilik getirilmis olur (bu esleme de bire-bir degildir). Bu kod dizisine
ya da bu sonsuz uzunluklu kelimeye yine bu noktanin bir kod temsili diyoruz. (Klasik Sierpinski
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iicgeninin aksine burada bir noktanin 1 veya 2 degil, 3 tane farkli kod temsili de (aynen SG (3)’de oldugu
gibi) soz konusu olabilir.)

K kiimesinin yapisindan dolayz, icindeki herhangi bir noktaya ulasmak igin sirastyla énce {R?; f1, f>, f3}
sisteminden bir fonksiyon sonra da {R?; f3, fs, fe. f7, e, fo} sisteminden bir fonksiyon uygulanmakta ve
iterasyon tam olarak bu sirada devam etmektedir. Kodlamanin bu sekilde seg¢ilmesi, hem daha once
SG(2) ve SG(3) i¢in elde edilmis sonuglarin kullanilabilmesi hem de 18 fonksiyon yerine 9 fonksiyonun
yeterli olmasi agisindan avantajlidir. Yine SG(2) durumunda oldugu gibi, k.seviyeden alt-tiggenler
(k.adimdaki K’nin bir kopyasi i¢in k.seviyeden alt-tiggen terimi kullanilacaktir) de benzer sekilde
tanimlanabilir. Bir wowy ...wy sonlu kelimesi igin Ky . w.:= (fw, © fw, © =+ © fuw, ) (K) kiimesine
(k + 1). seviyeden alt-tiggen diyecegiz. 2. ve 3. seviyeden alt-iicgenlere (K;g ve K,,3) Ornekler
Sekil 10’da verilmistir.

Kig ﬁ -\ &, AN

Sekil 10. K=SG(2,3) iginde, 2. seviyede (K;g) ve 3. seviyede (K;73) iki alt-iiggen
A.2.5G(2,3) Uzerindeki i¢sel Metrigin ifade Edilmesi

K = 5G(2,3)’ten aldigimiz iki noktanin kod gosterimine (temsiline) bakarak, bu noktalarin hangi
adimda, yani kaginci seviyeden bir alt-liggenden sonra ayristiklarini gorebiliriz. aga;a, ...ag ... ve
bybyb, ... by ... kod uzaymin elemanlar1 farkli a, b € K noktalarinin birer kod temsili olsunlar. Bu iki
nokta birbirinden farkli ise uygun bir i degerinde a; # b; olacaktir, k = min{ i | a; # b;} olsun (a ve b
noktalar1 birbirinden farkli oldugundan { i | a; # b;} say1 kiimesi bos kiimeden farklidir ve k > 0’dir).
Bu durumda o = aya, ... ax_; olmak iizere, a,b € K, Ve a € K,q,, b € K4, olacaktir. Yani (k — 1).
adimda ayn1 K,; alt-tiggeninin eleman1 olan bu noktalar, k. adimda farkli k.seviyeden alt-iiggenin iginde
yasamaktadirlar. k sayisinin tek veya ¢ift olmasi son derece 6nemlidir. k’nin tek olmasi durumunda bu
iki noktanin iginde bulunduklar alt-liggende, bir seviye asagidaki alt-iiggenlerin birbiriyle baglantisi
tam olarak SG (2)’deki gibi, k’nin ¢ift olmasi durumunda ise SG(3)’teki gibi olacaktir.

Genel duruma hakim olmak i¢in, Teorem 3.1.’de de goriilecegi lizere k = 0 ve k = 1 durumlarinin
incelenmesi yeterli olacaktir. Bir x € {4,5, ...,9} sayisinin eslenigini yani X sayisini 4=75=86=9
ve ¥ = x olacak sekilde tammlayalim. Bu gosterim, 2. seviyedeki bir alt-liggenin karsisindaki alt-iiggeni
adreslemek i¢in kullanilacaktir.

Bir t €{1,2,3} igin vt sayisma karsihik K; (j = 1,2,3) alt-liggeninin (yani 1. seviyedeki
fi(K) kopyasimin) su sekildeki kose noktasini belirtsin: K; alt-liggeninin (konveks zarfi olan eskenar
iicgenin); Vlj sol alt kosesi, VZJ sag alt kosesi ve VBJ de diger kosesi olsun.

apA Qs ... Ay ... kodunun belirledigi bir a noktasinin 1. seviyede ve icinde bulundugu alt-iiggenin bir

ag »

kosesi olan th =V, "° "aolan (i¢sel metrige gore) uzakligi, i > 0 igin
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0, ayi_1=t+3
P 0, ay =

0zi—1:=131, az—q #t+3veay_4>6 ve PTHE {
, d.d.

N

olmak tizere

NS AIND 8, N 6, + 2716,

a 2i—1 2 2i—1 21

d(a'VtO)=§ ol +§§ —f=§ e
i=1 [ i

seklinde ifade edilebilir (6rnek i¢in bkz. Sekil 11a). a noktasmnin kendisinin K, | alt-tiggeninin bir kdsesi

olmasi durumunda, bu nokta ayn1 zamanda bagka bir 1. seviyeden alt-tiggenin de kdse noktasi olabilir.
Fakat bu se¢imin hesabin sonucunu degistirmeyecegi kolaylikla gortilebilir.

ey, !v. bd BN iﬂi
ANNNNNN .-.Y-M-. ;vxvxu

(@) (b)
Sekil 11. a) a € K, noktasinin V3 kése noktasina uzakhgini veren dogru parcalari b) a € K, noktasinin V2*
kose noktasina uzakligini veren dogru parcalart

Noktanin 1. seviyedeki th kose noktasina uzakligini hesaplarken,

82i—1
6i

i=1

degeri, kod temsilindeki “tek” indisli terimlerden gelen dogru pargalarinin uzunluklar1 toplamini,
Z O2i
6!
i=1

degeri ise “¢ift” indisli terimlerden gelen toplami gostermektedir. (k. seviyeden alt-iiggenlerin (konveks

zarfi olan eskenar ticgenlerin) bir kenar uzunlugu k = 2i — 1 seklinde tek sayi ise Tt T = %, k=2i

l\)l)—‘

seklinde ¢ift i ise = sekhndedlr )

1. seviyedeki duruma benzer sekilde, j € {1,2,3}, k € {4,5, ...,9} i¢in 2. seviyedeki bir K alt-iiggeninin;
V;] ¥ sol alt kosesi, V5] . sag alt kosesi ve Véj * da diger kosesi olsun. a noktasinin ikinci seviyede i¢inde
bulundugu Kj; alt-iiggeninin bir kdsesi olan 4 k’ya (s € {4,5,6}) olan uzakligi ise,
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. o1 o Sy q + 27168,
d(a, VS”‘) = d(a, 1/51_3) _861 = Z %

i=1

seklinde bulunabilir (6rnek i¢in bkz. Sekil 11b). (Daha anlasilir ve uyumlu olmasi adina, 1. seviyedeki
alt-tiggenlerin koseleri i¢in 1,2,3 sayilart kodlama kullanirken, 2. seviyedeki alt-liggenlerin ii¢ kosesi
icin 4, 5, 6 sayilar1 kodlama i¢in kullanilmaktadir.) Burada noktalar 2. seviyedeki alt-liggenlerde
ayrigtiklart igin 1. terimden yani a,’den toplam uzunluga bir katki gelmeyecektir.

Noktanin kodundaki a; terimine bagl olarak o noktanin i¢inde bulundugu (1. veya 2. seviye) alt-
iicgenin kose noktasina uzakliginda bu terimden gelecek olan katki ilgili uzunluk degerinin 0, 1 veya 2
kat1 olabilir. Noktanin i¢inde bulundugu (1. veya 2. seviye) alt-licgenin bir kdse noktasina olan uzakligi,
tiim terimlerden gelen bu katkilar toplanarak belirlenmektedir.

m Oncelikle ay # b, durumunu inceleyelim, yani k = 0 olsun (bu durumdaki hesabin benzeri SG(2)
icin [6] calismasinda yapilmistir). Daha agik olarak ilk adimda bu noktalar farkli kopyalarda olsun,
varsayalim a € Ky, b € K, olsun, yani a; = 1, by = 2 olsun

Bu durumda a ve b noktalari arasindaki en kisa uzakligi yani jeodezik uzunlugu a, 8,y (kesisme veya

kose) noktalar1 sirasiyla K, N K3, Ky N K3 ve K; N K, arakesit kiimelerinin yani 1. seviyeden alt-
ticgenlerin kesisim noktasi olmak tizere agiktir ki (Sekil 12)

1
di(a,b) = min{d(a,y) + d(b,1),d(a, ) +d(b, @) + 5}
seklinde ya da baska bir ifade ile
1
dy(a,b) = min {d(a, V3) +d(b,VP),d(a,V5) +d(b,V$) + E} ©)

seklinde hesaplanabilir. Burada 1. seviyedeki bir alt-iggenin (aslinda bu alt-tiggenin konveks zarfi olan
eskenar iiggenin) bir kenar uzunlugunun 1/2 olduguna dikkat edelim. & noktasinin kod temsilleri 2636
ve 3525, B noktasinin 1636 ve = 3414, y noktasin ise 1525 ve da 2414 seklindedir.

Sekil 12. 1. seviyede farkli alt-iiggenlerde olan iki nokta arasindaki olast jeodezikler

Bu tespitlerden sonra, k = 0 durumunda, ay = 1, by = 2 varsayimimizi kaldirirsak, birbirinden farkli
olan a, ve b, degerlerine bagli olarak a ve b noktalar1 arasindaki jeodezik uzakligi1 olan d, (a, b), (3)
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denkleminden hareketle, ¢, = 6 — ay, — by olmak lizere
dy(ab) = min{ +d(a,v20) + d(b, V), d(a, Vo) + d(b, V2 )} (4)

seklinde ifade edilebilir.

m Simdi de k = 1 durumunu inceleyelim: ag = by, a; # b; (metrigin simetrisinden dolay1 a; < b,
oldugunu kabul edelim). Yani ikinci adimda bu noktalar farkli kopyalarda olsun (6rnek olarak, bkz.
Sekil 13). Bu asamada 6nemli olan nokta yine, her bir noktanin uygun bir s € {4,5,6} icin V;/ k kose
noktalarina uzakliginin hesaplanmasidir.

Sekil 13. 2.seviyede farkli alt-liggenlerde (K,, ve Ky¢) olan iki nokta arasindaki olasi jeodezikler

Bu durumda a ve b noktalar1 arasindaki en kisa uzakligi yani jeodezik uzunlugu d,(a,b),
c; =15—a; — by, e; = 15— &, — b, ve a}, a sayilari da a} < af’, a; + a} + aj = 15 kosullarim
saglayan sayilar olmak iizere

1
<+ min {d(a V%) 4+ d(b, V2 ”1) +d(a, V) +d(b, V) ”1)} ,a,, by € {4,5,6)
min {d(a V;0) + d(b, VPObl) +d(a, V") + d(b, e’j"bl)} ,a1,b, € {7,8,9}
dy(a,b) = {4 3 (®)
PRI Vo) + min {d(a, v“,O“l) +d(a, V" } ,a, = b,
min {d(a VM) + d (b, V0™, —+ d(a, Vo) + d(b, vy ”1)} ,d.d.

seklinde hesaplanabilir. (5) denklemini dogrulamak i¢in, [8] ¢aligmasinda SG(3) durumunda detaylica
Ozetlendigi lizere, a, Ve b;’in tiim olasikliklarin kontrol edilmesi yeterli olacaktir. Bu standart kontrol
islemi okuyucuya birakilmistir.

Gelinen noktada, a ve b noktalarinin 1. veya 2. seviyede birbirlerinden ayrilmasi durumunda
aralarindaki i¢sel metrik ifadesi ya da jeodezik uzaklik (4) ve (5) denklemleri ile elde edilebilir.

k sayisinin 0 ve 1°den farkli olmasi durumunda, kiimenin kendine benzerliginden yararlanarak hemen
bir genelleme yapmak miimkiindiir. Bu kiimenin aslinda 18 tane 1/6’lik benzerlik doniisiimlerinden
olustugu daha once de sdylenmisti. Bu durumda, s6z gelimi 3. seviyede ayrilan noktalar arasindaki
uzakligi hesaplamak igin, 3. seviyedeki ilgili alt-iggende hesap yapmak yerine, noktalarin kod
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temsilinde ilk iki terimi atarak elde edilen noktalarin (ki bu noktalar artik 1. terimde fark eden yani daha
1. seviyede ayrilan noktalar olacaktir) uzakligi hesaplanarak 1/6 ile garpilir.

Sonug olarak genel durum su sekilde ifade edilebilir:

Teorem 3.1. a, b € K noktalar verilsin. aga,a; ... ay ... Ve bgby b, ... by, ... sirastyla bu noktalarin kod
temsilleri ve k = min{ i | a; # b;} ve a; < by olsun. Bu durumda bu farkli iki nokta arasindaki (igsel
metrige gore) uzaklik dic(a,b), agQryqQn . brbgyq ..by ... € Ag elemanlarinin belirledigi

noktalar @ ve b olmak tizere

1 _
( S di(@b) ,  kgift
di@h) =4 ©
=1 dz (d, b) , k tek
6 2

seklinde bulunur (ay, > by ise dic(b, a) i¢in (6) esitligi ve metrigin simetrik olmast kullanilarak d;c(a, b)
bulunur).

Teorem 3.1.’de agik ifadesi yazilan d fonksiyonu ile ilgili kiimenin (K) bir igsel (hatta kesin i¢sel) metrik
uzay oldugu metrigin insasindan agiktir. Bu noktada i¢sel metrik i¢in verilen ifadenin, noktalarin kod
temsili segiminden bagimsiz oldugu da yine dikkatli okuyucular tarafindan rahatlikla dogrulanabilir.

(6) denklemi ile verilen bu ifade yardimi ile bu kiimenin, i¢sel metrige gore bazi 6zellikleri incelenebilir.
B. SG(2,3) UZERINDEKI JEODEZIKLER

Klasik Sierpinski tiggeni SG(2) ve mod-3 Sierpinski liggeni SG(3) kiimeleri lizerinde ne tiir
jeodeziklerin orataya ¢iktig1 bir onceki ana boliimde belirtilmisti (bkz. [6], [8]). SG (2,3) durumunda da,
hem SG(2) hem de SG(3) kendine benzer kiimelerindeki davranig kismen yasamaya devam
edeceginden, daha once bu iki kiimede ortaya ¢ikmig olan iki nokta arasindaki jeodezik sayilarinin
SG(2,3)’te de var olacag: agiktir. iki nokta arasinda 1, 2, 3, 4 veya 5 farkli jeodezik olabilecegi gibi,
ornegin 16, 48, 144 veya 13312 (bkz. [8], Ornek 3.5), hatta sonsuz farkli sayida da jeodezigin var olmasi
miimkiindiir.

Not: SG(2,3) gibi SG(3,2) diizensiz 6lgekli Sierpinski tiggenini tizerindeki i¢sel metrik de yine benzer
sekilde ifade edebilir (SG(3,2)’deki farklilik, 6nce 1/3’liikk sonra 1/2°lik benzerlik doniigiimlerinin
kullanilmasi olacaktir). Agiktir ki SG(3,2), 6 tane 1/3 oraninda kiigiiltiilmiis SG(2,3)’ten olusmaktadir.
Bu nedenle tizerindeki igsel metrik, bu ¢alismada verilen ifadeye son derece yakin ve benzer bigimde
kolayca verilebilir.

V. SONUC

Daha once klasik Sierpinski tiggeni ve bazi diger klasik fraktallerin lizerindeki igsel metrigin ifade
edilmesi i¢in kullanilan bu yontem, yani kiimenin noktalarinin kod temsillerinin kullanilmasi, SG(2,3)
gibi farkli karakterde bir kendine benzer kiime iizerindeki i¢sel metrigi ifade etmek i¢in kullanilmigtir.
Burada 6nemli olan nokta, bu kodlamanin kiimenin yapisina uygun bir bicimde ve ¢ok daha farkli bir
bi¢imde yapilmasidir. Bu ¢alismada kullanilan kodlama yontemi ile, farkli diizensiz 6lgekli Sierpinski
ticgenlerinin tlizerindeki igsel metrigin detayli incelenmesi ve tizerindeki jeodeziklerin de arastirilmasi
miimkiin olabilecektir.
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