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Ozet

Miihendislik problemlerinde bazi temel denklemler ¢ok karmasik olup c¢ogunun ¢oziimii
oldukca zordur. Bu calismada bu tiir karmasik problemlerin ¢éziimii i¢in boyut analizi ve boyut
analizinin temelini olusturan Buckingham Pi teoremi agiklanmistir. Ayrica bu teoremin boruda akis
ve su dalgalanmasi gibi miihendislik problemleri iizerinde uygulamasi yapilmistir. Bu ¢aligmanin
amaci karmasik yapiya sahip olan miihendislik problemlerinin fiziksel biiyiikliikleri korunmak
sartiyla daha etkili bir sekilde ¢oziilebilmesini saglamaktir.

Anahtar Kelimeler: Boyut analizi, Buckingham pi teoremi mithendislik problemleri, boruda akis,
su dalgalanmast

The Importance of Dimensional Analysis and Buckingham Pi Theorem
Used in Engineering Problems

Abstract

This paper describes dimensional analysis and Buckingham's Pi Theorem for the solution of
complex engineering problems. A short overview about Buckingham's Pi Theorem is explained with
a basic dimensional analysis. This report also includes some engineering practices such as pipe flow
and water waves problems in the following pages. The general purpose of the article is to understand
how efficiently engineering problems can be solved with the Buckingham's Pi Theorem.

Keywords: Dimensional analysis, Buckingham pi Theorem, engineering problems, Pipe flow,
water waves.

problemin ¢6ziimii i¢in dogru adimlar atilabilir
@).

Buckingham pi teoremi boyut analizinin
temelini olusturan en Onemli yOntemdir.
Buckingham pi teoremi tarihte ilk olarak
‘boyutlarin metodu’ adi altinda Lord Rayleigh

Giris
Bir problem {izerinde yapilan boyut analizi
ile birlikte elde edilen tek denklem, problemi

etkileyen tlim parametreler arasindaki iligkiyi
gosterir. Fakat bu denklemdeki her bir

parametrenin iist kuvveti farkli olacagindan bu
kuvvetlerin belirlenmesi i¢in uygun bir analiz
yapilmalidir. Bu analiz sonucunda ortaya
cikacak olan boyutsuz sayr gruplarn ile
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tarafindan kendi kitabinda (The Theory of
Sound) 1877 yilinda kullamilmistir. 1914
yilinda E. Buckingham tarafindan teorem haline
getirilmistir. Fakat bu tarihten 6nce A.Vaschy
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(1892) ve D. Riabouchinsky (1911) tarafindan
bagimsiz olarak bazi c¢alismalar literatiire
kazandirilmistir (2).

Bu teorem ile birlikte n adet degisken igeren
her anlamli fiziksel denklem n —m boyutsuz
parametreli denklemle yeniden yazilabilir,
burada m kullanilan temel boyutlarin sayisidir.
Ayrica teorem bu boyutsuz degiskenleri, verilen
degiskenlerden hesaplamak i¢in bir yoOntem
saglar (3).

Teori
Genellikle Ry, . . . ,Rn’e kadar olan fiziksel
bliyiiklikleri glinlimiizde sik  bir sekilde

kullanilan birim sistemleri ile hesaplariz. Ornek
olarak metre, kilogram, saniye, amper ve Kelvin
(m, kg, s, A, K) gibi temel birimleri i¢eren SI
birim sistemi verilebilir. Giinlimiizde kullanilan
Oleiim sistemleri bazen ¢oziim igin yetersiz
kalmaktadir.

Bu ylizden kullanilacak bu sistemde temel
birimler Fy, . . . ,Fm, seklinde yazilacaktir.

R; =v(R))[R;] = p;[R)] 1)

Burada pj=V(Rj) birsay1, [Rj]iseR; ‘nin
birimi olarak tanimlanmistir. [R;j ] ayrica glig
iiretim birimi olarak ifade edilebilir.

[rR]] = ﬁﬁ“”’ (D)

Onemli konularin birisi olarak da temel
birimlerin bagimsiz olmasi gosterilebilir.

m
[[Ftsn=r=mm=0 @
i=1

Tek bir birim sisteminin kullanilmasi
yeterli degildir. Bu ylizden konunun o6ziinde
secilen temel birimler bir hayli degiskenlik
gosterebilir. Bu yiizden farkli birim sistemleri
tercih edilmektedir. Ornegin daha ©6nce
bahsetmis oldugumuz Fi yerine F; = x;~'F;
yazilabilir. Burada x; i=1,....,m olmak sartiyla
rastgele secilmis pozitif bir sayr olabilir.
Bununla birlikte biiyiikliiklerin hesaplanmasi
icin olusturulan yeni sistem su sekilde
yazilabilir:

R = (R;)[R;] = p;[R;]

Formiil hesaplanirsa:
1j mj
Ro=v(R)RE R
= v(R)xf"” - x@" BFY - B
(R;)
Yukaridaki denklemden yola ¢ikarak esitlik
denklem 3 haline doniistiiriiliir.

pr=n;| |5 3
i=1
Ornegin, F1= m, ve Fs= s, ve R; hiz ise [R1] =
ms™ =F1F,? ve ann=1, az;1=-1. Bununla birlikte
F, =km veF, =h, Bulunan degerler ise
X1=1/1000 ve x2=1/3600 buna bagli olarak p; =
p1-3.6. Sonug olarak eger p; = 10 ise p; =30
olur. Bagmtiyla birlikte 10 m/s = 36 km/h

yazilabilir.

Boyutsal matris A (Ru,....,Rn) su sekilde
tanimlanabilir:

a1 vt Qan

A — . * H ]

aml - apun
Bu bolimde konunun en O6nemli kismina
deginelim: Degiskenlerin boyutsuz
kombinasyonlari, R;. Bu degiskenlerin
kombinasyonlar1  yalnizsa  giic  {retimi,

R} ..RAigin yazilabilir. Bu kombinasyonun
birimlerini hesaplayacak olursak:

m
[RM - RA"] = 1_[ pantitetamin (g
i=1

Eger bu birim 1 ise kombinasyon boyutsuz
olarak adlandirilir. Bununla birlikte 6nemli bir
cikarim olan AA=0 esitligine ulasilir. Bu
esitlikte A= (A1,.....,An) " olarak yazilir.

Boyutsuz kombinasyonlar1 birim sistemlerinden
bagimsiz bir degere sahip olmasi siirpriz
olmamakla birlikte beklenen bir durumdur.
Denklem 3 kullanilarak hesap yapilacak olursa:

m m m Aj
AAj | | | | aij
pi] = (pi Xl. })

j=1 j=1 i=1

n n

| | A | | aijﬂj

J
j=1 j=1 i=1



Kalkan ve Yigid

Sinop Uni J Nat Sci 1(1): 1-6 (2016)

n m n n
A; a;ili A
— ] Uty ]
—||Pj|| % ||p].
j=1 i=1 j=1 j=1
Ciinkii AA=0,
n
Py
| |xi 9 =1
j=1

Buna ek olarak, sifir uzay N(A) i¢in bir deger
secilir ve buna uygun boyutsuz kombinasyonlar
alinir. Bu kombinasyon m,...,mnr (burada r
degeri A’nin bir mertebesi olarak alinir), daha
sonra herhangi bir boyutsuz kombinasyon
n§l ... T sonug, iiriin olarak yazilabilir.
Belirtilen boyutsuz kombinasyonda iistel
fonksiyon degeri 6zgiin bir deger olarak verilir
(4). Bu degerler segilen N(A) ‘nin
katsayilaridir. Bu da maksimum bagimsiz
degisken kombinasyonlar1 olarak adlandirilir.
Simdi Buckingham pi teoremine detayli olarak
bakalim.

Teorem (Buckingham pi Teoremi)

®(Ry,.....,R2)=0 ile Rj#0 arasindaki fiziksel
olarak mantikli iligki, birbirinden bagimsiz
birimsiz  tim  kombinasyonlar1  iceren
Y(m,....7tnr)=0 denklemini igeren forma esittir.

Fark edilmesi gereken onemli bir husus
sudur ki; yeni denklem orijinal denkleme gore r
icerdiginden dolay1 daha az degiskene sahiptir.
Bu durum benzer teorik analiz ve deneysel
tasarimlari basitlestirir.

Su noktada bunu heniiz ispatlayacak
durumda degiliz. Fakat digerlerinden Once
“fiziksel olarak mantikli” ifadesini tam olarak
acikliga kavusturmak zorundayiz.

Ik olarak @ birim ve degere sahip olmali

m
o) =] [F"
i=1

Degeri, basit¢e Rj degerlerinin @ denklemde
yerine yazilmasiyla hesaplanir.

v(®(Ry, ..., Rp)) = ®(v(Ry), ..., v(Ry))
Dahasi, farkli  birimler kullandigimizda,
denklem(3)’teki kurala benzer sekilde ®’nin
degeri de degistirilmelidir. Boylece...

P(9(Ry), ..., ¥(Ry))

= %(@(Ry, -, Rp))
= x,P1 ...memV(CD(Rl, . Rn))
memCD(v(Rl), ,V(Rn))
Nihayetinde, biitiin gercek p1,....,pn Ve pozitif
X1,....Xn degerleri igin

D(x, M

= lel

a a a
X 2M1py, .., X120 X @mnp )
b

=x;1 ...memCD(pl, e Pn)

Buckingham pi teorisi fiziksel olarak
mantikli denildigi zaman bu denklemi goz
Oniine almaliyiz. Fakat bir 06zelligin daha
tizerinde durmaliyiz. ® R; niceliklerinin
birlesimi olmasi gerektiginden dolayi, ®’nin
birimi  R;  degiskenlerinin  bir tiirlii
kombinasyonu olmak zorundadir.

Simdi ispata baslayabiliriz: lk &nce
sunu bir kenara yazalim, yukaridaki paragrafin
son beyaninda ®’in yerine
Ri%L.. . Ra“"®(R;...C1) ifadesini yerlestirebiliriz.
Burada Ci,....Ch katsayilart yeni denklemi
birimsiz yapacak sekilde secilmislerdir. Yani
denklem(5) te bi=.....=bm=0

Boyut matrisi A, ranki r olan bir matris
olsun. Bu matris r kadar birbirinden bagimsiz
siituna sahiptir. Ik r siitunlarinin Ri....Rs
degiskenlerine denk geldigini varsayabiliriz.
Sonra Ri...Ry Dboyutsal olarak bagimsiz
olmasina ragmen, bunlarin kombinasyonlarinin
boyutsuz oldugu bir durum vardir. Bu da,
M=...= M=0 oldugu durumda RiAi....Riks
boyutsuzdur. (Denklem(4))

Asagidaki kendiliginden bire bir
karsilikli ifade ise:

(Ry, . Rp) © (Ry, oo, R, Ty, e, 0 1)
Acikcast buradaki zorluk Rk’yi (k>r oldugu
durumda) esitligin sagindaki nicelikler cinsiden
ifade edebilmektir. Fakat lineer cebir bize
gosterir  ki; A matrisinin k siitunu ilk r
stitunlarinin ~ kombinasyonudur. Ve dahasi
uygun Cy...... ,Cr secimleri icin
IRk=|R:®%,....,R“|.  Sonra  RkRi©L.. R/
boyutsuz oldugu icin m%....m"" seklinde

yazilabilir. Nihayetinde Rk=R:%.....
RCm .. 9" seklinde yazabiliriz.
Simdi yukaridaki birebir karsilikli

ifadeyi kullanarak uygun ¥ denklemi i¢in
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CD(Rl, ey Rl’l) = lp(Rl, ey Rn, T, .- ’T[II—I')

cok gegmeden Y(Ry,....,Rrm,....,7nr)
fonksiyonunun aslinda Rg,....Rr den bagimsiz

oldugunu ispatlayalim. Boylece ifade edebiliriz
ki

YRy, .., Ry, My, o, M) = V(114 .., T )

Ve boylece Buckingham pi teorisinin ispati
tamamlanmis oldu.

Ri,...Rj  degiskenlerinin  bagimsiz
oldugunu ispatlamak i¢in, denklem(7)’de her R
yerine onun pj degerini yaz ve bunu
denklem(6)’da her iki tarafa yerlestir. Ve bi=0
oldugu unutulmamali.

WM Xy 201y, e, X 20T L
= W(P1, ) Pry Ty oo Th—y)
Sunu sdyleyebiliriz ki, verilen pozitif pi,...pr
sayilar1 i¢in Xij,...Xm sayilarini segebiliriz ki
boylece yukaridaki denklemin solunda bulunan
Xy o Xy Mip; (§ = 1, ... T igin) sayilari
verilen herhangi bir pozitif say1 olabilir. Daha
acik olmak gerekirse, bunlarin tamamini 1 e esit
olmaya zorlayabiliriz. Bu da denklemin x;
cinsinden ¢6ziim yoludur (4).

a
Xm ™ Py T, o

- 1
l_IXiaij=— ) j=1,...,r
i=1 Pi
Gergekte, xi=exp(&i) yazarsak yukaridaki
denklem

m

Zaijzi =—Inp; ,

i=1
haline gelir.

j=1,..,r

Bu denklem c¢oziilebilir bir denklemdir.
Cilinkii soldaki mxr A yan matrisinin ranki r dir.
Dolayisiyla onun satir araligt R" dir. Bu
yukarida iddiay1 ve dolayisiyla teoremi
ispatliyor.

Uygulamalar
Boruda akis

Problem olarak boru boyunca akis
gosteren bir akigkanin basing diislisliniin
hesaplanmasi belirlenmistir.

Eger secilen boru, ¢apina gore uzun ise,
basing diisiisii boru uzunlugu ile orantilidir

) T[n—r

diyebiliriz. Diger biitiin etkenler sabit olarak
kabul edilir. Burada bizim aradigimiz ise
ortalama basing gradyanti olan NP’yi bulmak ve
belirsiz olan boru uzunlugunu tahmin etmektir.

Konuyla ilgili biitiin  degiskenler
borunun diger biitiin degiskenlerini
igcermektedir: Boru ¢api: D ve boru piirtizliligii:
e. Ik yaklasim yapilirken sadece boru i¢
yiizeyindeki  ortalama  piiriizliliige izin
verilecektir; bu da uzunluga esittir (4). Problem
ile ilgili baz1 akiskan o6zellikleri de mevcuttur.
Burada kinematik viskozite, v=p/p, yogunluk
p, ile birlikte kullanilir. Newton tipi akiglarda
kesme hareketinde, kesme gerilmesi (birim
alana diisen) hiz gradyani ile dogru orantilidir.

Dinamik viskozite, p, de ise oranti
sabittir. Bundan dolay1 dinamik viskozitenin , p,
birimi Nm=2/s™1 = kgm™1s71, ve bu yiizden
kinematik viskozitenin, v, birimi m?s?* olarak
yazilabilir.

Sonug olarak, ortalama akis hizina, v,
ithtiyag¢ vardir.

Boyutsal matris su sekilde yazilabilir:

VP v D eV p
m 2 1 1 1 2 -3
kg 1 0 0 O O 1

s 2 -1 0 O

-1 0

Buradan sifir uzay N(A)’y1 bulabiliriz ve
bulunan bu degeri boyutsuz kombinasyonlari
bulmak i¢in kullanabiliriz. Fakat bir gercek var
ki boyutsuz kombinasyonlar deneme yoluyla
daha kolay bulunabilirler. Matris sistemine
baktigimizda 3 siitun ve 6 satirdan olusan
degisken sistemi oldugu goriilmektedir. Bu
yiizden 6-3=3 adet bagimsiz boyutsuz
kombinasyon bulmamiz gerekmektedir. Bunun
icin sonsuz olasilik mevcuttur. Bu ihtimali en
aza indirmek ic¢in yaygm olarak kullanilan
boyutsuz sayilar kullanilacaktir (4).

vD

Reynold's Number Re = -
e

Relative Roughness ¢ = D
VP:-D
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Burada NP’ nin degiskenlerin bir
fonksiyonu olmasi beklenmektedir. Ayrica
bulunan degerin yukarida verilen biiytikliikler
ile baglantisinin olmas1 gerekir ¢linkii bu
biiyiikliikler degiskeni NP olan 6zgiin bir ¢6ziim
saglar:

VP-D
pv?

= f(Re, €)
bu esitligi su sekilde yazacak olursak:

2
2pv f(Re, €)

VP =
D

halini alir.

Denklemde farkli olarak basina 2
gelmesinin  sebebi ise Fanning’s siirtlinme
faktoriiniin dikkate alinmasidir. Fanning yaptigi
analizlerde ¢ap yerine yarigap kullanmistir (4).

Boyutsal matrisi tekrar yazmaya gerek
yoktur. Agik¢a goriilmektedir ki 3 boyutsuz
biiylikliik bulunur. Bu biiyiikliiklerin her biri
birbirinden bagimsiz olarak en az bir degisken
icerirler. Ug¢ temel birim bulundugundan,
boyutsal matrisin licten fazla satir1 olmasi s6z
konusu degildir. Ayrica ligten fazla bagimsiz
boyutsuz kombinasyon olmasi da miimkiin
degildir. Kisacasi, boyutsal matris
boyutlandirmalar1 en uygun sekilde 6zetlemeyi
ve lineer cebirdeki problem igerisindeki her bir
islemi kolaylastirmayi saglar.

Suyun Dalgalanmasi

Oncelikle sudaki yiizeysel
dalgalanmalar1 tanimlayalim. Bu dalgalar, dalga
numarasit k = 2 /A (\: dalga boyu) ve agisal
hiz (w) ile Kkarakterize -edilirler. Burada
bulmamiz gereken agisal hiz fonksiyonunun
dagilimidir. Bunun i¢in bazi parametreler
onemli rol oynayacaktir. Bunlar derinlik (d),
dalga yiiksekligi (h), yer ¢ekim ivmesi (g) ve
akiskan 6zellikleri olan her bir kiiciik dalga i¢in
yogunluk (p) ve yiizey gerilimi (1) olarak
siralanabilir.  Burada  viskozitenin  ihmal
edildigini kabul ediyoruz.

Belirtilen degiskenlerin boyutsal olarak
Ozeti su sekilde yazilabilir:
Degisken‘w ‘ k ‘h‘d‘ p ‘ T ‘ g
Nm™!
= kgs

-1

Birim  |s7!m™! _,lms™2

m‘m‘kgm‘3

Burada yedi adet degisken ve ii¢ temel birim
bulunmaktadir. Dolayisiyla buradan  dort
bagimsiz boyutsuz kombinasyon
beklenmektedir. Burada Bond boyutsuz sayisi
(Bo) mantikli gériinmektedir:

2

w Pg
hk, dk, —, Bo=—
gk ° = Tk
Bulunan bu dort kombinasyonu, tek
kombinasyon olan ve w igeren forma
indirgersek:

w? = gky(hk,dk, Bo)

Bu parametre bize dalgalarla ilgili
gerekli bilgiye ulagsmamiza imkan
saglamaktadir. Ornegin dalga boyu biiyiik ise
Bond sayis1 biiyiiktiir ve bu yiizden yiizey
geriliminin etkisi ihmal edilebilir. Eger su
derinligi dalga uzunlugu ile kiyaslanirsa dk =~
o , bu arada dalganin kiiciik olan yiiksekligi
dalga uzunlugu ile kiyaslanirsa hk ~ 0 olur.
Biitiin bu yaklasimlarla beraber ¥’ nin sabit
olacagi beklenir. Bu yiizden w2, gk ile
orantilidir ve w? = gk yazlabilir.

Bununla  birlikte  derin  sularda
gerceklesen ¢ok kisa dalgalarda, dalga hareketi
icin sadece yiizey gerilimi dikkate alinir ve g
probleme dahil olmaz. Burada yeni bir boyut
analizi yapilabilir. Bu analizde ¥, g ‘nin lineer
bir fonksiyonu olarak agikca goriiliir ve dk > 1

, hk < 1 olur. Yeni olusan form su sekilde
ifade edilebilir.
k3
w? =—
Sonuc¢

Boyut analizi genel olarak miihendislikte
kullanilmasina ragmen gerektiginde tiim sayisal
alanlarda kullanilabilmektedir. Bu c¢alismada
karmasik yaplya sahip miihendislik
problemlerinin ¢éziimii i¢in boyut analizi ve
boyut analizinin temelini olugturan Buckingham
Pi teoremi tanitilmistir. Boyutsuz parametreler
olan Pi’lerin nasil olusturulacagini hem teorik
olarak hem de boruda akis ve su dalgalanmasi
gibi  miihendislik  problemleri iizerinden
anlatilmistir. Yapilan bu calismayla birlikte
boyut analizi ve Buckingham pi teoreminin tii¢
temel amacini su sekilde 6zetleyebiliriz:
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e Parametreler arasindaki baginti
egilimini kestirmek

e Model performansindan prototipin
performansinin dl¢geklendirme yasalarini
bulmak

e Sayisal ve fiziksel deneyleri tasarlamada
ve deney sonuglarini raporlamada
kullanilmak lizere boyutsuz

parametreler olugturmak
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