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Makale Bilgileri Oz: Bu caligmada, singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemlerin yaklagik
) ¢Ozliimii i¢in niimerik integrasyon yontemi uygulanir. Ilk olarak diizgiin bir sebeke iizerinde
Gelis: 27.03.2022 sonlu fark metodu ile baglanir daha sonra integraller i¢in trapez metodu kullanilir. Buradan
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elde edilen denklem sistemi Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir. Onerilen y&ntemin
dogrulugunu ve ekonomikligini ortaya koyan bir 6rnek sunulur.
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is used for integrals. The system of equations obtained here is solved with the Thomas
algorithm. An example is presented that demonstrates the accuracy and economy of the
proposed method.
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1. Giris

Integro-diferansiyel denklemler doga bilimlerinde bircok matematiksel formiil icerir. Integral
sinirlarindan biri degisken olarak kabul edilen integro-diferansiyel denklemlere Volterra integro-
diferansiyel denklemler denir. Volterra integro-diferansiyel denklemler bilim ve miihendisligin ¢esitli
uygulama alanlarinda yer almaktadir. Ornegin; fizik, kimya, biyoloji, akiskanlar dinamigi, atom fizigi,
diflizyon, popiilasyon ve salgin dinamikleri, glikoz toleranst matematiksel modelleri (Lodge ve ark.,
1978; Kauthen, 1997; Jerri, 1999; De Gaetano & Arino, 2000; Kythe & Puri, 2002; Burton, 2005;
Ramos, 2007; Salama & Bakr, 2007). Cogu durumda bu problemlerin birgok analitik yontemle kesin
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¢ozlimlerini elde etmek miimkiin degildir. Bu durumda, bu problemler yaklasik metotlarla ¢oziiliir.
Ayrica, literatiirde Volterra integro-diferansiyel denklemlerini ¢6zmek igin kullanilan farkli
yaklagimlar vardir. Bunlar, Piecewise-quasilinearization yontemi (Ramos, 2007), exponential teknik
ve implicit Runge-Kutta metodu (Ramos, 2008), coupled metodu (Tao & Zhang, 2019), sonlu fark
metodu (Mbroh ve ark., 2007; Sevgin, 2014; Cimen, 2018; Yapman & Amiraliyev, 2020) ve
diferansiyel doniisiim metodu (Celik & Tabatabaei, 2013). Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
¢Oztimlerinin varhig1 ve tekligi de literatiirde yer almaktadir (Ross ve ark., 1996; Jerri, 1999; Kythe &
Puri, 2002; Burton, 2005; Nefedov ve ark., 2006).

Bu makalenin motivasyonu ve amaci, ilk olarak, diizgiin sebeke iizerinde Volterra integro-
diferansiyel denkleminin sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimii igin dogru ve gilivenilir bir
yaklagim sunmaktir. Ciinkii problemimiz singiiler pertiirbe (Miller ve ark., 1996; Ross ve ark., 1996;
Farrell ve ark., 2000) 6zelliklidir yani en yiiksek mertebeden tiirevin katsayisinda sifir ile bir arasinda
olup birden ¢ok kii¢iik olan bir & parametresi bulunmaktadir. Bu parametre problemde sinir kat1 veya
katlar1 olusturur. Buralarda ¢6ziimiin davranisi ani ve hizli olarak degisir. Bu durum singiiler pertiirbe
problemlerin ¢éziimiinde sinirli olmayan tiirevler iiretir. Ayrica ¢alismada ele aldigimiz problemlerin
integral terimler igermesi de analitik ¢oziime ulasilmasini daha da giiglestirir. Bu sorunu simdiye kadar
uygulanmis ve uygulanmakta olan bir¢ok Kklasik analitik ve niimerik metotlar gideremez. Bu nedenle
calismada, € parametresi i¢in karali ¢6ziimler veren niimerik integrasyon metodu kullanilmistir.

Bu ¢alisma su sekilde ilerleyecektir: Ikinci boliimde niimerik integrasyon metodunun isleyisi
verilecektir. Ugiincii boliimde dnerilen metodun &rnek problemi iizerinde uygulama yapilacaktir. Elde
edilen yaklasik sonuglar tablo ve grafiklerle sunulacaktir.

2. Niimerik integrasyon Metodu

Bu boliimde, yaklasik ¢6ziimii aranan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin sinir deger
problemleri sol simir katlara sahiptir ve buna gore niimerik integrasyon metodunun isleyis adimlar
asagida verilecektir. Sunulan metot uygulandiktan sonra kararlilik sartlarinin saglandigi goriilecektir.
Niimerik integrasyon metoduna ilk olarak ¢6ziimii arastirilan denklemin integre edilmesiyle baglanir.
Daha sonra ilk iki terime karsilik gelen sonlu fark tiirevleri alinir. integraller icin trapez metodu
kullanilir. En son elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in Thomas algoritmasi uygulanir ve
yaklagik ¢6ziim bulunur.

Niimerik integrasyon metodunun g¢esitli denklemlere uygulandigi literatiirde goriilebilir
(Reddy, 1990; Andargie & Reddy, 2008; Soujanya & Phnaeendra, 2015; Ranjan & Prasad, 2018;
Arslan, 2020).

Niimerik integrasyon metodu ile incelenecek olan problem tipi asagidaki sekilde verilir:

gu"(x)+a(x)u’(x)+IK(x,s)u(s)ds:g(x), xeS =[01], (1)
0
u@)=A u@)=8, )
Ave B sonlu sabitler; € birden cok kiigiik pozitif;

a(x) €S, ¢ (X) eS ve K (X, S) € S x S siirekli fonksiyonlardir. (1)-(2) problemi a(x) >a>0
icin sol smir katina sahiptir. Yani X =0 ¢6ziimii sol smir katidir.

[0,1] araligr diizgiin sebeke lizerinde ¢6ziim arandigi i¢in N esit sebeke noktalarina parcalanir.
1-0 .
Olusan bu noktalar 0 = X, < X,... < X, =1, X = X, +ih seklindedir. Burada h = N dir.

Simdi (1) denkleminin [Xi ' Xiyg ]i=1 aralig1 i¢in integrali alinir.

..... N-1
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XJ' [gu”+a(x)u dx+TJX'K(x s)u(s)dsdx = f g(x)dx,

X; X 0 X

buradaki ikinci ve tigiincii integraller igin trapez metodu kullanilir ve asagidaki denklem bulunur.

e[u'<xi+1)—u'(xi>]+ai+1u<xi+1)—aiu(xi)+“7:K(xi,xo)u(xo)

iK(XU m)u(X )+hIK(X|' |)u(X)+ ( |+1’X )U(X )+_ZK(X|+1' m)U(X )

2

h h
+7 K (%10 X )U(Xi,) = E[gi + gi+l]'

(3) denkleminde

2|l

T(x )=—K(x|,x)u(x)+—ZK(xl, X U(y) + - K(X.,X.)U(X)

K(X|+11X )U(X )+_ZK(X|+11 m)u(x )+ ( |+l’Xi+l)u(Xi+1)1

olsun. (3) denkleminde bulunan u’(X;,,) ve u'(X) tiirevleri iin

sonlu fark tiirevleri yerlerine yazilir ve asagidaki ti¢ kosegenli sistemi bulunur.

Ui,y — 20, — U h
‘{—'” hl "1}+a(xi+l)ui+l—a(xi)ui+T(x)=5[gi+gi+1],

burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

& 2¢ h? & h? h
ui_l‘:ﬁ:l_u' {F—Fa _TK(XI’ ,)}+U |:h+ai+l+?K(Xi+l’xi+l)i|za[gi +gi+l]

2|1

06 S K X, )~ K 040 )

iK(le’ m)U(X )

3)

(4)

()
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sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi sonlu fark problemidir ve ¢oziim i¢in asagida verilen Thomas
algoritmasi uygulanir.

h? 2& h?

& &
== Bi=—+a,+—Ki i, CG=—+a-—K,
A h h 1 4 1,i+1 h 4 )
a, =0, B =A
h2 h2 i-1 h2
7K(Xi,XO)U(XO)+?zK(Xi,Xm)U(Xm)+IK(Xi+1,XO)U(XO)
m=1

h
F :_E[gi +gi+1]+ 2 ’
+?ZK(Xi+l'Xm)u(Xm)
m=1

ty=—2 g =HEAA o N,
C —aA C —aA
U =a,U,+pB, i=N-1.,21

2.1. Thomas algoritmasimin kararhhg:

1=01..,N-1icin A >0, B, >0 ve |Ci| >|A + Bi| >0, ve ||<1 durumlannda
Thomas algoritmasi karalidir ve (5) probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi garantilenir (Amiraliyev
& Amirali, 2018).

3. Singiiler Pertiirbe Volterra Integro-Diferansiyel Denklemin Simir Deger Problemi icin
Niimerik Integrasyon Metodu Uygulamasi

Bu kisimda niimerik integrasyon metodunun giiclinii ve zaman agisindan ekonomikligini
ortaya cikarmak icin asagida verilen sol smir kata sahip bir singiiler pertiirbe Volterra integro-
diferansiyel denklemin smir deger problemi yaklasik olarak ¢oziiliir:

£U"(X) + 2u'(X) + _([u(s)ds - g—%(l- e <), xe[0d], .

u(0)=0, uQ)= [1—eij/ 2,

u(x) = %(1—62:}

Simdi niimerik integrasyon metodu kullanarak (6) problemini ¢6zelim:
ilk olarak (6) probleminde Volterra integro-diferansiyel denkleminin her terimimin [X;,X;,]

araliginda integrali alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

T [eu” +2u"]dx + Xif Iu(s)dsdx = Xthl E - % @a- e_zgx)} dx, )
X; x 0 %

ve bu denklemde ilk integral alindiktan sonra U/,, V& U/ tiirevleri igin
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sonlu fark tiirevleri kullanilir ve diger integrallere karsilikta trapez metodu uygulanirsa

2 i-1

e[u'(x.) —u'(x)]+2u(x,,) - 2u(x)+ u(x )+—Zu(x )+ u(x)
+%u(x )+—Zi:u(x )+ u(le)_ g[f +fia ],

asagidaki sonlu fark problemi elde edilir:

|:€:| 2¢ h? & h?

U | = |=U|—+2——|+U, | —+2+—

h h 4 h 4
h2 2 i-1 & 72Xi+1 X & 7%
2—u +— u +— u —— '—+1—— l1-e ¢ |[+=-=|1-e ° |||,

2
U, =0, uy =%(1—e EJ.

Bu sonlu fark probleminin ¢6ziimii igin Thomas algoritmasini da soyle yazilir:

2 2
, B.:£+2+h7, c -2 2—%, a, =0, B =A

2 2 i1 2 i 2%, : 2%
Fi:Zh_uO+h_Zum+h_ um_h M_E l—e ¢ +£_£ 1—e ¢ ,
4 2 m=1 2 m=1 2| 2 4 2 4

2
‘;+2+rl1
a. ,
i+1 28+2_ﬁ_ f
h 4 "h

ﬂ m=1 m=1
. 2¢ h? £ ’
- 2_7_al PR
h 4 h
u =« U, + i=N-1..21.

i i+171+1 i+17
Yukarida verilen Thomas algoritmasi akisi ile uygun bir matematik programindan yaralanilarak
singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemin sinir deger probleminin yaklasik ¢oziim
sonuclari elde edilir. N ve & degerleri i¢in tam, yaklasik ¢oziim ve hata grafikleri cizilerek
karsilagtirlir. Maksimum hatalar bulunur ve Cizelge 1’de gosterilir. Buraya gére N degerleri
biiyiidiik¢e hata degerleri yariya inerek azalmaktadir. Yani yakinsaklik birinci mertebedendir. Boylece
onerilen metodun singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemin smir deger problemleri

i¢in uygun ve giivenilir oldugu ortaya ¢ikarilir.
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Cizelge 1. N ve ¢ i¢in maksimum hata degerleri

N g=2"1 e=272 g=2"3 e=2"*

N=1/h=16 0.0192337808 0.0408410668 0.0696104025 0.1243379260
N=1/h =32 0.0101601715 0.0223025458 0.040302946 0.0641243472
N=1/h =64 0.0052285881 0.0117111541 0.0219462477 0.0324417494
N=1/h =128 0.0026545936 0.0060061453 0.0109212592 0.0164795314
N=1/h =256 0.0013382822 0.0030412247 0.0058962817 0.0082539887

0oz

y, 00z

0ol

a T T T T T T T T T |
1} 0z 0.4 0.a ns 1

X,

i
- Yaklagik gazim

| e=7) o) e

Tam gz |

Hata efrisi

Sekil 1. N =64 igin yaklasik ve tam ¢dzlim egrileri (sol), hata egrisi (sag).
4. Sonu¢

Singiiler pertiitbe Volterra integro-diferansiyel denklemin smir deger problemi niimerik
integrasyon metodu ile incelenmistir. Problem X = 0°da sol sinir katina sahiptir. Burada ¢6ziim ani ve
hizlh bir sekilde degismistir ve ¢oziim eksenlere dogru yaslanmistir. Coziim grafiklerinin yer aldig
Sekil 1’e (sol) bakilirsa egriler ¢akigmaktadir. Sekil 1°de (sag) goriildiigii gibi sadece smir kati
bolgesinde ¢oziimiin ani ve hizli degisiminden dolay1 hatalar maksimumdur. Ayrica yaklagik ve tam
¢Oziim sonuglarmmn hemen hemen aym oldugu Cizelge 1’de goriilen maksimum hata verileriyle

ispatlanmaktadir. Ciinkii yukaridan-asagi dogru hatalar yarilanir. Yani yaklasik ¢ozim O(h)

kesinligine sahiptir. Ayrica Thomas algoritmasi karalidir ¢iinkii |ai| <1 i=0,1,..,N -1 sart1 saglanr.

Tiim bu verilere gore metot karali, giivenilir ve elverislidir.

Literatiire katki saglamasi diisiincesi ile Fredholm, Fredholm-Volterra integro-diferansiyel
denklemlere ve bunlarin gecikmeli tiplerine niimerik integrasyon metodu uygulanabilecegi
sOylenebilir.
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