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One Cikanlar

« Black Scholes denkleminin Avrupa tipi opsiyonu i¢in sonlu elemanlar ¢oziimleri incelendi.
« Tki dayanak varlik iizerindeki opsiyon igin hazirlanan kodla niimerik ¢dziimler elde edildi.
» Adaptif ag orgiisiiniin etkisi incelendi.
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Bu ¢alismada, opsiyon fiyatlama yéontemlerinden Black Scholes denkleminin sonlu eleman ¢oziimleri
incelenmigstir. Calismanin ilk boliimiinde finansal bilgiler verilmistir. Daha sonrasinda Black Shcoles kismi
diferansiyel denklemi incelenmistir. Denklemin iki dayanak varhik tizerindeki hali verilerek sonlu elemanlar
yontemi ile ¢oziimii incelenmigtir. Modelin ¢oziimii i¢in gelistirilen kod ile drnekte verilen opsiyon
sozlesmesi icin farkl volatiliteler kullanilarak opsiyon fivatina iliskin kontur grafikleri ve ag orgiileri elde
edilmigtir. Cikarilan sonuglardan opsiyon iizerine risk degerlemesi yapilmistir.
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Finite Element Solutions of the Black Scholes Equations
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« Finite element solutions for Europian type Black Scholes equations are analyzed.
* Numerical solutions are obtained with the code prapared for two-asset option.
*» Adaptive meshes are examined.
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Abstract

In this study, we examine the finite element solutions of the Black Scholes equation, which is one of the option
pricing method. In the first part of the study, we mention about some financial information. Next, Black
Scholes partial differential equation is examined. After obtaining the equation on two underlying assets, its
solutions with finite element method is studied. Finally, with the code developed for the solution of the model,
contour graphs and mesh patterns related to the option price are obtained by using different volatilities for
the option contract given in the example. From the results obtained, risk management on the option is
evaluated.
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1. GIRIS

Black Scholes denklemi; matematik, finans ve ekonominin kullanildig1 ve en iyi sonucu verdigi opsiyon
fiyatlama modellerinden bir tanesidir. Bu denklem, gelecekte yapilmasi planlanan bir ticaretin bugiin i¢in
hangi fiyat iizerinden yapilmasi gerektigi iizerine bir ¢aligmadir. Bu ¢alisma ile denklemin mucitleri Fischer
Black ve Myron Scholes, 1997 yilinda Nobel 6diiliinii kazanmislardir [1].

Bu calismada Black Scholes modeline ait kismi diferansiyel denklemin verilen degerler iizerinden sonlu
elemanlar yontemi ile ¢oziimlenmesi incelenmistir. Ayrica, kullanilan FreeFem++ programi ile model
gorsellestirilmistir. Cikan ¢éziimlerde, opsiyon sdzlesmesi icin olusan fiyat elde edilmistir ve buna baglh
olarak risk degerlemesi yapilmistir.

Calismanin ilerleyis plani su sekildedir: 2. kisimda tiirev piyasalarinda kullanilan bazi finansal terimlerin
tanimlamalar1 ile birlikte opsiyon sozlesmelerindeki onemli kavramlar aciklanmigtir. Ayrica opsiyon
cesitleri ve opsiyon fiyatini etkileyen faktorler verilmistir. 3. kisimda tek dayanak ve iki dayanak varlik
iizerindeki Black Scholes modelleri ile birlikte Black Scholes kismi diferansiyel denkleminin sonlu
elemanlar yontemi ile ¢6zlimil i¢in analiz yapilmistir. 4.kisimda verilen degerler iizerinden Black Scholes
modeli FreeFem-++ programu ile ¢oziilerek opsiyon fiyatina iligkin adaptif ag orgiileri elde edilmistir. 5. ve
son kisimda sonug ve Oneriler verilmistir

2. FINANSAL ON HAZIRLIK

Bu boliimde, makalede kullanilacak finansal bilgiler veriyoruz. Tiirev araglari, degeri bagka bir varligin
degerine bagl olan finansal araglardir. Bir finansal tiirev araci olan opsiyon soézlesmeleri iki taraf arasinda
yapilan ve aliciya bugiinden belirlenen bir fiyat lizerinden, opsiyon fiyati karsiliginda, bir mali gelecekte
satin alma ya da satma hakki veren sozlesmelerdir [2]. Opsiyon sdzlesmelerinde, alic1 taraf opsiyona
dayanak olusturan mali vade sonu geldiginde alma ya da satma hakkina sahiptir, ancak bir zorunlulugu
bulunmamaktadir. Alic1 taraf s6zlesmenin vadesi geldiginde mali almama ya da satmama hakkina sahiptir.
Ancak, saticinin vadesi geldiginde mali almakla ya da satmakla yiikiimliiliigli bulunmaktadir [3].

Opsiyon s6zlesmelerinin tam olarak anlagilabilmesi i¢in kullanilan terimlerin ve sozlesmede adi gecen
temel kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Dayanak varlik, kullanim fiyati, opsiyon vadesi ve opsiyon
fiyati1 burada agiklayacagimiz en temel unsurlardir. Opsiyonlarin ya da genel olarak tiirev araglarin temsil
ettigi varliklar dayanak varlik olarak tanimlanmaktadir. Tiirev araglar1 dayanak varliklar1 temsil eden
finansal enstriimanlardir. Burada dayanak varlik; hisse senetleri, endeksler veya doviz birimleri olabilir.
Ornegin; herhangi bir sirketin hisse senedi degerine bagl bir sézlesme yapildiginda, hisse senedi degeri
degistik¢e buna bagli olan s6zlesmeler de degisiklik gosterecektir. Burada yapilan sézlesme aslinda finansal
tiirev aracidir, girketin hissesi de dayanak varliktir. Kullanim (uygulama) fiyat1 (strike-exercise price),
opsiyon sozlesmesine konu olan dayanak varligin vadesi geldiginde islem gorecegi fiyati temsil eder.
Opsiyon kullanim fiyatini, opsiyon alan ve satan taraf kendi arasinda belirler. Ornegin; altin alis-satisina
dair, kullanim fiyat1 500 TL olan bir opsiyon s6zlesmesi diizenlendiginde, opsiyonu alan kisi altin1 vadesi
gelmeden 500 TL’den alma hakkina sahiptir. Satan kisi ise 500 TL’den satmakla yiikiimliidiir. Opsiyon
vadesi, opsiyonun gegerli olacagi son giinii ifade eder. Ayni sekilde tiirev araglarinin kullanilacagi son
giindlir. Vadesine gore iki tiir opsiyon vardir. Bunlar Avrupa tipi ve Amerikan tipidir. Avrupa tipi
opsiyonlar belirli bir tarihte kullanilir, ancak Amerikan tipi opsiyonlar vadesinden 6nce herhangi bir tarihte
kullanilabilir [4]. Opsiyon fiyati, opsiyonu alan yatirimcinin opsiyonu satan tarafa ddedigi iicrete denir.
Yani, opsiyonu satan tarafin s6zlesme icin talep ettigi tutardir. Bu tutar tamamen opsiyonu satan kisiye ve
opsiyon sozlesmesine baglidir, herhangi bir standart bulunmamaktadir. Amerikan tipi opsiyonlarin vade
avantaji oldugu i¢in opsiyon primleri daha yiiksektir. Avrupa tipi opsiyonlar genellikle Black Scholes
yontemi ile degerlendirilir. Bu ¢alismanin devaminda Black Scholes denkleminin sonlu elemanlar yontemi
ile ¢oziimiinde yine Avrupa tipi opsiyonlar iizerinde durulacaktir. Alinan pozisyonun durumuna goére, alim
ve satim opsiyonlar1 olmak iizere iki ¢esit opsiyon vardir. Alim opsiyonu alan tarafa (uzun pozisyon sahibi)
belirli bir vadeye kadar, opsiyona konu olan dayanak varlig1 belirli bir prim 6deyerek alma hakki verir.
Yatirimci bu hakki kullanmak zorunda degildir. Alim opsiyonunu satan yatirimei (kisa pozisyon sahibi) ise
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opsiyona konu olan dayanak varligi belirli bir vadeye kadar belirli bir fiyat karsiliginda satmakla
ylikiimliidiir. Satim opsiyonunu (put option) alan yatirime1 (uzun pozisyon sahibi) belirli bir vadeye kadar,
opsiyona konu olan dayanak varlig1 belirli bir prim bedeli karsiliginda satma hakkina sahiptir. Yatirimei bu
hakkini kullanmak zorunda degildir. Dayanak varlig1 alacak yatirimei (kisa pozisyon sahibi) ise opsiyona
konu olan dayanak varlig1 belirli bir prim karsiliginda almakla yiikiimlidiir [5].

Degisiklik ve belirsizlik durumlarinda, finansal tiirev araglari; riskleri 6dnleme avantaji, yatirnm yapma
imkani, gelecege yonelik fiyat olusumu ve arbitraj gibi 6zellikleri icermektedir [6]. Giiniimiizde 4 ¢esit
kullanilan tiirev araclar vardir. Bunlar; futures, forward, swap ve opsiyonlardir.

Opsiyon sozlesmelerinin sagladigi temel faydalar opsiyonlari daha cazip hale getirmistir ve bdylelikle
opsiyonlardaki iglem hacimleri artmaya baslamistir. Opsiyon sodzlesmelerinin artmasinin en biiylik
sebepleri arasinda opsiyonun sagladig riski azaltma 6zelligi ve kar getirisi vardir.

2.1. Opsiyon fiyatin1 etkileyen faktorler

Opsiyon primini (fiyatini) etkileyen temel faktorler; dayanak varligin cari fiyati, opsiyonun kullanim fiyati,
volatilite (dayanak varligin standart sapmasi) ve vadeye kalan siiredir (Cizelge 1). Kar pay1 ve piyasa faiz
oraninin da yine temel unsurlar kadar olmasa da opsiyon primi iizerinde etkileri vardir.

Opsiyon primi, sozlesmeye konu olan dayanak varligin ya da menkul kiymetin fiyatindaki degismeye bagh
olarak degisiklik gostermektedir. Dayanak varligin fiyatina bakilarak ne zaman fiyatlarin yiikseldigi,
yiikselis ivmesi, yiikselis araliklar1 analiz edilebilir. Ve fiyatindaki dalgalanmalara bakilarak da opsiyon
sozlesmeleri imzalanabilir. Bu nedenlerden dolayr da dayanak varligin fiyati opsiyon fiyatlarin
etkileyecektir. Alim opsiyonu igin, opsiyon primi dayanak varligin fiyat1 ile dogru orantilidir. Satim
opsiyonu i¢in opsiyonun fiyat: dayanak varligin fiyati ile ters orantilidir [7].

Alim opsiyonu i¢in, opsiyon fiyati kullanim fiyati ile ters orantilidir. Satim opsiyonu kullanim fiyati ise
opsiyon primi ile dogru orantilidir. Yani kullanim fiyati arttikga opsiyonun getirisi alim opsiyonu i¢in diiger,
satim opsiyonu i¢in artar [8].

Genel olarak yatirimlar i¢in vadenin uzun olmasi piyasa belirsizliklerinde artma ihtimalinin olusabilecegini
ve tahminlerin gergekten daha uzak olabilecegi anlamina gelir. Bu da riskin daha fazla olmasi demektir. Bu
durumda getiri de yiiksek olacaktir. Ayni sekilde opsiyonlar i¢in de alim opsiyonu satim opsiyonu fark
etmeksizin vade uzadikga opsiyon i¢in ddenecek opsiyon primi artacaktir. Vade azaldikga da piyasa daha
Ongoriilebilir olmakla birlikte opsiyonun cari degerini tahmin etmek kolaylasacaktir, dolayisiyla opsiyon
primi diisecektir [9].

Opsiyona konu olan dayanak varligin {izerindeki volatilite arttikca belirsizlikler artacaktir, fiyat
dalgalanmasi artacaktir ve tahminlerde zorluk meydana gelecektir. Bu durumda opsiyon tizerindeki risk de
artacaktir. Riskin artmasi demek getirinin de artmasi ya da zararin da artmasi demektir. Bu nedenlerden
dolay1 volatilitesi yiiksek olan opsiyonlarin fiyatlar1 da yiiksektir [9].

Piyasadaki risksiz faiz oranindaki degismelerin opsiyonlarin fiyatlari lizerinde etkisi fazladir. Piyasa faiz
oraninin yliksek olmasi, yatirimeilar i¢in borglanmanin artmasi demektir. Bu da opsiyon piyasasini daha
cazip hale getirecektir. Bu durumda opsiyon alim primi artacak, satim opsiyon primi diisecektir [10].

Dayanak varligin ait oldugu sirket kar pay1 6dedigi takdirde dayanak varligin fiyatini diistirecektir. Dayanak

varligin fiyatindaki diisme alim opsiyonu fiyatim diisiirecektir, satim opsiyon primini artiracaktir. Yani alim
opsiyonu ile kér pay1 arasinda negatif, satim opsiyonu ile kar pay1 arasinda pozitif bir iligki vardir.
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Cizelge 1. Opsiyon primini etkileyen faktorler

Opsiyon Primini Etkileyen Faktorlere Ait Tablo
Degisken Alim Opsiyonu Satim Opsiyonu

T !

Dayanak Varligin Fiyati

Kullanim Fiyati
Vade
Oynaklik(Volatilite)
Faiz Oram

Kar Payi(Temettii)

S| |—

! T
1 T
1 T
T !
! T

2.2. Black Scholes Opsiyon Fiyatlama Modeli

En 6nemli opsiyon degerleme yontemi olan Black Scholes denklemi 1973 yilinda Fischer Black ve Myron
Scholes tarafindan Avrupa tipi opsiyonlarin degerini bulmak i¢in gelistirilmistir. Gelistirilen modelde temel
amag, opsiyona konu olan dayanak varligin fiyatinin vade sonunda hangi fiyata sahip olacagim
belirlemektir. Black Scholes denklemi bazi varsayimlar iizerinden opsiyon fiyatin1 elde etmektedir. Bu
varsayimlar asagidaki gibidir:

Opsiyonun vadesi bittiginde kullanilmasi gerekir. Avrupa tipi opsiyonlar zaten vade sonunda kullanilir,
ancak Amerikan tipi opsiyonlar i¢in vade sabit bir giin olarak belirlenmelidir.
Opsiyona konu olan dayanak varlik Geometrik Brownian hareketi izlemektedir.
Opsiyona konu olan dayanak varlik faiz ya da kar pay1 6demesi yapmamaktadir.
Etkin piyasa kosullar1 gegerlidir. Yani piyasadaki bilgiler agik ve herkes her bilgiye ulagabilmektedir.
Piyasada islem maliyetleri ve vergiler yoktur.
Dayanak varlik tizerindeki volatilite sabittir.
Piyasa faiz orani herkes tarafindan bilinir ve bu deger sabittir. Alicilarin ve saticilarin bu oran iizerinden
borg verdigi ya da bor¢landigi kabul edilir [1].

3. BLACK SCHOLES KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMi

Bir dayanak varligin t anindaki fiyati S olarak verilsin. Kii¢iik bir zaman araligindaki degisim ve dayanak
varligin degerindeki degisimleri sirasiyla dt ve dS ile gosterelim. Degisim sonrasi dayanak varligin yeni
fiyati S+dS olur. Fiyattaki net degisim olan dS i 6lgmek yerine varliktaki getiri oranini kullanabiliriz. O

ds
da ? ile tanmimlanir. Getiri ile iliskilenen bir matematik modeli iki tane temel bilesene sahiptir. Bunlardan

bir tanesi Ongoriilebilir, belirleyici bilesen (risksiz yatirimdaki getiri ile benzerdir) gdt dir. Burada i

sapmay1 veren parametredir. Varligin fiyatindaki ortalama biiylime hizim1 dlgmeye yarayan parametredir

ds
[11]. ? getirisine katki yapan diger bilesen ise odX dir. o fiyatlarda goriilen dalgalanma olarak

tanimlanir. Getirinin standart sapmasim Slgen parametredir. dX ise ortalamasi 0 ve varyansi df olan

normal dagilima sahip olan rasgele degiskendir. Yani dX ~N (O, (\/Z)z). M ve o degerleri gegmis

degerlere bakilarak tahmin edilebilir. Sonu¢ olarak verilen degerlerden asagida verilen stokastik
diferansiyel denklem elde edilir.
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d—§=ydt+0dX (3.1)

(3.1) denklemi rassal yiiriiyiis (random walk) 6rnegidir. Rassal yiiriiyiis varligin net degisimi hakkinda bilgi
vermez, ancak S degerinin davranmisi hakkinda yol gosterir. Aslinda (3.1) denklemi hisse degeri ile
olusturulan bir zaman serileri modelinin semasi olarak da diisiiniilebilir.

f fonksiyonu i¢in, S dayanak varlik fiyatinin fonksiyonu f(S) olarak alirsa, (3.1) denklemi kullanilarak
Taylor serisi ile agagidaki denklem elde edilir.

df =0S— Zh dx + af stzaj: g dt (3.2)
oS 8S 2 oS~ ot

V(S,t) opsiyonun degeri, S dayanak varligin fiyati, r risksiz faiz oran1 ve f ile o yukarida belirtildigi
gibi tanimlansin. Bu durumda /fo Lemmas: da kullanilarak denklem asagidaki gibi olur.

ov ( v 1
(3.3)

dV =0S—dX +| uS—+— 2528V o dt
oS oS 2 as? o

Bir tane opsiyon ve bu opsiyonda - A miktarinda hisse senedi i¢eren bir portfoy diisiinelim.

Bu portfoyiin degeri: [1=V —AS olur. Yani, dI1=dV —AdS *dir.

2
dIl =O'S(S8—V—AJdX+ Sa—V+1 S26V a—V—yAS
oS oS 2 0S?

1 an cl4
A= ol secilirse, dI1=|-0°S* — dt elde edilir.
oS 2 0S? 8t

I1, risksiz bir varliga yatirim yapildigr durumda dt araligindaki biiyiime artis1 » 1 d¢ olur. Bu durumda
opsiyon i¢in kabul edilebilir fiyat agagidaki gibi olmaktadir:

L o0 o
IMde= S dt
’ t(z s o

ov 1 oV oV
= r (V -— Sj —o’ST—+ E ve buradan da Black Scholes denklemi elde edilir:

oS 2 os?
vl 2S26Z s _y-o (3.4)
o 2 oS oS

(3.4) Black Scholes kismi diferansiyel denklemi opsiyon sozlesmelerinde dayanak varlik tizerindeki
opsiyon fiyati V’yi vermektedir. Bu denklem Avrupa tipi opsiyon iizerinde vade sonundaki opsiyonun
fiyatin1 hesaplamaktadir. Avrupa tipi opsiyonlar i¢in sadece vade sonundaki opsiyonun fiyati1 bilinmektedir.
Bu da baslangi¢ opsiyon fiyatini belirlemek i¢in Black Scholes denkleminin geriye dogru ¢oziilmesini
gerektirir. Bunu yapmak i¢in t zamaninin yerine 7 =7 —¢ olacak sekilde, geriye doniik zaman noktasini
veren “ 7 ” ifadesini kullanmamiz gerekecektir.
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Bu kisimda aslinda sonlu elemanlar yonteminin daha kesin sonug verdigi iki boyutlu diferansiyel denklem
ornegi olan iki dayanak varlik tizerindeki Black Scholes kismi diferansiyel denklemini gosterelim:

S| ve S, Avrupa tipi opsiyonu tizerinde kullanilacak iki dayanak varlik olmak iizere, bu opsiyonun fiyatini

bulmak icin kullanilacak Black Scholes denkleminin kismi diferansiyel denklem gdsterimi asagidaki
gibidir:

)5S, oV
—r S = (4., A o V=iV (3.5)
; f ; "0 ases, e

Burada V opsiyonun fiyatini, r risksiz faiz oranini ve A olumsuz bir durum oldugunda opsiyon fiyatini sifir
yapan sabit bir degerdir. (3.5) kismi diferansiyel denklemi (3.4) kismi diferansiyel denkleminin iki boyutlu
halidir. Bu denklem ayni zamanda miihendislikte kullanilan taginim-yayilim denklemi olarak bilinmektedir.

Bu modelde oynaklik matrisi D asagidaki bigimde gosterilir:

( Gzll(taSnSz) po,(1,8,,5,)0,(2,5,,S, )]

(3.6)
po,(,8,,8,)0,(t,5S,,S,) 22(t S.,S8,)

Bu matrisin degeri, opsiyon lizerindeki iki varligin volatilitelerine yani standart sapma degerlerine ve bunlar
arasindaki iligkiyi veren O korelasyon degerine baghdir.

(3.5) denkleminde verilen Al V' degeri bazi keskin zaman araliklarindaki opsiyonun sinirlarini

Lx(R\Q,)
temsil eder. Smirlarin igerisinde A degeri 0, disinda ise bu deger 1'dir.

(3.5) denklemi kullanilarak iki dayanak varlik {izerindeki Avrupa tipi opsiyonun fiyat1 hesaplanir. (3.5)
denklemi zamanla geriye yonelik ¢oziildiigii igin esitligin baslangic¢ kosullar1 opsiyonun édeme fonksiyonu
tarafindan belirlenir. S, ve S, dayanak varlikli opsiyon iizerindeki C alim opsiyon fiyati ve P satim

opsiyon fiyati asagidaki sekilde tanimlanr:

Alim Opsiyonu:

e Max Alm :V(r=0,S,S,)=1, max(max(S,,S,)—K,0)

e MinAlm :V(r=0,S,,S,)=1, max(min(S,,S,)—K,0) (3.7)
e Basket Alm: V(7 =0,S§,,S,) =1, max(as$, +(1-a)S, - K,0)

Burada &, O ile 1 arasinda tanimlanan basketin sabitidir ve S, ile S, hesaplanan alanin sinir1 izerindedir.

Satim Opsiyonu:
e Max Satim : V(r=0,S,S,) =1, max(K —max(S,,S,),0)

e MinSatim : V(r=0,S,,S,) =1, max(K —min(S,, S,),0) (3.8)
e Basket Satim : V(7 =0,5,,S5,) =1, max(K —asS, - (1-«)S,),0)
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Her bir baglangi¢ kosuluna uygulanacak sinir kosullari, VV.n=0 bigiminde sinir {izerinde hesaplanan
homojen Neumann sinir kosullart kullanilarak arastirilir.

Dirichlet sinir kosullar1 her bir opsiyon ¢esidi kullanilarak ¢ikarilan opsiyon 6demeleri ile karar verilir.
Dirichlet sinir kosullari, alim opsiyonu i¢in (3.7) ve satim opsiyonu i¢in (3.8) de verilen esitliklerdir [11].
Verilen bir alim ve satim opsiyonlari i¢in sinir degerler asagidaki gibi olacaktir:

Alim opsiyonu, C;, =max(0,S; — X)

Satim opsiyonu, P, , = max(0, X —S;)

Black ve Scholes (1973) yukarida verilen sinir kosullar ile (3.4) kismi diferansiyel denkleminin analitik
¢Oziimiinii verecek olan formiilii asagidaki sekilde tanimlamstir:

Alim opsiyonu igin opsiyon fiyati C.(S,T)=N(d,)S—N(d,)Xe "
Satim opsiyonu i¢in opsiyon fiyati P.(S,T)=N(-d,)Xe """ —SN(~d,)

Burada S dayanak varligin fiyatini, T opsiyonun vadesini, t o ani, X kullanim fiyatini, r risksiz faiz oranini,
0 dayanak varligin standart sapmasini ve N standart normal dagilim fonksiyonunu temsil eder. d, ve d,

fonksiyonlari ise:

In()S() e+ %)(T —1) ) In(f() +(r— %)(T —1)

oNT —t oNT —t

olarak verilir.

dl

3.1. Black Scholes Denkleminin Sonlu Eleman Coéziimleri

Vadesi T, kullanim fiyatt K olan Avrupa tipi satim opsiyonu i¢in Black Scholes modeli goz oniinde

bulundurulursa, dayanak varligin fiyati Geometrik Brownian hareketini izler:

dS, =S, (udt+ocdW,), veburada 0 ; S, ve t ye baglidir.

Eger oynaklik fonksiyonu normal sartlari saglarsa, ¢ <7 vadesi i¢in opsiyonun fiyati Black Scholes
formiiliinden

P=E (""" (K~-S)"1F))elde edilir. Burada E"(IF,) kosullu beklenti degeridir.
oc=0(S,,T—t) ve P, =u(S,,,T—t) igin, u fonksiyonu asagidaki denklemin ¢oziimiidiir:

2.2
O X

ou— o u—rx0u+ru=0,

x>0, 0<t < T, (3.9)
u(x,0)=(K-x)"
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(3.5) denkleminin varyasyonel formiillii asagida verilen V Hilbert Uzayinda tanimlanan u fonksiyonunun
[0,T] araliginda bulunmasini igermektedir. Varyasyonel formiilii elde etmek icin (3.5) denklemi V
uzayindan alinan bir w test fonksiyonu ile taraf tarafa i¢ carpilir. Boylelikle

%(u,w)+at(u,w) =0 te(0,7), VweVigin u(x,0)=(K —x)" (3.10)

elde edilir. Oyle ki,

Vz{veLz(D +):x@eLz(D +)},
dx
o’x’ 5
a,(u,w)= 0.u,0 w|+(x0 u,(c” +x00 oc—r)w)+(ru,w), (3.11)

(u,w)= Tu(x)w(x)dx .

0

Sonlu elemanlar yontemi geregi problemi Q:=(0,L,)x(-L,,L, )ile smirlamak gerekmektedir. x=0

ekseninde smirlama yapmaya gerek yoktur. X —>00 iken # —>0’dir. Sonlu eleman ¢oziimleri igin
Neumann sinir sartlar1 kullanilarak problem asagidaki sekilde yazilabilir:

%(u,w)+a(u,w)=0, Ywel,. (3.12)
Verilen u(x, y,0) icin.

2.2 2
a(u,w) = j%@xuﬁxw+%8yuﬁyw+(y2 —r)x0u+(e+ f0,5)0,u+ fu)w (3.13)
Q

olur. Bir boyutlu durum igin:
N .

ul (x,y)= Zulm w'(x, ) ifadesi u(¢,) *nin yaklasik halidir ancak ve ancak u"*' *ler asagidaki denklemin
1

¢Oziimii oldugunda:

m+1 _ m . . . .
Y ULy o, B, =(w',w)ve 4, = a(w', ") dir. (3.14)
St

m

Burada ”:, (x, y) yaklasimi V Hilbert Uzayinin sonlu bir alt kiimesi olan V" tizerinde tanimlanmustir.
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4. NUMERIK COZUMLER

Sonlu Elemanlar yonteminin ¢éziimiinde kullanilan FreeFem++[12] program1 2 boyutlu kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in daha kullanish oldugundan niimerik uygulamalar i¢in opsiyon iizerindeki
dayanak varlig1 bir tane degil de iki tane olarak alacagiz ve sonuglari bu sekilde elde edecegiz.

(3.14) ile verilen denklemi ¢dzmek icin, FreeFem++ programi kullanilarak bir kod hazirlanmistir. Degisen
volatiliteler i¢in model tekrarlanarak elde edilen sonuglar kontur grafikleri halinde verilmistir. Her bir
¢Oziim sunulurken normal ag orgiisii ve adaptif ag orgiisii sonuglari ayr1 ayri verilmistir. Sonuglardan da
goriilecegi tlizere bircok durumda problemin ¢éziimiinii normal ag 6rgiisii iizerinde tam olarak elde etmek
mimkiin degilken ag adaptasyonu ile ¢oziimler ¢ok daha kaliteli bir sekilde elde edilmigtir. Tim
hesaplamalar i¢in dayanak varliklar arasindaki korelasyon degeri p = 0.3, risksiz faiz orani r = 0.05,

kullanim fiyat1 K=40 ve vade T=0.5 olarak alinmistir. Cesitli volatilite durumlar1 i¢in opsiyon fiyatini veren
sonuclar asagida ayrintisi ile sunulmustur.

IsoWalue

Eise
W4i195
W6 3556
e 4316
05377
6438
W 7400
W6 .8550
e 067

-

Sekil 1. o,=0.1ve 0,= 0.5 i¢in opsiyon fiyat: kontur grafigi ve kullamilan adaptif ag drgiisii

Iso¥alue

W12 3694
W 0ss
| R
s de62
| Ay
W 5641
1003
W 642
W ce
T rios

Sekil 2. 0,=0.1 ve 0,=0.9 i¢in opsiyon fiyat1 kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag orgiisii
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JsoValus

Sekil 3. 0,=0.9 ve 0,= 0.1 icin opsiyon fiyat: kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag orgiisii

Tso¥alug

Ay
B 1312
W4 z301
6 3460
s 4549
W0 5617
[
W4 77es
6 5564
9943

Sekil 4. 0,=0.5 ve 0, = 0.1 i¢in opsiyon fiyat1 kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag orgiisii

IsoFalue

o0 0438
Wi 153

Sekil 5. 0,=0.1 ve 0,= 0.1 igin opsiyon fiyat1 kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag orgiisii
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soWalue
‘! 0982733

W6 2611

h

Sekil 6. 0,=0.9 ve 0,=0.9 i¢cin opsiyon fiyat: kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag 6rgiisii

50Walue
- 1.05184

Woes
0886
41073
6296
3997
WE05034

Sekil 7. 0,=0.5 ve 0,= 0.5 i¢cin opsiyon fiyat1 kontur grafigi ve kullanilan adaptif ag 6rgiisii

s0Value
-0 263280

W0 0138880
W0 0415657

069444
W0 0oF2ize

W .236111
W0 263580

Sekil 8. Normal ag orgiisii ile tiim degerler i¢in elde edilen opsiyon fiyati kontur grafigi ve ag orgiisii
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Yukarida verilen Black Scholes denkleminin sonlu eleman ¢éziimlerinden ¢ikarilan yorum ve analizler su
sekildedir:

Volatilite degeri arttikca opsiyonun fiyatina iliskin ¢6ziimii bulmak zorlasacaktir ve bunun i¢in kullanilan
kod adaptif ag orgiisiinii siklastiracaktir. Sekil 1, Sekil 2, Sekil 3 ve Sekil 4 de normal oynaklik degerleri
icin elde edilen sonuglar goriilmektedir. Oynakligin siklastig1 Sekil 6 ve Sekil 7°de ag orgiisiiniin siklastigi
goriilmektedir. Her iki volatilitenin yiiksek oldugu Sekil 6’da adaptif ag orgiisii en siki1 haldedir. Oynaklik
arttikca opsiyon primleri daha pahali hale gelir. Ayrica fiyatin yiiksek olmasi da yatirimin riskli oldugunu
gostermektedir. Volatilitenin kiigiik oldugu durumda opsiyon i¢in ddenecek fiyat en diisiiktiir. Sekil 5’te de
oynakliklarin kii¢iik olmas1 olusan adaptif ag orgiisiiniin sik olmamasinin temel nedenidir.

Riske atilacak opsiyon degeri volatilitenin en kii¢iik oldugu Sekil 5’te goriilmektedir. Sekil 8’de elde edilen
sonu¢ aslinda tiim 3 durumda uygulanan adaptifligin kaldirilmasi sonucu elde edilen ¢éziimdiir ve bu her
degisen volatiliteler i¢in ayni grafigi vermektedir. Yani ag orgiistiniin adaptifligi kaldirildiginda beklenen
¢Oziim elde edilememistir.

5. SONUC

Bu calismada opsiyonlarin fiyatlandirilmast i¢in kullanilan Black Scholes denkleminin Avrupa tipi
opsiyonu i¢in sonlu elemanlar yontemi ile ¢dziimii incelenmistir. Iki dayanak varlik {izerindeki opsiyon i¢in
cikarilan diferensiyel denklem varsayilan degerler iizerinden Freefem++ programi ile kod hazirlanarak
¢Oziilmiistiir. Degisik oynakliklar {izerinde opsiyon fiyati i¢in kontur grafikleri ve adaptif ag orgiileri
incelenmistir. Kontur grafikleri ve adaptif orgiileri ile opsiyonun risk degerlemesi yapilmistir. Black
Scholes denkleminin kararsizlastigi durumlarda niimerik kararlagtirma kullanilarak denklem igin giivenilir
¢Oziimlerin elde edilmesi ileriki ¢aligma konulari olarak diigiinilmektedir.
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