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Oz

Bu caligmada, geometrik ozellikleri eksen boyunca degisen, diizlemi i¢inde ve diizlemine dik yiikli egri
eksenli gubuklarin statik yiikler altinda analizleri incelenmistir. Analizlerde homojen, izotropik ve elastik
malzemeler secilmistir. Bu tiir yapi1 elemanlarinin statik yiikler altinda davranigimi idare eden temel
denklemler ozetlenmis, kanonik formda elde edilen birinci mertebeden adi diferansiyel denklem
takimlarinin ¢dziimleri Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile yapilmistir. Diizlemsel yapi
elemanlarmm statik analizleri i¢in genel amach Fortran dillinde bilgisayar programlar1 hazirlanmstir.
Hazirlanan bilgisayar programlarinin kontrolii, literatirde mevcut degisik yontemlerin sonuglar1 ve
analitik ¢oziimler ile karsilastirilarak, literatiir ile uyumlu ve etkin olduklari gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Egri eksenli c¢ubuklar, Iki-noktali smir deger problemleri, Tamamlayict
fonksiyonlar yontemi

Static Analysis of the Circular Structural Elements with the Complementary
Functions Method

Abstract

In this study, in-plane loaded and perpendicularly loaded to plane curved rods with variable geometric
properties along the axis subjected to static loads are theoretically investigated. The materials of the
structural elements are assumed to be homogeneous, isotropic and elastic. The governing equations of
such structural elements under static loads have been summarized. The obtained canonical form of the
first order ordinary differential equations has been solved by Complementary Functions Method (CFM).
For the suggested models, the computer programs with the static analysis of the planar curved structural
elements are coded in Fortran. Verification of the computer programs are performed by comparing the
results of the present methods with the other numerical methods and analytical solutions. The procedures
have been proved to be highly accurate and efficient compared to various other numerical methods
available in the literatures.
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1. GIRIS

Bazi miihendislik problemlerinin iki noktali sinir
deger problemleri olarak etkin ¢oziimlerinin
aragtirtlmasi hala gilincelligini devam ettirmektedir.
Bu tiir problemlere; dogrusal ve egrisel cubuk
sistemleri gibi birgok yapi elemanlar1 6rnek olarak
verilebilir. Cubuklar, giinlimiizde  birgok
mihendislik alaninda; 6rnegin insaat, makina,
otomotiv gibi 6nemli endiistri kollarinda yapisal
eleman olarak kullamilmaktadir. Genellikle insaat
miihendisliginde kemer, koprii ve merdivenler gibi
egri eksenli yapit elemanlart olarak
kullanilagelmektedir. Bu sebeptendir ki, yukarida
bahsedilen yap1 elemanlarmin statik yiikler altinda
davranigmin belirlenmesi 6nem arz etmektedir.

Ozbek [1], egri eksenli cubuklarm statik
davranislarint incelemistir. Deplasman ve kesit
tesirlerini, birbirleriyle ardisik tiirevler ile ilk defa
ifade ederek elde etmistir. Inan [2], elastik
cubuklarin genel teorisini incelemis, buradan
dogru, diizlemsel ve daire eksenli g¢ubuklarin
tagima matrisini elde ederek, ¢ozlimlerde tasima
matrisi yontemini uygulamistir. Haktanir ve
Kiral [3], ekseni diizleminde herhangi bir egri
olabilen, kesit geometrisi eksen boyunca
degisebilen cubuklarin, diizlemi iginde veya
diizlemine dik, ¢ubuk ekseni boyunca degisken

yikler altinda, ¢ubuk statigini idare eden
diferansiyel denklemlerin ¢Ozlimiinde
Tamamlayict Fonksiyonlar Yoéntemi (TFY)’ni

kullanmuglardir. Bayhan [4], daire eksenli diizlem
cercevelerin statik yiikler altindaki davranislar
Tasima ve Rijitlik Matrisi  yontemi ile
gerceklestirmistir.  Daire  eksenli  elemanlarin
eleman rijitlik matrisi ve eleman yiik vektorleri
Tasima Matrisi yontemiyle elde etmistir. Haktanir
[5], elastik ve izotrop malzemeye sahip diizlemsel
cubuklarin statik davranisint TFY’ne dayali rijitlik
matrisi yontemiyle incelemistir. Elde ettigi
denklemlerin ¢6ziimiinde Runge-Kutta 4 (RK4)
algoritmasin1  kullanmigtir. Bozkurt [6], egri
eksenli yapilarm statik yiikler altinda egilmesini
hesaplamak icin, (TFY’ni kullanmustir.
Coziimlerde Taylor algoritmasini kullanmistir.
Calim [7], egri eksenli ¢ubuk sistemlerin statik
yikler altindaki davraniglarn1  idare eden
denklemleri, kanonik halde birinci mertebeden adi
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diferansiyel denklem takimi halinde elde etmistir.
Bu denklemleri (RK4) algoritmasmi kullanarak
direk Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi ve
Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemine dayali
Rijitlik Matrisi yontemi ile ¢6zmiigtiir. Karaca [8],
diizlemi icinde ve diizlemine dik yiikli daire
eksenli c¢ubuklarin statik ve dinamik analizlerini
teorik olarak incelemistir. Yapilan aragtirmalar
sonunda, egri eksenli diizlemsel yap1 elemanlarinimn
statik yiiklemeler altindaki ¢6ziimlerinin farkl
yontemlerle yapildigina dair bircok ¢alismaya
rastlanmaktadir.  Bu  ¢aligmada  geometrik
ozellikleri ve yiikleri eksen boyunca degisen,
diizlemi icinde veya diizlemine dik yiikli
cubuklarin, davranigmi idare eden diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde TFY kullanilmistir.
TFY, iki noktali smnir deger problemlerini
baslangic deger problemine doniistiiren bir sayisal
¢oziim yontemidir. Bu ¢alismada baslangic deger
probleminin ¢dziimleri igin bu ¢aligmada 5.
mertebe  Runge-Kutta  (RK5)  algoritmasi
kullanilmistir.  Onceki calismalarda, analizlerde
(RK4) algoritmasi kullanilmistir. Ele alinan ¢ubuk
malzemesi homojen, izotropik ve lineer elastiktir.
Daire eksenli gubuklarda ara mesnet ve ara tekil
yiklerin bulundugu durumlarda, Tamamlayici
Fonksiyonlar Yontemi ile dogrudan c¢oziimler
kolaylikla yapilamamaktadir. Bu nedenle, TFY ile
eleman rijitlik matrisleri  ve eleman yik
vektorleri  bulunarak, analizler rijitlik matrisi
metodu ile yapilabilmektedir. Bu amagla her bir
durum i¢in Fortran dilinde bilgisayar programlari
hazirlanmistir. Hazirlanan programdan elde edilen
sonuglar, literatiirde verilen analitik ¢6ziimler
tablolar {izerinde karsilastirilmustir.

2. MATERYAL VE METOT

Cubuk ekseni olarak herhangi bir egri diistiniilecek
olursa; boyle bir egri:
r =r(s) yer vektorii ile tarif edilir. (Sekil 1)

e}
Sekil 1. Cubuk ekseni
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Burada s egri iizerinde baslangic olarak segilen bir
A noktasi ile B noktas1 arasindaki mesafeyi ifade
eder, s secilen dogrultuda pozitiftir. Egri eksenli
cubuklarda, eksene bagli hareketli bir koordinat
takimmm (t, n, b) segilmesi problemin
tanimlanmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrica
her ii¢ birim vektor de yer vektoriine baglidir.

Burada t, n ve b sirasiyla teget, normal ve
binormal  birim  vektorleri  olarak  tarif
edilmektedir. t artan s yoniinde, n teget birim
vektore dik olup, yoni egrilik merkezine
dogrudur. b, binormal birim vektér olup, t ve n
birim vektorlerinin olusturduklar1 diizleme diktir.
Bu sekilde tarif edilen; t, n, b birim vektorlerinin
teskil ettigi takim sag el kuralma gore teskil
edilir ve aralarinda Frenet formiilleri denilen
tiirevsel bagintilar vardir.

dt dn
SoAn, - th— yt,

e —=1n Q

das

Burada y, egrilik olup daima pozitiftir. 7, tabii
burulmay1 ifade eder ve uzay egrilerinde sifirdan
farkli, diizlemsel egriler i¢in sifirdir. =0 olan
egrilere dogru denilmektedir. Daire igin ise,
x = sabittir.

Statik halde denge, biinye ve uygunluk
denklemlerinden elde edilen ifadeler asagida
verilmektedir.

daT

—tp=0 0]
M txT+m=0 3)
ds

ae 1Y

S —[pI'M=0 @
S+ txQ[C]'T=0 (5)

Burada hesaplanmasi gereken i¢c kuvvetler, T ve
M ile; yer degistirme ve donme, U ve Q olmak
tizere dort vektorel biiyiklik vardir. Hesaplarda
kolaylik saglamasi bakimindan skaler
denklemlerle islem yapilmasi uygun olacaktir.
Eksen takimi olarak (t, n, b) hareketli takimi
alimmig olup, bu vektorel ifadeler sozii edilen
hareketli takima aktarilmigtir. Hesaplarda serbest
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degisken s yerine ¢ ifadesi kullanilmistir.
Aralarinda ds = rd¢ bagntist vardir. Egrilik ise,
x = 1/r seklinde tarif edilir. Boylece egri eksenli
cubuklarin statik yiikler altindaki davranisi idare
eden genel denklemler vektérel formda elde
edilmis ve sonra sayisal ¢oziim yapilacagindan,
denklemler  hareketli  takima  aktarilmistir.
Denklemlerin, diizlemi iginde ve diizlemine dik

yikkli olmak fiizere, altigar adet iki gruba
ayrilmast  hesaplamalarda  biyiikk  kolaylik
saglayacaktir.

2.1. Diizlemi i¢inde Yiiklii Hal icin Kanonik
Denklemler

Bu grupta kanonik halde,

dd—l;t =U, +rCT—;

%= U, + 7180, +rc7;l—"n

da M

T ©
d_¢ T —1p;

dd_T;l - _Tt —TPn

dd—[v;b= —rT, —rm,

seklinde diizlemi iginde yiikli hal i¢in 6 adet
olarak elde edilir.

2.2. Diizlemine Dik Yiikli Hal i¢in Kanonik
Denklemler

Bu gruptaki kanonik denklemler ise,

Doy, 4yl
b
e M
ddg .Qn+rDttM
En _ _ Mn
Y Qt+ann (7
arp _ _
ap . Pp
d
diq;zMn—rmt
dMm
d¢" = —M,+rT, —rm,

seklinde diizlemine dik yiiklii hal i¢in 6 adet
denklem olarak yer almaktadir.
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2.3. Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yontemi ile
Diferansiyel Denklemlerin Coéziimii

Birinci mertebeden 6 adet diferansiyel denklem,

afy(@} _

d_¢ - [A(¢)]6x6 [Y(¢)]6x1 + [F(¢)]6x1 (8)

seklinde olsun. Burada ¢ bagimsiz degisken, {Y}
bilinmeyen bagimli degiskenleri iceren kolon
matris, [A] diferansiyel gegis matrisi, {F}
yiikklemeyi igeren kolon matristir. Diizlem iginde
yikli  daire eksenli gubuklar i¢in durum
vektdriiniin elemanlari

Y(¢) = {Ue(9), Un(9), 2(D. T (). To (), Mp(#) }T (9)

olarak tanimlanmaktadir. Tamamlayici
Fonksiyonlar =~ Yontemi,  baslangic  sartlar
yardimiyla (8) denkleminin  ¢bziimiine

dayanmaktadir. TFY ile smir deger problemi
baslangic deger problemine indirgenmektedir.
Denklemin genel ¢oziimii ise,

Y} = 252G (V™) + V() (10)
seklindedir. U™ (g) m’inci bilesenine 1,
digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen
homojen ¢oztiimdiir. V(¢) ise, baglangig sartlari
sifir alinarak elde edilen 6zel ¢oziimdiir. Burada

C,, integrasyon sabiti smir sartlarindan elde
edilmektedir.

2.4. Tamamlayict Fonksiyonlar Yoéntemine
Dayal Rijitlik Matrisinin Hesaplanmasi

Eleman denklemi asagidaki sekilde yazilmaktadir.
{p} = [k|{d} + {f} 1)
Her diigiimde ii¢ serbestlik derecesi olmak fizere,
bunun ikisi deplasman birisi donmedir. Elemanin

baslangi¢ diigiimii i, diger ucu j diigiimii olmak
iizere eleman deplasman ve eleman ug¢ kuvvetleri:

@ = {00, a(0). 2(0).0.(4) 0 (). 2 ()}
P} = (TL(4), Ta(4), Mo (4, Te (8, Tu (4, Mo (8} (12)

26

seklinde ifade edilmektedir. Eleman rijitlik
matrisini hesaplamak i¢in (8) ifadesindeki eleman
u¢ deplasmanlarina sirastyla birim deplasman
uygulanir. Bu igslem 6 kez tekrarlanir. Ankastrelik
uc kuvvetleri ise, biitin u¢ deplasmanlari sifira
esitleyerek  (8)  denkleminin  ¢6ziimiinden
hesaplanmaktadir.

{}=(-T0(4), ~Tu(4), M, (), Te(4)), Tu (4)), My (3" (13)

Eleman koordinatlarinda elde edilen bu
denklemlerden sistem koordinatlarina gegmek igin
asagidaki transformasyon islemi uygulanmalidir.

(k'] =[T]" K] [TL[f'] = [T]" [f] (14)
Burada T transformasyon matrisi olup egri eksenli

diizlemsel cubuklar icin asagida verilmektedir.
Cubugun i ve j uglar1 i¢in doniisiim matrisleri:

t; 0 Cos¢p; —Sing; 0
T= [E t-] , t;=|Sing; Cos¢; 0],
2 j —
— 0 0 1
Cos¢; —Sing; 0
= [Sind)j Cosg; 0] (15)
- 0 0 1

Bu sekilde sistem koordinatlarinda elde edilen
eleman matrislerinin uygun bilesenleri
kullanilarak, kodlama teknigi ile sistem rijitlik
matrisi ve sistem yiik vektorii olugturulmaktadir.

Diizlemine dik yiiklii daire eksenli ¢ubuklar icin
de islemler benzer sekilde yapilmaktadir.

3. SAYISAL UYGULAMALAR

Ornek 1: Diizlemi icinde yiiklii daire eksenli
cubuk

Diizlemi i¢inde yiikli daire eksenli g¢ubuk
problemi g6z 6niine alinmaktadir (Sekil 2). Daire
eksenli kirise, g, =1t/myayith ve P= 1t
siddetinde tekil yiik uygulanmistir. Geometrik ve
malzeme ozellikleri: atalet momenti I,= 1/12 m*,
yarigap r=10m, elastisite modiilii E=1x10° t/m?,
poisson oram v=0,3 ve A=1m? olarak
verilmistir. Bulunan sonuglar Cizelge 1’de
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verilmektedir. Ayrica ANSYS [9] programu
yardimiyla, 90 adet dogru eksenli elaman
kullanilarak bulunan kesit tesirleri Cizelge 1’de
kargilagtirilmusgtir.

Sekil 2. Diizlemi i¢inde yiiklii daire eksenli ¢ubuk
ve kodlama durumu
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Cizelge 1. Diizlemi iginde yiiklii daire eksenli
cubuklarin ug kuvvetleri
s | 2| & | =2 | 2%
s 5| 2 |52 | ¢k
5 |z 2 | 3E| 22
Ll L as] [an[uyety <
¥ H ~
Ty 4,318 4,318 4,32
Tni | -6,203 | -6,203 -6,204
1 Mpi | -19,052 | -19,052 -19,07
Ty | -1,787 | -1,787 -1,788
Ty | -1,819 | -1,819 -1,814
My | -6,262 | -6,262 -6,26
Ty 1,787 1,787 1,788
Thi 1,819 1,819 1,814
5 Mpi | 6,262 6,262 6,26
Ty | -2,457 | -2,457 -2,456
T, | -0,682 | -0,682 -0,68
My | 0,438 0,438 0,428
Ty 2,457 2,457 2,456
Thi 1,682 1,682 1,68
3 My | -0,438 | -0,438 -0,428
Ty | -1,682 | -1,682 -1,68
Ty 2,457 2,457 2,456
My | -7,316 | -7,316 -7,333
Ty 1,174 1,174 1,207
Thi 1,675 1,675 1,7
4 Mpi | 7,316 7,316 7,333
Ti | -1,675 | -1,675 -1,7
Ty 1,174 1,174 1,207
My | -2,309 | -2,309 -2,398

Cizelge 1°de gorildiigi gibi, bu ¢alisma da elde
edilen sonuglar, ANSYS ve literatiirde verilen
sonuglar ile uyum igerisindedir.

Ornek 2: Diizlemine dik yiiklii iki aciklikh daire
eksenli cubuk

Iki yarrm daireden olusan iki ucu ankastre
diizlemine dik yiikli daire eksenli g¢ubuk
problemi ele alinmaktadir (Sekil 3). Daire
eksenli kirise, P = 1 t siddetinde tekil yiik
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uygulanmistir. Geometrik ~ ve malzeme
ozellikleri:  atalet  momentleri  I,,=1/12 m*,
1,=0,141m*, yarigap r=10 m, elastisite modiilii
E=1x10® t/m?, Poisson oram1 v=0,3 ve
A =1m? olarak verilmistir Bulunan sonuglar,
Bayhan [4] ve ANSYS programi yardimiyla 100
adet dogru eksenli elaman kullanilarak bulunan
kesit tesirleri Cizelge 2’de kiyaslanmustir.

P=1t

Sekil 3. Diizlemine dik yiiklii iki aciklikli daire
eksenli ¢ubuk ve kodlama durumu

Bu problem Cizelge 2 ftizerinde literatiir ile
karsilagtirilmistir. Ancak literatiirde verilen burulma
atalet momenti degeri, I, =0,208 m* hatali verilmis
olup, bu hatali atalet momenti i¢in literatiir ile
karsillagtirllmis  ve uyum igerisinde olduklari
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goriilmiigtiir.  Ayrica, dogru burulma atalet
momenti, /, =0,141 m* degeri icin problem tekrar
¢ozlilmiis ve ANSYS ile uyum iginde oldugu
goriilmiistiir.

Cizelge 2. Diizlemine dik yiiklii iki agiklikli daire
eksenli ¢ubuklarin u¢ kuvvetleri

() [ ()
_ — _ g e b=
s & | g8 23| R
E| = | 25250 25| 20
= @ = 1 S|l 83 | = N
e g G Lo~ SE | o~
= T 8 =
/@ nm=| M
Mg | -4,531 | -4,728 | -4,543 | -4,544
M, | 7,933 | 8,34 | 7,869 | 7,869
. [T [-0,806]-0,816 | 0,807 | 0,807
" [ My |0,128]0,196 | 0,199 | 0,199
My | 3530 | 3,44 | 3522 | 3,524
T, | 0806 | 0,816 | 0,807 | 0,807
My |-0,128 [-0,196 | -0,199 | -0,199
My | -3,530 | -3,44 | -3,524 | -3,524
, | To [0194]0184 0,193 0,193
" [ My | 1,592 | 1,589 | 1,592 | 1,592
My | -2,067 | -1,660 | -2,131 | -2,131
To | -0,194 |-0,184 [ -0,193]-0,193
My | 1,592 | 1,589 | 1,592 | 1,592
M, | -2,067 | -1,66 |-2,131 | -2,131
3 T, | 0,194 | 0,184 | 0,193 | 0,193
" [ My | -2,286 | -2,09 |-2,273 | -2,273
My |-2,067 | -1,66 | -2,131 | -2,131
To | -0,194 |-0,184 [ -0,193]-0,193

4. SONUCLAR

Egri eksenli ¢ubuklarin statik davranigt igin
denge denklemleri, biinye denklemleri ve
uygunluk sartlarindan dort adet vektorel denklem
elde edilmis ve sonra sayisal ¢6ziim yapilabilmesi
bakimindan  denklemler  hareketli  takima
aktarilmigtir. Denklemlerin, diizlemi iginde ve
diizlemine dik yiikli olmak tizere, altisar adet iki
gruba ayrilmasi hesaplamalarda biiyiik kolaylik
saglamaktadir. Eksenel ve kayma deformasyonu
etkileri de dikkate alinarak yapilan ¢oziimler igin
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Fortran dilinde bilgisayar programlari
hazirlanmistir. Hazirlanan programdan elde edilen
sonuglar, literatiirde verilen analitik ¢oziimler ile
tablolar Ttzerinde karsilagtirilmis ve sonuglarin
uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir.
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