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Ozet

Malzeme bilimindeki son gelismelere paralel olarak nano olgekli cihazlar pek ¢ok
alanda yaygin olarak kullaniimaktadir. Boylece nanoteknoloji giiniimiizde pek ¢ok bilim
dalim ilgilendiren bir arastirma alani olmustur. Bu c¢alismada, grafen tabakalarin
stirekli mekanik model ile serbest titresim hesabt yapinistir. Kullanilan mekanik model
ince elastik plaktir. Plak i¢in hareket denklemleri elde edilmis ve hem analitik hem de
sayisal olarak ¢oziilmiistiir.  Analitik  ¢oziimde degiskenlere ayirma metodu
kullamilmistir. Sayisal ¢oziim ise ayrik tekil konvoliisyon yontemiyle yapilmistir. Tek
katmanli grafen tabakalarin serbest titresim hesabi plak model icin yapilarak sonuglar
tablo halinde verilmistir. Elde edilen sonuc¢lara gore, mod sayist arttik¢a dogal ve
agisal frekansin biiyiidiigii, modellenen plagin kenar uzunluklar: arttikca da dogal ve
acisal frekansin kiigiildiigii gozlemlenmistir.

Anahtar kelimeler: Nano-olcekli modelleme, grafen, plak modeli, titresim.

Free vibration of nano-scaled plates and application to single-
layer graphene

Abstract

As parallel to the recent developments in material sciences, nano-scaled devices have
widely used in many area. Thus, nanotechnology is being a popular research area
which interested many disciplines nowadays. In this study free vibration analysis of
graphene sheets has been made via continuous mechanical model. Thin elastic plate
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model is used in order to make analysis. Equations of motion are obtained for plate
model and solved both analytically and numerically. Separation of variables has been
used for analytical solution. The numerical solution, however, is obtained via discrete
singular convolution method. Free vibration analysis of single-layered graphene sheets
is made for plate and results are given in tables. As it can be seen from obtained results,
the higher mod number gives higher natural and angular frequencies; on the other hand
longer plate dimension gives lower natural and angular frequencies.

Keywords: Nano-scaled modeling, graphene, plate model, vibration.

1. Giris

Gilintimiizde teknolojik imkanlarin artmasiyla mikro ve nano boyutlardaki calismalara
hiz verilmistir. Nanoteknoloji, iilkeler i¢in stratejik bir Onem tagimaya baslamis
durumdadir. Gelismis iilkeler oOncelikli alanlarini belirleyip calisma ve egitim
programlarini gelistirirken, tilkemizde nanoteknoloji arastirmalarinin ¢ogu kuramsal ve
bireysel diizeyde kalmistir. Avrupa Birliginin 6. Cerceve Programi sayesinde
nanoteknoloji aragtirmalar1 yeniden yapilanma ve ivme kazanmistir. Ayni zamanda
nanoteknoloji, TUBITAK tarafindan hazirlanan Vizyon 2023 Programinda oncelikli
alanlardan biri olarak yer almistir.

Grafen, son zamanlarda oldukga ilgi uyandiran bir malzemedir [1-11]. Grafenler sp2 bag
yapisina sahip olan tek tabakali diizlemsel karbon yapilardir ve ii¢ boyutlu grafitlerin iki
boyutlu kopyalaridir. Milkemmel yapidaki grafenler, hekzagonal hiicrelerden olusur.
Tek duvarli karbon nanotiipler ise, grafenin silindire yuvarlanmis hali olarak
diisiiniilebilirler. Grafenin gosterdigi dnemli 6zelliklerden biri sicakliktan bagimsiz 104
cm? V-1s-1 degerine ulagan mobilitesi olup, diger onemli bir o6zelligi de Kesirli
Kuantum Hall [12] etkisidir.

......

giicleri eksenel ve merkezi kesme kuvvetleri ile tasir. Bu nedenle, membran tastyici
sistemleri, asir1 incelikleri ve moment tasima giiclerinin ihmal edilebilir olmasi
nedeniyle gergin kablo aglarmma benzetilebilirler [13-21]. Plak modelinde ise
burkulmaya karsi rijitlik vardir ve modellenen tabaka belli bir /# kalinligina sahiptir [12].

Bu ¢alismada, grafen bir tabaka stirekli bir model seklinde ¢6ziimlenmis ve dikdortgen
plak olarak modellenmistir. Atomik modeller ve deneysel ¢alismalar hem pahali hem de
yiiksek kapasitede bilgisayar kapasitesi gerektirdiginden siirekli modeller nanoteknoloji
icin 1yi bir alternatif olmaktadir.

2. Grafen tabakalar

Olaganiistii 6zelliklere sahip bir madde olan ve endiistriyel anlamda alternatif bir yap1
malzemesi olarak kullanilabilecegi diisiiniilen grafen, ince, esnek ve g¢elikten 100 kat
daha giiclii bir maddedir. Grafenin iletkenligi bakirdan daha fazladir ve plastikle %1
oraninda karistirildiginda plastigi elektrik iletken hale getirebilmektedir. Bunun
sonucunda, grafenin  elektronik  alanindaki  silikonun yerine gecebilecegi
diisiiniilmektedir [8]. Ayrica, su 1slahi, petrol sizintis1 temizligi ve hatta ¢cok daha ince
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kondom {iretebilmek konusunda da faydasi dokunabilecegi diisliniilmektedir [8].Grafit
aslinda gilindelik hayatta kullanilan ¢ok basit bir esyada bulunmaktadir. Buna en giizel
orneklerin birisi kursun kalemdir. Kursun kalemlerdeki kursunu iiretmek ic¢in kille
karigtirilan grafit, grafen tabakalarmin st liste binmesinden olugmaktadir. Sekil 1°de
tipik bir grafenin bal petegine benzer dokusu goOsterilmistir. Burada mavi olarak
gosterilen kiireler karbon atomlaridir [11-23].

000000006606 SCLELSLR

Sekil 1. Tipik bir grafen tabakasinin yapisi.

Grafenin rulo haline gelmis formu olan karbon nanotiipler, giinlimiizde elektronikten
saglhiga bir¢ok alanda kullanilmaktadir [13-21]. Benzer sekilde, grafenin de karbon
nanotiipler i¢in 6ngoriilen alanlarda kullanilmas1 miimkiindiir. Nanotiipler i¢in edinilmis
deneyimlerden yararlanilarak, grafen teknolojisinin Oniimiizdeki yillarda gelistirilerek
farkli miihendislik alanlarinda kullanilmasi beklenmektedir. Grafenin nanotiiplere
oranla daha basit olan elde edilis teknikleri ve bu tekniklerin nanotiiplere gére daha
kontrol edilebilir olmasi, grafenin nanotiip teknolojisi {izerine hakimiyet kurmasini da
beraberinde getirebilir [16-23]. Nano ve mikro sistemlerin analizinde atomik benzetim
ve molekiiler dinamik yaklasimlar pahali ve kapsamli hesaplayicilar gerektirdiginden,
ayrica, her durum icin deneysel arastirma miimkiin olamayacagindan siirekli mekanik
modeller [13, 24] yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu modellerin etkinligi pek c¢ok
calismada ortaya konulmustur [25-36].

3. Ayrik tekil konvoliisyon (ATK) yontemi

Bu calismada, ¢0ziim ig¢in analitik yOntemin yani sira sayisal bir yontemde
kullanilmistir. Bunun i¢in secilen ayrik tekil konvoliisyon (47K) yontemi, ilk olarak
Wei[37] tarafindan ortaya konulmustur. Bu yontemde, cesitli fen bilimleri ve
miihendislik problemlerinde goriilen tekil konvoliisyonlar (7K), Hilbert, Abelve Radon
gibi, matematik doniistimlerinin 6zel bir sinifini olusturmaktadir [38]. Son bir kag yilda
gelisme gosteren matematigin yeni dali Wavelet (dalgacik) bu metodun esasini teskil
etmektedir[39]. Ayrik tekil konvoliisyon yontemi, bir¢ok sayisal yontemde oldugu gibi,
stirekli sisteme ait tiirev denklemini kerneller kullanarak yaklasim veya test fonksiyonu
olarak ayrigtirir [40-44]. Kernel olarak Shannon kernel, Shannon delta kernel, Dirichlet
kernel, de la Vallee kernel vb. kullanilabilir. Esitlikteki 7" ver(t)test fonksiyonundaki
eleman degerleridir. Tekil konvoliisyon;

F(y=T*m(0) = [T =x)n(x)dx
- (1
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olarak ifade edilebilir [37]. Tekil kernel ise;

T(x)=6"(). (n=012.). (2)

Buradaki ayrik kernel, delta tliriindedir. Kernel esitligi yilizeysel ve egrisel interpolasyon
icin 6onemlidir ve n>1 igin tiirevsel esitliklerin sayisal ¢oziimiinde gereklidir. Yeterli
diizgiin yaklasimla, ayrik tekil konvoliisyon yonteminin dikkate alinmasi son derece
etkili olur [39];

Fa(t) = ZTa(t_xk)f(xk)
k (3)

Yakin gec¢miste, baz1 yeni kernellerin kullanimi mekanik ve uygulamali matematik
problemlerinin ¢éziimiinde dnerilmistir [37-44]. Shannon kernel:

5A,0'(x_xk =

sin[(r/ A)(x — x,)] exp[_ (x— xﬂ

/A)(x —
(/D) (x = x,) 262 @

seklinde diizenlenmistir. Burada A=7/(N-1) her bir diiglim arasi1 aralik ve N diigiim
nokta sayisi,o parametresi Gauss zarfi(Gaussian envelope) genigligidir ve o = rh
seklinde hesaplanir, » hesaplamanin basinda segilecek bir parametredir. Denklem (4)
tekil konvoliisyon kernellerinin (delta tiiriinde) ayrik yaklagimlar saglamasi igin
kullanilabilir. Ornegin bir fonksiyon icin herhangi bir mertebeden tiirev soyle
gosterilebilir;

M
SO T 6, x)f ()
k== (5)

olarak secilmistir ve (n) tlirevin mertebesini gostermektedir.

4. Grafen tabakanin serbest titresimleri

4.1.Plak teorisi
Serbest titresim denklemi, Sekil 2’de verilen uzunlugu a, genisligi b ve kalinlig1 4 olan,
homojen ve izotropik dikdortgen plak i¢in yazilacaktir [12].

Orta
z / diizlem

d

Sekil 2. Dikdortgen plak
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Plaktaki birim sekil Denklem (6)’da gosterildigi gibi egrilikler cinsinden hesaplanabilir.

e =zK

X X

e, =K, y,=22K (6)

y y

Burada z, plagin tarafsiz eksenden olan uzakhigini, K,, K, ve K,, ise tarafsiz eksen
egriliklerini gostermektedir ve asagidaki sekilde tanimlanabilir.

o*w o’w o*w
K=o k=S¥ K, -- )
ox oy OxOy

Dogrusal elastik malzeme i¢in, plaga ait gerilme bilesenleri egrilikler cinsinden
asagidaki sekildedir

Ez Ez Ez

ale_UZ(Kxﬂ)Ky), O'yzl_uz(KyH)Kx), Txy:l"‘Uny (8)
Moment-gerilme iliskisi su sekilde gosterilebilir;
hi2 hi/2 hl2
M, = _[ o,.zdz, M, = I o,zdz, M, = I 7,zdz 9)
~h/2 ~h/2 ~h/2

Denklem (8), denklem (9)’da yerine yazilirsa moment ile egrilik arasindaki iligki
asagidaki forma dontisiir

M. 1 v 0 K.
M, |=Djv 1 0 K, (10)
M 0 0 (I-v)|K,

xy

Denklem (10)’a denklem (7)’deki ifadeler yazilirsa, moment ifadeleri deplasman
cinsinden elde edilmis olur

o*w
M, 1o 0] g;cz
M,|=-Dlv 1 0 8);‘} (11)
M, 00 (-0 2,

Oxoy

Burada, E elastisite modiiliinii, » poisson oranini, p plagin kiitle yogunlugunu (birim
3

——— |gostermektedir.
12(1-v7)

alandaki kiitle) ifade etmek tizere, D plak egilme rijitligini (

Plak tizerinden, kenarlar1 sirasiyla x ve y eksenlerine paralel olan kii¢iik bir dikdortgen
parcasi alinacak olursa, plak {izerinde olusacak i¢ kuvvetler, egilme momentleri M, ve
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M, burulma momentleri M,, ve M,,, kesme kuvvetleri ise O, ve O, seklindedir (Sekil
3).

X %b» oQ
// 1 T Q, + 5 “dy
P M, +—dx y

M M*Yd 0 Y ox
e 0 Qe
X

Sekil 3. Plak elemaninda olusan i¢ kuvvetler

Sekil 3’e gore denge denklemleri yazilacak olursa,

09, , 00, _  &w

o T M (122)
oM
0. - ey S0 (120)
X Y
oM, oM,
Oy = ay“ + = (12¢)

Seklinde ii¢ adet denklem elde edilmis olur. Bu durumda denklem (11)’in denklem
(12b-c)’de yerlerine yazilmasiyla kesme kuvvetleri su sekilde yazilabilir;

o(o’w o*w
=-D— + 13
O ox | ox? 8y2j (13a)
2 2
0 --p2[2 V:Jra_vzv (13b)
! oy\ ox* oy

son olarak denklem 13(a-b) denklem 12(a)’da yerlerine yazilirsa hareket denklemi
deplasmanlara bagli olarak elde edilmis olur

2

ot

DV*w+ph“> =0 (14)

Burada V*biharmonik operatdr olarak isimlendirilir ve asagidaki sekilde tanimlanabilir
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o o'w o

Vi=——+2 + 15
ox* ox*oy® oyt (13)
Problem ¢6ziimiinden Oncelikle olasi sinir kosullar1 belirtilecek olursa,
x dogrultusuna paralel sinir kosullari;
w=0yadaV, =0
a—Wzoyada M, =0 (16)
Oy
y dogrultusuna paralel sinir kosullari;
w=0yada )y =0
M _oyada M. =0 (17)
ox }
x’in sabit bir degeri i¢in denklem (16) nin farklt mesnet kosullar1 i¢in ifadesi,
ankastre mesnet;
Oy
basit mesnet;
w=M y = 0
serbest uc;
M,=V, =0 (18)

seklindedir. Burada V, ve V), Kelvin-Kirchhoff sinir reaksiyonlaridir ve asagidaki sekilde
tanimlanabilirler

=0+ Mo ey —g + Mo (19)
= A\ =
TR gy TR oy

Denklem (11) ve denklemler 13(a-b), denklem (19)’daki yerlerine yazilirsa son hali,

3 3 3 3
V=Dl 2 2w 2 |ver, = p| T o) 2 (20)
ox O0x0y ’ oy ox~0oy

olur.

4.2. Oz deger problemi

Plaklarin serbest titresim analizindeki temel sorun uygun sinir kosullarina tabi olan
diferansiyel esitligi ¢cozmektir. Bir plagin titresim problemini ¢6zmek i¢in denklem (21)

‘den yararlanilabilir;

w(x, y,t) =W (x,y)cos(wt + ) (21)
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Burada,# rastgele secilmis bir sabiti, W(x,y)ise bilinmeyen bir fonksiyonu

gostermektedir. Denklem (21), denklem (14)’te yerine konulursa denklem (22) elde
edilir.

4 2 A2 4 2
a4+2 52 52+ 84 W(x,y)—ph“’ W(x,y)=0 (22)
ox ox” oy~ Oy D

4.2.1. Dort kenart basit mesnetli plak modeli
Navier ¢oziimleri tiim kenarlarindan basit mesnetlenmis bir plak i¢in denklem (23)’de
verilen denklem yardimiyla hesaplanabilir;

nnx

W(x,y)= Asin m sinT (23)

Buradaki m ve n tamsayilari, 4 ise sifira esit olmayan bir sabit degildir. (23)
esitligindeki ifade otomatik olarak sinir kosullar1 6zellestirilmis olan (22) esitligini de
saglanmaktadir. Denklem (22)’de denklem (23) yerine konuldugunda ise su
karakteristik denklem elde edilir;

72_4 m_2+£ 2_ph(02_0 (24)
a b D

Yukaridaki denklemin kokleri plagin dogal frekanslaridir ve denklem (25)’deki gibi

yazilabilir

2 2
a)mn :ﬂz(m_2+Z_ZJ %, m,n :1,2,.... (25)
a \ p

Bu islem Navier ¢oziimii olarak bilinmektedir.

4.3. Iki kenart basit mesnetli diger kenarlari ankastre ve serbest plak modeli

Karsilikli iki kenar1 basit mesnetli plaklar i¢in Levy ¢6ziimii uygulanmistir. Plak iki
karsilikli kenardan basit mesnetlenmis (x =0 ve x=a kenarlar1) ve diger iki kenarda (y=0
ve y=b) rastgele secilmis sinir kosullarina sahiptir. Bu rastgele se¢ilmis mesnetler, C ve
F harfleriyle sirastyla ankastre ve serbest kenarlar1 gostermektedir.

W (x,y) = Y(3)sin o

(26)

Buradaki m bir tam sayr ve Y(y) belirlenecek bir bilinmeyen fonksiyondur.
Denklem(26)’daki siniis fonksiyonu otomatik olarak smir kosullarin1 x=0 ve x=b’de
olmasini saglamaktadir. Levy tipi ¢0ziim olarak bilinen denklem (22)’de yerine
yazilirsa,

9 y(y-202 4

o SY() + (ot + 7 () =0 27)
ly dy
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a, =% (28)
Burada
(1) 0 <y<an igin,

Y(y) = Acoshay + Bsinhay + C cosh fy + Dsinh fy

a=Ja vy’ vepi=rlal-7 (29)
(i) ¥ =«a,, igin,
Y(y)= Acoshay + Bsinhay + Cy+ D

a=2a,. (30)
(11) y > a, i¢in
Y(y) = Acoshay + Bsinhay + Ccos fy + Dsin fy

a=ra.+y’vef=\r +a’. (31)

Plagin karakteristik esitligi (29) ile (31) arasindaki esitlikler sinir kosullarinin denklem
(22) yerine konularak elde edilir ve plagin dogal frekanslar1 (33) esitliginde verildigi
gibi elde edilir.

sl -A(2] 242

Birlesik mod sekli;

o Ez n+(l/2)2 D o
wmn_ﬂka] J{ b j:l\/; Yy 33)

Diger mesnet kosullari i¢in de benzer sekilde dogal frekans ve birlesik mod denklemleri
elde edilebilir.

5. Sayisal Sonuglar

5.1. Dort kenart basit mesnetli plak olarak modellenmis grafen icin sonuglar

Sekil 4’de, boyutlar1 a ve b olan dikddrtgen plak gosterilmistir. Plak boyutlarinda gesitli
degisikliklere gidilmis ve farkli boyutlar i¢in farkli sonuclar elde edilmistir. Sonuglar
asagida Tablo 1°de gosterilmistir.
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o
o

ix

o

Sekil 4. Dort kenari basit mesnetli plak

Dikdortgen plagin acgisal frekansi ve acisal frekansa bagl frekansi su bagintidan elde
edilir [12]:

2 2
w,, =7’ (ﬁj +(ﬁj Lo ey = A, sin"Psin "2, o (34)
a b ph a b 2%

Tablo 1.Dort kenari basit mesnetli dikdortgen plagin ilk dokuz moddaki agisal frekans
ve frekans degerleri (p*107 =2250 kg/nm’)

D=1 nNs/nm
a=10,b=10 a=10, b=20 a=10, b=30 a=10,b=10 a=10,b=20 a=10,b=30

Mod w*1011 F w*1011 F w*1011 F w*1011 F w*1011  F  w*101! F
(myn) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s)(GHz)(rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz)

(L1) 1316 209 0822 13.1 0.731 11.6 1.861 29.6 1.163 185 1.034 16.5
(L2) 3290 524 1316 209 0950 15.1 4.653 740 1.861 29.6 1.344 214
(L3) 6580 1047 2.138 34.0 1316 209 9305 148.1 3.024 48.1 1.861 29.6
(21) 3290 524 2796 445 2705 43.1 4.653 740 3955 629 3.825 609
(22) 5264 83.8 3290 524 2924 46.5 7444 1185 4.653 740 4.136 658
(23) 8554 1361 4.112 654 3290 52.4 12.097 192.5 5.816 92.6 4.653 74.0
(31) 6.580 1047 6.086 96.9 5995 954 9.305 148.1 8.607 137.0 8.478 1349
(32) 8.554 136.1 6.580 104.7 6.214 98.9 12.097 192.5 9.305 148.1 8.788 139.9
(33) 11.844 1885 7.402 117.8 6.580 104.716.749 266.6 10.468 166.6 9.305 148.1

5.2. Iki kenari basit mesnetli diger kenarlari ankastre ve serbest plak olarak
modellenmig grafen igin sonuclar

Sekil 5’te, boyutlar1 a ve b olan dikdortgen plak gosterilmistir. Plak boyutlarinda ¢esitli
degisikliklere gidilmis ve farkli boyutlar i¢in farkli sonuglar elde edilmistir. Sonuglar
Tablo 2’de gosterilmistir.
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o
w
w

C
a

Sekil 5. iki kenar1 basit mesnetli diger kenarlar1 ankastre ve serbest olan plak

Dikdortgen plagin agisal frekansi ve agisal frekansa bagl frekansi su bagitidan elde
edilir:

2 2
w = (ﬂj +(MJ /2 NS (35)
a b ph 2%z

Tablo 2. Iki kenar1 basit mesnetli diger kenarlar1 ankastre ve serbest dikddrtgen plagin
ilk dokuz moddaki agisal frekans ve frekans degerleri (o *107" =2250 kg/nm’)

D=1 nNs/nm D=2 nNs/nm
a=10, b=10 a=10, b=20 a=10, b=30 a=10, b=10 a=10, b=20 a=10, b=30
Mod  ©*10" F 0*10" F o*10"  F  o*10" F ®*10" F 0*10" F
(m,n)  (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz) (rad/s) (GHz)
(1,1) 2.138 34 1.028 16.4 0.822 13.1 3.024 48.1 1.453  23.1 1.163 18.5
(1,2) 4770 75.9 1.686 26.8 1.115 177 6746 1074 2384 379 1576 25.1
(1,3) 8718 138.8 2.673 425 1.554 247 12329 1962  3.780 602  2.197 35

21 4112 65.4 3.002 478 2796 445 5816 92.6 4245 676  3.954 62.9
(22) 6744 107.3 3.659 583 3.080 492 9537 1518 5175 824 4368 69.5
(23) 10692 1702  4.646 74 3527 561 15.120 2407 6571 1046  4.988 79.4
(3,1) 7402 117.8 6.291 100.1  6.086 969 3.024 48.1 8.808 141.6  8.607 137
(3,2) 10.034 1597 6949 1106 0.822 13.1 6746 1074  9.828 1564  9.020 143.6
(3,3) 13982 2225 1.028 16.4 1115 177 12329 1962 1453 231  1.163 185

Tablo 1 ve Tablo 2’de sirastyla dort kenar1 basit mesnetli ve iki kenar1 basit mesnetli bir
kenar1 ankastre, bir kenar1 serbest dikdortgen plak igin sonuglar verilmis olup
aralarindaki degisim acgik¢a gosterilmistir.

6. Sonucg

Bu calismada grafen tabakalar bir plak olarak modellenip titresim analizleri yapilmistir.
Dikdortgen plaklara ait hareket denklemleri ince plak teorisi i¢in ¢ikarilarak iki kenar1
basit, bir kenar1 ankastre, bir kenar1 serbest ve dort kenari basit mesnetlis plak modeller
i¢in ¢oziilmistiir. Sonuglar tablolar halinde sunulmustur. Tablolardan agik¢a goriildiigi
gibi plak uzunluklar1 ve mod sayilar1 dogal ve agisal frekansa etki etmektedir. Kenar
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uzunluklarinin artmasi frekanslart kiigiiltmeye etki ederken mod sayisinin artmasi ise
frekanslar1 bilyiitme yoOniinde etki ettigi gosterilmistir. Siirekli mekanik modellerin
nanoteknolojide bir alternatif olabilecegi vurgulanmistir.

Tesekkiir

Katkilarindan dolay1 Akdeniz Universitesi BAP birimine tesekkiirlerimizi sunariz.
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