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Özet 
  
Malzeme bilimindeki son gelişmelere paralel olarak nano ölçekli cihazlar pek çok 
alanda yaygın olarak kullanılmaktadır. Böylece nanoteknoloji günümüzde pek çok bilim 
dalını ilgilendiren bir araştırma alanı olmuştur. Bu çalışmada, grafen tabakaların 
sürekli mekanik model ile serbest titreşim hesabı yapılmıştır.  Kullanılan mekanik model 
ince elastik plaktır.  Plak için hareket denklemleri elde edilmiş ve hem analitik hem de 
sayısal olarak çözülmüştür. Analitik çözümde değişkenlere ayırma metodu 
kullanılmıştır. Sayısal çözüm ise ayrık tekil konvolüsyon yöntemiyle yapılmıştır. Tek 
katmanlı grafen tabakaların serbest titreşim hesabı plak model için yapılarak sonuçlar 
tablo halinde verilmiştir. Elde edilen sonuçlara göre, mod sayısı arttıkça doğal ve 
açısal frekansın büyüdüğü, modellenen plağın kenar uzunlukları arttıkça da doğal ve 
açısal frekansın küçüldüğü gözlemlenmiştir.  
  
Anahtar kelimeler: Nano-ölçekli modelleme, grafen, plak modeli, titreşim. 
  
  

Free vibration of nano-scaled plates and application to single-
layer graphene  

  
  
Abstract 
  
As parallel to the recent developments in material sciences, nano-scaled devices have 
widely used in many area. Thus, nanotechnology is being a popular research area 
which interested many disciplines nowadays. In this study free vibration analysis of 
graphene sheets has been made via continuous mechanical model.  Thin elastic plate 
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model is used in order to make analysis.  Equations of motion are obtained for plate 
model and solved both analytically and numerically. Separation of variables has been 
used for analytical solution. The numerical solution, however, is obtained via discrete 
singular convolution method. Free vibration analysis of single-layered graphene sheets 
is made for plate and results are given in tables. As it can be seen from obtained results, 
the higher mod number gives higher natural and angular frequencies; on the other hand 
longer plate dimension gives lower natural and angular frequencies.  
  
Keywords: Nano-scaled modeling, graphene, plate model, vibration.  
 
 
1. Giriş 
 
Günümüzde teknolojik imkânların artmasıyla mikro ve nano boyutlardaki çalışmalara 
hız verilmiştir. Nanoteknoloji, ülkeler için stratejik bir önem taşımaya başlamış 
durumdadır. Gelişmiş ülkeler öncelikli alanlarını belirleyip çalışma ve eğitim 
programlarını geliştirirken, ülkemizde nanoteknoloji araştırmalarının çoğu kuramsal ve 
bireysel düzeyde kalmıştır. Avrupa Birliğinin 6. Çerçeve Programı sayesinde 
nanoteknoloji araştırmaları yeniden yapılanma ve ivme kazanmıştır. Aynı zamanda 
nanoteknoloji, TÜBİTAK tarafından hazırlanan Vizyon 2023 Programında öncelikli 
alanlardan biri olarak yer almıştır.  
 
Grafen, son zamanlarda oldukça ilgi uyandıran bir malzemedir [1-11]. Grafenler sp2 bağ 
yapısına sahip olan tek tabakalı düzlemsel karbon yapılardır ve üç boyutlu grafitlerin iki 
boyutlu kopyalarıdır. Mükemmel yapıdaki grafenler, hekzagonal hücrelerden oluşur. 
Tek duvarlı karbon nanotüpler ise, grafenin silindire yuvarlanmış hali olarak 
düşünülebilirler. Grafenin gösterdiği önemli özelliklerden biri sıcaklıktan bağımsız 104 
cm² V-1s-1 değerine ulaşan mobilitesi olup, diğer önemli bir özelliği de Kesirli 
Kuantum Hall [12] etkisidir. 
 
Membran modeli burkulmaya karşı rijitliği olmayan ince plak modelidir ve yanal 
güçleri eksenel ve merkezi kesme kuvvetleri ile taşır. Bu nedenle, membran taşıyıcı 
sistemleri, aşırı incelikleri ve moment taşıma güçlerinin ihmal edilebilir olması 
nedeniyle gergin kablo ağlarına benzetilebilirler [13-21].  Plak modelinde ise 
burkulmaya karşı rijitlik vardır ve modellenen tabaka belli bir h kalınlığına sahiptir [12]. 
 
Bu çalışmada, grafen bir tabaka sürekli bir model şeklinde çözümlenmiş ve dikdörtgen 
plak olarak modellenmiştir. Atomik modeller ve deneysel çalışmalar hem pahalı hem de 
yüksek kapasitede bilgisayar kapasitesi gerektirdiğinden sürekli modeller nanoteknoloji 
için iyi bir alternatif olmaktadır. 
 
 
2. Grafen tabakalar 
 
Olağanüstü özelliklere sahip bir madde olan ve endüstriyel anlamda alternatif bir yapı 
malzemesi olarak kullanılabileceği düşünülen grafen, ince, esnek ve çelikten 100 kat 
daha güçlü bir maddedir. Grafenin iletkenliği bakırdan daha fazladır ve plastikle %1 
oranında karıştırıldığında plastiği elektrik iletken hale getirebilmektedir. Bunun 
sonucunda, grafenin elektronik alanındaki silikonun yerine geçebileceği 
düşünülmektedir [8]. Ayrıca, su ıslahı, petrol sızıntısı temizliği ve hatta çok daha ince 
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Plaktaki birim şekil Denklem (6)’da gösterildiği gibi eğrilikler cinsinden hesaplanabilir. 
 

xx z ,  yy z , xyxy z 2            (6) 

 
Burada z, plağın tarafsız eksenden olan uzaklığını, Kx, Ky ve Kxy ise tarafsız eksen 
eğriliklerini göstermektedir ve aşağıdaki şekilde tanımlanabilir. 
 

2

2

x

w
x 


 ,  

2

2

y

w
y 


 ,  

yx

w
xy 




2

                               (7) 

 
Doğrusal elastik malzeme için, plağa ait gerilme bileşenleri eğrilikler cinsinden 
aşağıdaki şekildedir 
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Moment-gerilme ilişkisi şu şekilde gösterilebilir; 
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Denklem (8), denklem (9)’da yerine yazılırsa moment ile eğrilik arasındaki ilişki 
aşağıdaki forma dönüşür 
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Denklem (10)’a denklem (7)’deki ifadeler yazılırsa, moment ifadeleri deplasman 
cinsinden elde edilmiş olur 
 



































































yx

w
y

w
x

w

D

M

M

M

xy

y

x

2

2

2

2

2

)1(00

01

01





       (11) 

  
Burada, E elastisite modülünü, υ poisson oranını, ρ plağın kütle yoğunluğunu (birim 
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Plak üzerinden, kenarları sırasıyla x ve y eksenlerine paralel olan küçük bir dikdörtgen 
parçası alınacak olursa, plak üzerinde oluşacak iç kuvvetler, eğilme momentleri Mx ve 
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My, burulma momentleri Mxy ve Myx, kesme kuvvetleri ise Qx ve Qy şeklindedir  (Şekil 
3). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Şekil 3.  Plak elemanında oluşan iç kuvvetler 
 
Şekil 3’e göre denge denklemleri yazılacak olursa, 
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Şeklinde üç adet denklem elde edilmiş olur. Bu durumda denklem (11)’in denklem 
(12b-c)’de yerlerine yazılmasıyla kesme kuvvetleri şu şekilde yazılabilir; 
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son olarak denklem 13(a-b) denklem 12(a)’da yerlerine yazılırsa hareket denklemi 
deplasmanlara bağlı olarak elde edilmiş olur 
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Burada 4 biharmonik operatör olarak isimlendirilir ve aşağıdaki şekilde tanımlanabilir 
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Problem çözümünden öncelikle olası sınır koşulları belirtilecek olursa,  
x doğrultusuna paralel sınır koşulları; 
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x’in sabit bir değeri için denklem (16)’nın farklı mesnet koşulları için ifadesi, 
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şeklindedir. Burada Vx ve Vy Kelvin-Kirchhoff sınır reaksiyonlarıdır ve aşağıdaki şekilde 
tanımlanabilirler 
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Denklem (11) ve denklemler 13(a-b), denklem (19)’daki yerlerine yazılırsa son hali, 
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olur. 
 
4.2.  Öz değer problemi 
Plakların serbest titreşim analizindeki temel sorun uygun sınır koşullarına tabi olan 
diferansiyel eşitliği çözmektir. Bir plağın titreşim problemini çözmek için denklem (21) 
‘den yararlanılabilir; 
 

)cos(),(),,(   tyxWtyxw        (21) 
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Burada,  rastgele seçilmiş bir sabiti, ),( yxW ise bilinmeyen bir fonksiyonu 
göstermektedir. Denklem (21), denklem (14)’te yerine konulursa denklem (22) elde 
edilir.  
 

0),(),(2
2

4

4

2
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2
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yxW
D

h
yxW

yyxx


    (22) 

 
 
4.2.1. Dört kenarı basit mesnetli plak modeli 
Navier çözümleri tüm kenarlarından basit mesnetlenmiş bir plak için denklem (23)’de 
verilen denklem yardımıyla hesaplanabilir; 
 

b

xn

a

xm
AyxW


sinsin),(          (23)  

 
Buradaki m ve n tamsayıları, A ise sıfıra eşit olmayan bir sabit değildir. (23) 
eşitliğindeki ifade otomatik olarak sınır koşulları özelleştirilmiş olan (22) eşitliğini de 
sağlanmaktadır. Denklem (22)’de denklem (23) yerine konulduğunda ise şu 
karakteristik denklem elde edilir; 
 

0
22

2

2

2

2
4 










D

h

b

n

a

m          (24) 

 
Yukarıdaki denklemin kökleri plağın doğal frekanslarıdır ve denklem (25)’deki gibi 
yazılabilir 
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b
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Bu işlem Navier çözümü olarak bilinmektedir. 
 
4.3. İki kenarı basit mesnetli diğer kenarları ankastre ve serbest plak modeli 
Karşılıklı iki kenarı basit mesnetli plaklar için Levy çözümü uygulanmıştır. Plak iki 
karşılıklı kenardan basit mesnetlenmiş (x =0 ve x=a kenarları) ve diğer iki kenarda (y=0 
ve y=b) rastgele seçilmiş sınır koşullarına sahiptir. Bu rastgele seçilmiş mesnetler, C ve 
F harfleriyle sırasıyla ankastre ve serbest kenarları göstermektedir.  
 

a

xm
yYyxW


sin)(),(          (26) 

 
Buradaki m bir tam sayı ve Y(y) belirlenecek bir bilinmeyen fonksiyondur. 
Denklem(26)’daki sinüs fonksiyonu otomatik olarak sınır koşullarını x=0 ve x=b’de 
olmasını sağlamaktadır. Levy tipi çözüm olarak bilinen denklem (22)’de yerine 
yazılırsa, 
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a

m
m


            (28) 

 
Burada 
 
(i) 0 < <am için, 
 

yDyCyByAyY  sinhcoshsinhcosh)(   
    

22   m ve 22   m        
(29) 

 
(ii)  m   için,  

 
DCyyByAyY   sinhcosh)(  

 

.2 m            (30) 

 
(iii) ma  için 

 
yDyCyByAyY  sincossinhcosh)(   

    
22   m ve .22

m 
      

(31) 

 
Plağın karakteristik eşitliği (29) ile (31) arasındaki eşitlikler sınır koşullarının denklem 
(22) yerine konularak elde edilir ve plağın doğal frekansları (33) eşitliğinde verildiği 
gibi elde edilir.  
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Birleşik mod şekli; 
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Diğer mesnet koşulları için de benzer şekilde doğal frekans ve birleşik mod denklemleri 
elde edilebilir. 
 
 
5.  Sayısal Sonuçlar 
 
5.1. Dört kenarı basit mesnetli plak olarak modellenmiş grafen için sonuçlar 
Şekil 4’de, boyutları a ve b olan dikdörtgen plak gösterilmiştir. Plak boyutlarında çeşitli 
değişikliklere gidilmiş ve farklı boyutlar için farklı sonuçlar elde edilmiştir. Sonuçlar 
aşağıda Tablo 1’de gösterilmiştir. 
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Şekil 4. Dört kenarı basit mesnetli plak 

 
Dikdörtgen plağın açısal frekansı ve açısal frekansa bağlı frekansı şu bağıntıdan elde 
edilir [12]: 
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Tablo 1.Dört kenarı basit mesnetli dikdörtgen plağın ilk dokuz moddaki açısal frekans 

ve frekans değerleri ( 225010 27    kg/nm3) 
 
    D=1 nNs/nm

  a=10, b=10 a=10, b=20  a=10, b=30 a=10, b=10 a=10, b=20  a=10, b=30 

Mod 
(m,n) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011
(rad/s)

F
(GHz)

ω*1011
(rad/s)

F
(GHz) 

ω*1011
(rad/s)

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

(1,1)  1.316 20.9 0.822 13.1 0.731 11.6 1.861 29.6 1.163 18.5 1.034 16.5 
(1,2)  3.290 52.4 1.316 20.9 0.950 15.1 4.653 74.0 1.861 29.6 1.344 21.4 
(1,3)  6.580 104.7 2.138 34.0 1.316 20.9 9.305 148.1 3.024 48.1 1.861 29.6 
(2,1)  3.290 52.4 2.796 44.5 2.705 43.1 4.653 74.0 3.955 62.9 3.825 60.9 
(2,2)  5.264 83.8 3.290 52.4 2.924 46.5 7.444 118.5 4.653 74.0 4.136 65.8 
(2,3)  8.554 136.1 4.112 65.4 3.290 52.4 12.097 192.5 5.816 92.6 4.653 74.0 
(3,1)  6.580 104.7 6.086 96.9 5.995 95.4 9.305 148.1 8.607 137.0 8.478 134.9 
(3,2)  8.554 136.1 6.580 104.7 6.214 98.9 12.097 192.5 9.305 148.1 8.788 139.9 
(3,3)  11.844 188.5 7.402 117.8 6.580 104.7 16.749 266.6 10.468 166.6 9.305 148.1 

 
5.2.  İki kenarı basit mesnetli diğer kenarları ankastre ve serbest plak olarak 
modellenmiş grafen için sonuçlar 
Şekil 5’te, boyutları a ve b olan dikdörtgen plak gösterilmiştir. Plak boyutlarında çeşitli 
değişikliklere gidilmiş ve farklı boyutlar için farklı sonuçlar elde edilmiştir. Sonuçlar 
Tablo 2’de gösterilmiştir. 
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Şekil 5. İki kenarı basit mesnetli diğer kenarları ankastre ve serbest olan plak 

 
Dikdörtgen plağın açısal frekansı ve açısal frekansa bağlı frekansı şu bağıntıdan elde 
edilir: 
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Tablo 2. İki kenarı basit mesnetli diğer kenarları ankastre ve serbest dikdörtgen plağın 

ilk dokuz moddaki açısal frekans ve frekans değerleri ( 225010 27   kg/nm3)
  

  D=1 nNs/nm  D=2 nNs/nm 

 a=10, b=10 a=10, b=20 a=10, b=30 a=10, b=10 a=10, b=20 a=10, b=30 

Mod 
(m,n) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz)

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

ω*1011 
(rad/s) 

F 
(GHz) 

(1,1) 2.138 34 1.028 16.4 0.822 13.1 3.024 48.1 1.453 23.1 1.163 18.5 
(1,2) 4.770 75.9 1.686 26.8 1.115 17.7 6.746 107.4 2.384 37.9 1.576 25.1 
(1,3) 8.718 138.8 2.673 42.5 1.554 24.7 12.329 196.2 3.780 60.2 2.197 35 
(2,1) 4.112 65.4 3.002 47.8 2.796 44.5 5.816 92.6 4.245 67.6 3.954 62.9 
(2,2) 6.744 107.3 3.659 58.3 3.089 49.2 9.537 151.8 5.175 82.4 4.368 69.5 
(2,3) 10.692 170.2 4.646 74 3.527 56.1 15.120 240.7 6.571 104.6 4.988 79.4 
(3,1) 7.402 117.8 6.291 100.1 6.086 96.9 3.024 48.1 8.898 141.6 8.607 137 
(3,2) 10.034 159.7 6.949 110.6 0.822 13.1 6.746 107.4 9.828 156.4 9.020 143.6 
(3,3) 13.982 222.5 1.028 16.4 1.115 17.7 12.329 196.2 1.453 23.1 1.163 18.5 

 
Tablo 1 ve Tablo 2’de sırasıyla dört kenarı basit mesnetli ve iki kenarı basit mesnetli bir 
kenarı ankastre, bir kenarı serbest dikdörtgen plak için sonuçlar verilmiş olup 
aralarındaki değişim açıkça gösterilmiştir. 
 
 
6.  Sonuç 

 
Bu çalışmada grafen tabakalar bir plak olarak modellenip titreşim analizleri yapılmıştır. 
Dikdörtgen plaklara ait hareket denklemleri ince plak teorisi için çıkarılarak iki kenarı 
basit, bir kenarı ankastre, bir kenarı serbest ve dört kenarı basit mesnetliş plak modeller 
için çözülmüştür. Sonuçlar tablolar halinde sunulmuştur. Tablolardan açıkça görüldüğü 
gibi plak uzunlukları ve mod sayıları doğal ve açısal frekansa etki etmektedir. Kenar 
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uzunluklarının artması frekansları küçültmeye etki ederken mod sayısının artması ise 
frekansları büyütme yönünde etki ettiği gösterilmiştir. Sürekli mekanik modellerin 
nanoteknolojide bir alternatif olabileceği vurgulanmıştır. 
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