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Oz
(Sims, 1967) in ¢alismasindaki genel fikirler kullanilarak, T Modiiler grubunun rasyonel projektif
dogrusu iizerindeki impirimitif hareketi ile iiretilen alt yoriingesel graflar incelendi. (u, N) =1 ve
N > 1 olmak iizere, Gy, Farey grafimn ozellikleri G,y alt yoriingesel graflarina genisletildi
(Jones vd., 1991). Onceki ¢alismamizda Gy, y nin [oo] blogundaki yériingelerinden olusan F, y alt
yoriingesel grafimin alt graflart olan agaglar incelendi. Bu alt graflar iizerindeki minimal uzunluklu
yollarin koselerinin siirekli kesirler ile iliskileri tespit edildi ve ¥, y alt yoriingesel grafindaki bu
yolda bir kosenin baglanabilecegi en uzak kosenin degeri bulundu (Deger vd., 2011). Bu ¢alismada
ise ozel durumlarda bu tip késelerin siirekli kesir yapisi ile birlikte Fibonacci sayilart ile iliskileri
incelendi. En onemli sonug olarak, Fy = 0,F; = 1 ve her n > 2 dogal sayist i¢in n. Fibonacci sayi
D" Fpy  (D"Fpp \ _ (0 —1\" ...
i )= (1 Za) e
bulundu. Bu matris yardimu ile birlikte F,,_, Ve F,, ., Fibonacci dizisi terimleri de elde edildi.

dizisinin degeri E, = F,_; + F,_, olmak iizere, (
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Abstract

Using general ideas in the study of (Sims, 1967), suborbital graphs produced by imprimitive action
on rational projective line of the modular group I' were examined. Properties of Farey graph G, 4
were extended to suborbital graphs G,, 5, where (u,N) =1 and N > 1 (Jones et al., 1991). In our
previous study, trees which are subgraphs of the suborbital graphs F,, 5 consisting of the orbits in
[oo] block of G,y were examined. Relationships of continued fractions with vertices of paths of
minimal length on the subgraphs were established and value of the farthest vertex which a vertex
can be bound on this path of the suborbital graph F, 5 was found (Deger et al., 2011). In the
present study, using structure of continued fractions, relationships of values of these type of vertices
with Fibonacci numbers in special cases were investigated. As a most important result, equation
<(_1)n_1F2”‘2 (1" Fon ) = (0 _l)n was found, where F,=0,F, =1 and nt"value of

(D™ (~D)"Fppyp/  \1 =3 ' o

Fibonacci number sequence for all n > 2 natural number is as F, = F,,_; + F,._,. In addition, terms
of Fibonacci sequence F,,,_; and F,,,,.; were obtained by using this matrix.
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1. Giris

Asal sayilarinin - dagilimimin arastirilmast,
sayilar teorisinin en dinamik konularindan bir
tanesidir. Riemann, asal sayilarin sikliginin
s # 1 olmak iizere tim s € C karmasik
sayilari igin

o)

1

ns
n=1

1 1 1
((S)=1+§+§+E+'“=

esitligiyle tanimlanan Riemann-zeta
fonksiyonunun davranisiyla yakin iligkili
oldugunu gostermistir (Diamond, 1982). Bu
yiizden Riemann-zeta fonksiyonu hem
kompleks analizin, hem  fonksiyonlar
teorisinin, hem de sayilar teorisinin
kesisiminde kalan Onemli bir arastirma
konusu olmustur. Boylesine 6nemli bir bagka
kompleks degerli fonksiyon da modiiler
formdur.

Modiiler form, H = {z € C| Im(z) > 0} st
yart diizlemi iizerinde I'-Modiiler grubunun
grup hareketine bagli olarak asagida daha
detayl1 verilen fonksiyonel esitligi ve bir ¢esit
bliyime kosulunu ger¢ekleyen kompleks
degerli analitik bir fonksiyondur. Buna gore
bu ¢alismada daha sonra ayrintili bir sekilde
incelenecek olan T' modiiler grubu igin k-
degerli bir modiiler form, H tizerinde

(1) f, H tizerinde holomorf fonksiyondur,
(2) VzEH ve VA€ SL(2,Z) icin f (‘;:2)
(cz + d)*f(2),

(3) f, cusplarda (yani z —ico igin)
holomorftur
kosullarin1  saglayan f-fonksiyonudur. (2).

kosuldan f fonksiyonunun periyodik oldugu
ve bu ylizden de Fourier serisine agilabildigi
anlagilir.  Gliniimiizde  modern  sayilar
teorisinin en énemli kismin1 otomorf formlar
(kabaca  Oklid  uzayindaki  periyodik
fonksiyonlar kavrammnin genel topolojik
uzaylara  genislemesi), otomorf formlar
teorisinin de en zengin ve analitik kismim
modiiler formlar teskil eder (Ford, 1951).
Tanimindan acgik¢a anlagilacagi lizere, burada
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modiiler grubun grup hareketinin incelenmesi
esastir. Salt bu acgidan ele alindiginda bile
Oonemi asikar olmakla beraber, literatiirde s6z

konusu grup hareketinin incelenmesinin
Fibonacci dizileri 1ile iliskisi ve Pell
denklemlerinin ¢oziimlerini liretmesi

acisindan da son derece 6nemli oldugu iyi
bilinmektedir (Niven, 2008).

Bu c¢alismada modiiler grubun bir tiir
imprimitif  hareketinin  Urettigi  graflarin
minimal uzunluklu yollarindaki 6zel kose
degerleri bazi matris baglantilar1 yardimi ile
hesaplanmistir. Bu hesaplanmalarda kulla-
nilan ve literatiirdeki Pringsheim teoreminin
kosullarin1 saglayan oOzel siirekli kesirlerin
Fibonacci dizileri ile olan iligkisinin ortaya
konmas1 amaglanmistir. Ayrica bu ¢aligma ile
dogada ve yasamdaki ornekleri bilinen altin
oran ile birlikte, ekonomi, elektronik,
mithendisligin farkli alanlari, sanat, mimari,
bilgisayar ve istatistik bilimleri gibi dallarda
cok cesitli uygulamalar1 olan Fibonacci say1
dizisinin terimlerinin farkli bir metot ile elde
edilmesi de oOnemlidir. Dizideki ardisik iki
sayinin orant, sayilar biiyiidiik¢e altin orana,
yani 1.618 e yaklasir. Bu oran ¢ sembolii ile

e i1 145 o
gosterilir ve +T\/_ ye esittir.

Sonlu permiitasyon gruplariin alt yoriingesel
graflar ile ilgili tanimlamalar Sims tarafindan
verildi (Sims, 1967). Sims’ in bu fikrini T
Modiiler grubunun [,(N) kongriians alt
gruplar1 igin Jones, Singerman ve Wicks
kullandilar (Jones vd., 1991). Alt yoriingesel
graflar1  kullanarak Q = Q U {0} rasyonel
projektif dogrusu iizerinde I' nin hareketini
calistilar. Bu graflarm koseleri Q@ dogrusu
iizerindedir ve Modiiler grubun yoriingelerini
kenarlar ile olusturur. Ozel durumlar i¢in bu
tip kenarlarmn koseleri ile siirekli kesirler
arasindaki iliski, Deger, Besenk ve Giiler’ in
caligmasinda verildi (Deger vd., 2011).

Ayrica Dbirgok arastirmaci tarafindan alt
yoriingesel ~ graflar,  hiperbolik  devre
uzunluklari ve normalliyen yapist
incelenmistir (Akbas, 2001; Guler vd., 2011;
Kader vd., 2010).
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Sarma, Kushwaha ve Krishnan ¢alismalarinda
ozel olarak u =1 ve N =2 i¢in F;, alt
yoriingesel grafin1 ele alarak yeni bir tip
Fi, — sirekli kesiri tanimladilar (Sarma vd.,
2015). Ayrica herhangi bir reel saymin bu tiir
bir siirekli kesir a¢ilimina sahip oldugunu
ispat etmiglerdir.

Cuyt, Petersen,Verdonk, Waadeland ve Jones’
in calismasinda verilen sirekli kesirler ve
ozellikleri ile ilgili teorinin Ozeti asagida 2.
kisimda verilmistir (Cuyt vd., 2008).

2. Siirekli Kesirler

N ={1,2,3, ...} dogal sayilar ve Z tam sayilar
kiimesini gostermek tizere her m € N U {0}
sayis1 i¢in a,, € Z — {0} ve b,, € Z olmak
lizere

by + >——"m— 1)

bi+ a
3
b+ b3+

ifadesine bir siirekli kesir denir. Bu (1) stirekli
kesiri sembolik olarak

(0.0]
b+ K (Z—m)
m=1 "

(2)

ile temsil edilir. Buna bagl olarak (1) siirekli

kesiri i¢in n. yaklasim f, sembolii ile
gosterilir ve
n
am
fo=bo+ K (32 3)
m=1""

ile ifade edilir. Ayrica m > 1 i¢in a,, # 0

olmak iizere bir ({@m}men, (bmtmenvio})
sirali dizi ¢ifti;

to(s) ==s, t,(s) = % n=123.. (4)

Ta(s) = Tn—l(tn(s)): n=
()

(6)

To(s) = to(s),
1,23, ...

fa=T,(0)ER=RU{w}, n=1,23,..

olmak {izere, lineer Kkesirli doniisiimlerin

{tn () nenugoy Ve {Tn(S)}nenugoy dizileri ile
bir
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{fn} (7)
dizisini olusturur.
(({an}, {bmD), {f2}) (8)

stral1 ¢ifti (1) ile verilen siirekli kesire karsilik
gelir. a,, ve b,, tam sayilarma sirasi ile
stirekli kesirin kismi pay1 ve kismi paydasi
denir. f,, degerine ise n. yaklasim denir ve (3)
ile gosterilir. T,,(s) lineer kesirli doniigtimii

Ta(s) = by +— 9)
17 ] as
bz+ b3+ )
+bZ1$

ile veya daha uygun sekilde

T.(s)=h+&1 % % An-1 an
O T )

ile gosterilir. Denk olarak "o" ifadesi bileske
islemini gostermek tizere

Ta(s) = (to 0ty 0t 0...0 ty)(s) (11)

olarak ifade edilir.

Burada (tO 0 tl)(S): = to( tl(S)) dlr

Ozellikle

t"(s) == (t oto..o t> (s) (12)
n kere

dir. Verilen bir {s, },enufoy dizisi igin

T.(s,) ER (13)

sayisina n. degistirilmis yaklasim denir.
2.1. Yinelenme Bagintilart

Bir K (a,,/b,,) stirekli kesirinin n. pay1 4, ve
n. paydas1 B, degerleri asagidaki yinelenme
bagintilar1 (ikinci mertebeden lineer fark
denklemleri) ile bulunur;

-l
Byl ™ U™ [Bpy

Burada baslangi¢ kosullari ise

+a, [g::z], n=123 } (14)

A_1:= 1, B—l = 0, AO = bo, BO =1 (15)
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olarak verilir. (13) ile verilen T, (s,)
degistirilmis yaklagimi

AntAn_15n
T, (sy) = ﬁ n=0123,.. (16)

olarak yazilabilir ve boylece f,, n. yaklasimi

fo=Ta@) =5 faog =Ta() =22 (17)

olarak elde edilir.
2.2. Siirekli Kesirlerin Matris Baglantist

n. pay1 A,, ve n. paydas: B,, olan K (a,,/b,,)
surekli kesiri verilsin ve

_ (0 ap _
o= (1) m=

am
by +s’

tm(s) =
1,2,3, .. (18)
olsun. Bu durumda (11) ve (16) ile verilen
lineer kesirli dontistimleri

An_1
Xp = X1XX3 o X = (B
n-1

1,2,3, ... (19)
matrisine karsilik gelir. Boylece 2 X 2 lik bu
matrislerin ¢arpimu {A,},{B,,} ile (6) ve (17)
ile verilen f,, n. yaklasiminin {f,} dizilerinin
olusumunda kullanilabilir. Bu sekilde stirekli

kesirlerin degerleri bu yaklasim ile birlikte
elde edilebilir.

3. Alt Yoriingesel Graflar

3.1. T Modiiler Grubunun Q Uzerindeki
Hareketi

a,b,c,d €Z ve ad —bc =1 olmak {lizere

T:z- “ZZ bicimindeki tim M®biiis
doniistimlerinin ~ kiimesi ~ PSL(2,Z) ile

gosterilir ve bu kiime H {ist yar1 diizlemin
otomorfizmalarmin grubudur. Boylece T
Modiiler grubu {+I} merkezi ile SL(2,7Z)
grubunun boliim grubu olarak verilir. Buradan
[" nin elemanlar1

{+(° Z):a,b,c,dEZ, ad—bc=1} (20)

C
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matris ¢ifti ile temsil edilir. Burada =+
semboliinii goéz ard1 edip her bir matris
negatifi ile esit kabul edilir. Boylece T
Modiiler grubunun Q iizerindeki hareketi, x

ve y tamsayilar aralarinda asal olmak iizere,
ax+by

a b\ . x .
(C d) S - xrdy seklinde olur. Bu
X r P~ . T X
durumda 'S eEQ ise S = T (;) olacak

sekilde T € I" vardir. Dolayis1 ile I' Modiiler
grubu Q tizerinde transitif olarak hareket eder.
Boylece (F, @) ikilisi bir permiitasyon
grubunu olusturur. " =", Q iizerinde bir
denklik bagintis1 olmak iizere her g €' ve
her a = icin g(a) = g(B) oluyorsa =~
bagintisina bir I' —invaryant denklik bagintist
denir. Bu denklik bagmtisinin  denklik
siniflaria bloklar denir. Buna gore, "Va, 8 €
Q i¢in @ = B © a =~ B" seklindeki 6zdeslik
bagintist ve "Va,BE€Q i¢in a=p"
seklindeki evrensel bagmnti, Q iizerinde
[' —invaryant denklik bagmtilaridir. Bu
bagntilardan  farkli, @ iizerinde  bir
[' —invaryant denklik bagintis1 varsa (I‘, @)
ikilisine imprimitif, aksi halde primitif adi
verilir.

3.1. Teorem (Jones vd, 2.2. Onerme, 1991)
(G, ) bir transitif permiitasyon grubu olsun.
Bu taktirde, (G, 2) primitiftir ancak ve ancak
VYa € 0 noktasimin G, = {g € G : g(a) = a}
sabitleyeni G nin bir maksimal alt grubudur.

o un I' Modiler grubundaki sabitleyeni

Foo=<((1) 1)) dur. T Modiler grubunun

kongriians bir alt grubu olan T[H(N) =
a b R .. -
{(C d) €l:c=0(mod N)} g0z  Onune

alimirsa, acikga, N > 1 olmak flizere [, %
[o(N) £T dir. Buradan 3.1. Teorem’ e gore
(F, @) ¢ifti imprimitiftir. Bu durumda Q
tizerinde bir T —invaryant denklik bagmtisi
vardir. T, Q iizerinde transitif olarak hareket
ettiginden v = T'(o) olacak sekilde bir T € T
vardir. Boylece Q iizerinde T(o0) = v~ w =
S(0) © TS € TL(N) dir. Buradan

E ~ 5 & ry —sx =0 (mod N) yazilir. Bu

denklik bagmtisinin bloklarinin sayis1 ise
W(N) = T:To(N)| = N Tpw (1 + %) dir.
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3.2. I' Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Alt
Yoriingesel Graflari

(G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun.
Bu taktirde G,QxQ iizerinde g€ G ve
a,pB € olmak  iizere g:(a,B) -
(g(a),g(B)) ile hareket eder. Bu hareketin
yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir.
(a,B) w1 igeren alt yoringe O(a,p) ile
gosterilir. Yani, O(a,B) = {g(a,B) : g € G}
dir. Eger G :=T ve Q:= Q olarak alinirsa,
O(a,B) alt yoriingesinden bir G(a,f) alt
yoriingesel grafi, koseleri Q nin elemanlart ve
eger (y,8) € 0(a,B) ise y dan § ya bir
y = & ile gosterilen bir kenar var olacak
sekilde olusturulabilir. Bu kenarlar H {ist yari
diizleminde hiperbolik geodezikler olarak
cizilir. Agikca O(B, @) da bir yoriingedir ve
ya O(a,B) ya esittir ya da O(a,B)dan
farklidir. Ikinci durumda, G(B,a), G(a,p)
nin oklarimin ters yonlendirilmisidir ve bu
durumda G(a, B) ile G(B,a) ya eslesmis alt
yoriingesel  graflar adi1 verilir. Birinci
durumda, G(a,pB) = G(B,a) ve buradan bu
graf karsit yonlendirilmis kenar ¢ifti igerir; bu
sekildeki her c¢ifti basit bir yonlendirilmis
kenar ile degistirmek uygundur, bdylece
kendisiyle eslesmis graf denilen
yonlendirilmemis bir kenar elde edilir. Yani,
eger O(a, B) = 0(B,a) ve (y,6) € 0(a,B)
ise buradan y dan § ya olan kenary — 6 (y <
6 yerine) ile gosterilir.

Bu fikirler ilk kez (Sims, 1967) tarafindan
ortaya atildi ve (Neumann, 1977) m
calismasinda, (Tsukuzu, 1982) ve (Biggs ve
White, 1979) 1n kitaplarinda, sonlu gruplarin
uygulanmasinda biiyilk 6nem  kazandi.
Omegin, O(a,@) ={(r,¥):y€Q}, QxQ
nin kosegenidir. Her a € Q kosesi igin
G(a, a) grafi sadece bir diigiim igerir. Bu graf
kendisi ile eslesmistir. Buna agsikar alt
yoriingesel graf denir. Bu calismada asikar
olmayan alt yoOrlingesel graflar ile
ilgilenilecektir.

I' Modiiler grubu Q iizerinde transitif olarak
hareket ettiginden, her bir alt ydriinge, bir
v € Q igin (oo,v) ¢iftini igerir. N > 1 ve
(u,N) =1 olmak lizere v := % almirsa, bu
alt yoriinge O(u,N) ve buna karsilik gelen
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G(oo,v) alt yoringesel grafi da G,y ile
gosterilir.

3.2. Lemma (Jones vd, 1991) Eger v,v' € Q
ise bu taktirde O(oo,v) = 0(o0,v') olmasi
icin gerek ve yeter sart v Ve v' koselerinin Ty,
un aym  yoriingesinde olmasidir. Ty,
sabitleyeni Z : v - v+ 1 ile iiretildiginden,
bu durum, u=u' (mod N) olmak iizere

!

v' = ”F ifadesine denktir.

3.3. Sonu¢ (Deger, 1.1. Lemma, 2017)
Gyny =Gy ©N=Nveu=

u' (mod N) dir. Dolayisi ile VN =1
tamsayist  igcin  ®(N) = |Uy| =N (1 + %)

tane farklt Gy y alt yoriingesel grafi vardir.o

3.4. Teorem (Jones vd, 3.2. Teorem, 1991)
G, v alt yoriingesel grafinda E - % kenarinin
mevcut olmasit igin gerek ve yeter sart
x = tur (mod N),y =

tus (mod N) ve ry — sx = =N olmasidir.o

3.5. Sonu¢ (Deger, 1.3. Lemma, 2017)
u,u =1 (mod N) kongriians denklemini
saglamak iizere, Gy ile eslesmis alt
yoriingesel graf G_g y dir.o

3.6. Sonu¢ (Jones vd, 3.4. Sonug, 1991) G,,
alt yoriingesel grafinin kendisi ile eslesmis bir
graf olmasi icin gerek ve yeter sart u? =
—1 (mod N) olmasidir.o

ile, koselert o u

Fun iceren [oo] :=

{§ EQ:y=0(mod N)} blogundan olusan
G,y alt yoringesel grafinin bir alt grafim

gosterelim. Boylece G, y grafi F, y grafinin
¥ (N) tane ayrik kopyasindan olusur.

3.7. Teorem (Jones vd, 5.1. Teorem, 1991)
Fy n alt yoriingesel grafinda g - % kenarinin
mevcut olmasit igin gerek ve yeter sart
x = tur (mod N) very — sx = N
olmasidir. o

Yukarida incelenen T nmn @ iizerinde
imprimitif ~ hareketinin ~ genel  olarak
incelenmesinden, I' nin F,y yi invaryant
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birakan alt grubu T[,(N) kongriians alt
grubudur. Sonug olarak I'y(N) < Aut F, y dir.

3.8. Teorem (Jones vd, 5.2. Teorem, 1991)
Io(N), Fy y grafimn koselerini ve kenarlarini
transitif olarak permiite eder.

3.9. Tanmm vy, vy, ..., Uy, Fy v alt yoriingesel
grafinin farkli koselerinin bir dizisi olsun.
Eger m>2 ise vg—o v = = vy =0
yapilandirilmasina bir yonlendirilmis devre
(veya  kapali yol) denir. Eger bu
yapilandirmadaki en az bir ok (hepsi degil)
ters yonlii ise bu yapilandirmaya, bir
yonlendirilmemis devre (veya ters
yonlendirilmis devre) adi verilir. Eger m = 2
ise devre, yoOnlendirilmis olsun veya
olmasin,zi¢cgen olarak adlandirilir. Eger m = 1
ise vy = v; = v, yapilandirilmasma kendisi
ile eslesmis bir kenar denir. T' Modiler
grubunun elemanlar1 hiperbolik dogrulari
hiperbolik dogrulara resmettiginden, uygun
gorsellik agisindan, F,, y grafinin kenarlari, H
list yar1 diizleminde reel eksene dik Oklid
yari-cemberleri ve yari-dogrular1 seklinde

b O Ny

hiperbolik  geodezikler olarak gosterilir.
U0—>U1—>"'—>Um ve UO—>U1—>"'
yapilandirilmalarina siras1 ile F, 5 grafinda

bir yol ve bir sonsuz yol adi verilir. E:g €
| (veya g:g € Fu,N) ise, 3.7. Teorem
icin verilen kosullara gore, eger F, y grafinda
r/s kosesine baglanan x/y kosesinden daha
bliylik (veya kiiclik) bir kdse yoksa x/y
kosesine en uzak kése denir. F, y grafindaki
Vg =2V = > Uy yolunun minimal
uzunluklu ~ olmasit  i¢in, i<j—1,i€
{0,1,2,3,...,m — 2},j € {2,3,4,..., m} olmak
lizere v; ¢» v; olmasi ve vy, kosesi v;
kosesine baglanan en uzak kose olmasi
gerekir. Eger F,, y hi¢ bir devre igermiyor ise
bir orman, F,y devre igermeyen baglantili
bos-olmayan bir graf ise bir agactir.

Asagidaki Sekil 1’ de ozel olarak u =1 ve
N =2 olmak flizere F,;, alt yoriingesel
grafinin kése ve kenarlarmin bir kismu
verilmistir.

R 214 13 3 2 s 33 313
2 38 10 4 & 810 0L G 4 0 3 2 g © % ER)

Sekil 1. F, , alt yoriingesel grafinin bir kismi
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4. Alt Yoriingesel Graflardaki Minimal
Uzunluklu Yollarin Koseleri

4.1. Lemma (Deger vd., 3.1. Lemma, 2011)

u?+ku+1=0(modN),k>2,keZ

_ u?+ku+1
olmak {izere ¢ =< u N >e I (N)
-N u+k

elemani, F, y alt yoriingesel grafinda

(u,N)=1 ise u?+ku+1=0(modN)
kongriians  denklemini  saglayan bir k
tamsayist vardir. o
1wt - T
1 ¥t—7 k=—7
1 U+ k—+ k—+
0 ==-> s - k k - k -
0 N N N N

minimal uzunluklu sonsuz yolundaki kdseleri
strasi ile birbirine baglayan ve bu sekilde her
bir kose icin tekrarli bir siirekli kesir yapisi ile
birlikte kenarlar1 olusturan  donilisiimdiir

X
(Deger vd., 2011). Buradan ¢ <u +§) =
N

u+ = uts

ky-x | oldugundan, —2 bir F,, alt
N N ’

yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu

yolda bir kose ise onunla baglanan en uzak
Yy

ky—x
N
kosesi olarak belirlenirse, her q € Z* igin

vy = @1(vy) esitligi ile verilir. Ayrica (14)
yinelenme bagintilart ele alinirsa her n > 0

kosenin degeri dir. v, =% baslangic

tamsayist  i¢cin a,:=—1,b, =—k ve
B, = —Ap4+, olmak lizere F,  alt yoriingesel
grafindaki minimal uzunluklu yoldaki n.
An
u+=tt A
kosenin degeri UTn(©) _ By _ Anta—An o
N An+1N

verilir. Ayn1 zamanda (18) ve (19) matris
baglantilarindan

(An—l An ) — (0
—Apn  —Aps 1

5. Alt Yoriingesel Graflarin Koseleri ve
Fibonacci Sayilarn

:]1) dir (Deger, 2017).

Bu kisimda F, y alt yoriingesel grafindaki
minimal uzunluklu yollardaki koseler igin,
uygun bir k degeri ile birlikte, bu koselerin
degerleri ile Fibonacci sayilar1 arasindaki bazi
baglantilar verilecektir.

1
V5

2n

2 2

<1+\/§>2n_<1—\/§

5.1. Tamim Fibonacci say1 dizisi

0, n =0 ise
Fy = 1, n=1ise (21)
Fpo1+ Fu_o,n > 1ise

esitligi ile temsil edilir. Ayrica n. Fibonacci
say1 dizisi degeri Binet formiilii ad1 verilen
1+V5\"

R (5 -(59)]

esitligi ile bulunur.

(00
52.Lemma 4,, K (:—1) stirekli kesirinin
m=1
n. payt olmak iizere FypApy1 + Fons24n, =0

dir.

Ispat. Eger, k=3 ise, F,y grafindaki %
kosesi ile baslayan minimal uzunluklu yoldaki
(n + 1). kosenin degeri

Fan
—20 4y
Fan42

N

(22)

ile verilir (Deger, 2.13. Sonug, 2017). Aym
zamanda k =3 degeri icin (Deger, 2.9.
Teorem, 2017) den

Ay = (—1)"21 03 (34 v5)" (3= VE)
ve (21) den

gl 651

olup (3+v5) = (3—-v5)" = 2V5XL,(3+V5)" (3—V5)  esitliginden
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Ap = (=1)"Fy (23)

elde edilir. Dolayis1 ile ayn1 kosenin degeri

_An
+u
An41

N

(24)

FZn _ _An

ile verilir. Buradan ise olup,

2n+2 An+1

FonApi1 + Foni2A, = 0 elde edilir.g

53. Lemma n =0,1,2,3,..
(-1"A, ve

icin F,, =

Frng1 = (D)™ (Ap4q + Ay) dir. (25)
Ispat. A, = (—1)"F,, oldugundan F,, =
(=1)™A,, oldugu aciktir. Simdi m > 1 dogal
sayilart igin Fypyq = (D)™ 14,41 + 4,)
oldugunu gosterelim. m > 1 ise buradan
E, = F,,,_1 + F,,,_, oldugundan m = 2n + 2
icin Fyppq = Fopyo — F5, elde edilir. Boylece
Faniz = (w1 An,q oldugundan Fonyq =
(D" Ay — (D4, =

(=)™ (4,41 + 4,) elde edilir.g

5.4. Sonu¢ n = 0,1,2,3, ... icin
Finyz = —Azny1 diro

5.5. Sonug¢ (14), (21) ve (25) den n =
0,1,2,3, ... icin

(_1)n+1 A
Fons1 = T(ZAn+1 — Ap_q) dirp

5.6. Lemman = 1,2,3, ... icin

1 .
Fon = 5 (Fanaz + Fan_) dir. (26)
Ispat. (23) esitliginden F,, = (—1)"4,, ve
Fop_p = (—1)"1A,_; esitlikleri elde edilir.
Buradan ise F,,., = (—1)"14,,., ve (14)
yinelenme bagntilarinda a, :=-1 ve
b, = —k = =3 alnwrsa, A, = (—3)A4, +
(—1)A,,_, olacagindan

Foniz = (D)™ 1(=3)4,
+ (D™ (-D4,
=3(-D"4p + (=1D)"4p4
= 3Fn — Fon (27)
elde edilir. (27) esitliginden istenen sonug
alinir.p
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5.7.Sonu¢ n = 1,2,3, ... icin
1 .
Fony = 5(F2n+2 — 3Fy,_4) dir.
jSpat. (21) den FZTl = an—l + F2n_2
oldugundan ve (26) dan sonug agiktir.p

5.8. Sonu¢ n = 2,34, ... icin

1 .
Fon-1 =3 (Fan41 + Fop_3) dirg (28)

5.9. Sonu¢ n = 2,34, ... icin
2Fn —3Fp1 = Fopn_g — Fon_z dir.

Ispat. (26) ve (28) den Fop_q+ Fyp =
1 )
3 (Fan+1 + Fon-z + Fonip + Fop_p) dir. (21)
ve (27) den sirastile Fy,pq = Fopyo — Fop VE
F2n+2 == 3F21’l - FZn—Z Oldugundan

1
Fop1+ Fop = 3 (BFyq — Fan_y — Fp

+ FZn—3 + 3F2n - FZn—Z

+ FZTl—Z)
elde edilir. Buradan Fop1+Fy, =
%(SFZn + Fy,_3 — F5,,_5) oldugundan ve bu

son esitlik kullanilarak 2F,,, — 3F,,_1 =
FZn—Z - an—3 elde edillrlj

(=) Fyp
(D™,

(=1D)"Fap

5.10. Sonug¢ ( (_1)ann+2) =

© ~Y dir.

-3
Ispat. Siirekli kesirlerin matris
An_q

An _ (0 —1\"
. _An _An+1) B (1 _k)
olarak verildi. Ote yandan k = 3 i¢in (23)
esitliginden A, = (—1)"F,, olduguna gore
Ap1 = (_1)n_1F2n—2 Ve Apyr1 =
(-1D"1F,, ., elde edilir. Buradan —A, =

baglantilarindan (

(_1)n+1F2n ve —Aps1 = (1D)"Fonys
seklinde yazilabileceginden
(An—l Ay ) _ ((_1)n_1F2n—2 (=D"Fpp ) _
_An _An+1 (_1)n+1F2n (_ 1)nF2n+2

0 —1\"
(1 _3) (29)

elde edilir.o

5.11. Ornek Ozel olarak k = 3 secelim. Bu
durumda u? +3u+1 =0 (mod N) olmak
tizere F y alt yoriingesel grafi i¢in u = 1 ve
N =5 olsun. Boylece (22) esitliginden, F 5
alt yorlingesel grafi i¢in,
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1+
14— L 3—3_ 1
1 3— 1
1 1+—1 1 -—
_1, 1 3 3, 3 3
O=c-o - o = o —2 e - - - - .. (30)
o] — ——
1. kose 2. kose 3. kose n. kose (n+1). kose
minimal uzunluklu sonsuz yolundaki n. yolunda Ornegin, 19. kdsenin baglanabilecegi
kosenin baglanabilecegi en uzak (n+ en uzak kose olan 20. kosenin degerini
‘ Ao 2 bulmak i¢in n =19 olmak iizere 5.10.
1). kdsenin degeri —=#= oldugundan, (30) Sonug’tan

((_1)n_1F2n—2 (—1)"an):<F36 —ng):(o —1)19:(14930352 —39088169)
(D™ Fy  (~1)"Fanya/  \Fzs —Fao/ N1 -3 39088169 —102334155

matrisi elde edilir. Bu matrisi kullanarak bu 20. kdsenin degeri

1+ 1 il
3 —
3—.
: S — z 40 — c = (0.2763932022500210218182
20. kose

olur. Ayrica yukarida elde edilen matris kullanilarak ilgili 19. kosenin degeri de benzer sekilde

1+ 1 T
3 F
P 1+ps 1 BB
z 3 = : 38 — : = 0.2763932022500209718189
19. kose

olarak bulunur. Burada dikkat edilirse 19. kdsenin degerini tespit etmek i¢in n = 18 olmak tizere
<F34 _F36) _ (0 —1)18 _ ( —5702887 14930352)

F3s —Fzg) \1 =3 —14930352 39088169

matrisini tespit etmeye gerek kalmadan, F; s oldugundan, bu esitlikler ve ayni matris bir
alt yoriingesel grafinda hem 19. kdsenin kez daha kullanilarak, 37. ve 39. Fibonacci
degeri ve hem de 3.7. Teorem’deki sartlara say1 degerleri F3,; = F3g — F3¢ = 24157817
uygun olarak onun baglanabilecegi en uzak ve F3q = F,y — F33 = 63245986 olarak elde
kose olan 20. kosenin degeri tek bir matris edilir. Dolayisi ile her n € N igin (29) matrisi
elde edilerek bulunmustur. ile birlikte yukaridaki son esitlikler

kullanilarak, sirasi ile 5 adet
Ayrica 5.11. Tanima gore, Fon_2, Fon_1, Fon, Foni1, Fonyo Fibonacci sayi
Fopnq1 =Fop — Fop_y dizisinin terimi bulunur.

Font1 = Fonyo — Fop
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6. F, v Alt Yoriingesel Grafindaki Minimal
Uzunluklu Yollarin Yonlenmesi

6.1. Lemma (u,N) =1 ise u?—lu+1=
0 (mod N) kongriians denklemini saglayan
bir | tamsayist vardur.

Ispat. (u,N) =1 oldugundan ux + Ny =1
esitligini saglayan x ve y tamsayilar1 vardir.
Buradan wux =1 (mod N) dir. Boylece
ux(—u?—1) = —u? — 1 (mod N) olur.
[ :=x(u?+ 1) olarak alinirsa u? —lu+1 =
0 (mod N) elde edilir. o

(2017) 168-180

6.2. Teorem (Deger, 2.2. Teorem, 2017)
1<k l<N esitsizliklerini  saglayacak
sekilde k ve | tamsayilart igin sirasi ile
w+ku+1=0(@modN)veu?—-lu+1=
0 (mod N) olsun. Bu halde F,, alt
yoriingesel grafi eger kendisi ile eslesmis ise
k =1 = N ve aksi taktirde, yani, kendisi ile
eslesmis degil isel = N — k dir.o

Boylece u? —lu+1 =0 (modN),l > 2,1l €

u?—lu+1
) € [H(N)

Z olmak iizere w = <—u N
elemani, F,, y alt yoriingesel grafinda

N u-1

_ 1
R S
1 1 1
-7 -7 =T u 1
e — «— ——¢——=00
N N N N 0
baslanglg kosesi v, :% ye gore sola yé_rl"%ngesel graflndaki - sola y01’l1€1’11’1’11$
yonlenmis  minimal  uzunluklu  sonsuz minimal uzunluklu yoldaki n. kosenin degeri
yolundaki koseleri sirasi ile birbirine baglayan ,
ve 3.7. Teorem’ deki sartlara uygun olarak u-Tn(0) _ “TBy _ Anyitutdn (31)
u-= N N ApuN
kenarlar1 olusturan doniisiimdiir. Buradan Ty
bir F,y alt yoriingesel grafindaki sola ile verilir. Ayni zamanda (18) ve (19) matris
yonlenmis minimal uzunluklu yolda bir kdse baglantilarindan (An—l Ay ) _
. g . u—% n _An _An+1
ise onunla baglanan en uzak kose w -~ = (0 —1) dir.
1 -l
Yy _u .
N olur. :70 N baslan.glf; kbsesi olmak 6.3. Ornek Ozel olarak [ =3 secelim. Bu
lizere, p € Z" tamsayilari i¢in v, = wP(vo) durumda u? —3u+ 1= 0 (mod N) olmak
dir. Ayrca (14) y1n§1§nme bagmtilarindan, tizere F, y alt yoriingesel grafi icin u = 4 ve
her n > 0 tamsayst i¢in a, = —1, b, = —I N = 5 olsun. Boylece F, 5 alt yoriingesel grafi
ve B, =-—A,;1 olmak iizere F,, alt icin
1
4_
3——2 41
3- 3-
1 3- P
1 .1 1 _1
c— °3 B3 s « % low (32)
5 5 5 5 5 0
— (S (S}
(n+1). kose n. kose 3. kése 2. kése 1. kose

sola yonlenmis minimal uzunluklu sonsuz (32) yolunda ornegin, 19. kosenin

yolundaki n. kosenin gidebilecegi en uzak

kose olan  (n+ 1).kosenin degeri A, =

(—D"F,, ve B,= _An-;l = (—D"Fopq2
__Fan

olmak iizere (31) den —=2%2 oldugundan,
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baglanabilecegi en uzak kdse olan 20. kdsenin
degerini bulmak i¢in n =19 olmak {izere
5.10. Sonug’ tan, 5.11. Ornek’ te oldugu gibi,
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((—1)”‘1an_2 (_1)nFZn):<F36 —Fgg):(o —1)19_(14930352 —39088169)
(—D™"FE,, (—1)"Fpy, F3g  —Fy 1 -3 39088169 —102334155

matrisi elde edilir. Bu matrisi kullanarak bu 20. kdsenin degeri

4- 1 :
3 —
3~ 1 4_% 4 _ 39088169
- i 0 1025334155 = 0.7236067977499789781818
20. kése

olur. Ayrica yukarida elde edilen matris kullanilarak ilgili 19. kdsenin degeri de benzer sekilde

4 — 1 i
3 —
3— 4 _Ts6 14930352
-1 Fss %~ 39088160
= 3 — = 38 — c =0.7236067977499790281811
19. kose
olarak bulunur.
Ote yandan u = 4 ve N = 5 olmak {izere F, n = 18 i¢in
5.18+4

alt yoriingesel grafi icin, u?+ku+1=
0 (mod N) kongriians denkleminden k = 2
bulunur. Dolayist ile (Deger, 2.9. Teorem,

= 0.9894736842105263157895 ve
5.18+5

onunla baglanan 20. kdsenin degeri ise

. . 5.19+4
2017) den A, = (—1)"n Ve B, = —A,,, = n =19 igin ——=0.99 olarak bulunur.
(-D"*(n+1) olmak iizere F,5 alt o '
yoriingesel  grafindaki saga  yOnlenmis k=2 igin  (18) ve (19) matrls
minimal uzunluklu sonsuz yoldaki (n + 1). baglantilarndan (An-l An )= (0 —1)
k& . « . _An _An+1 1 -2
Osenin degeri - T o
An An olup ayn1 19. koésenin degeri n = 19 i¢in,
u+Tn(0) — u+a — _An+1 — 4An+1—An — 5n+4 A18 A19 _ 0 -1 19 _ 18 —-19
N N . 5 5An+’1 5n+5 (—A19 _AZO) - (1 _2) - (19 _20)

yoriingesel grafindaki ilgili 19. kdsenin degeri

4 + 1 1
2 A
2= 14— A—18 4 + %
c 2 = c 19— c = (0.9894736842105263157895
19. kose

ve onun baglandig1 en uzak kdse olan 20. kdse ise
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4+
2 _ 1
2 —
- 11 4+E 4 E
7 _ Azg _ 20 _ 0.99
5 5 5 '
20. kose

olarak tekrar elde edilir.

Burada dikkat edilirse 3.6. Sonug¢’ tan
4* # -1 (mod5) oldugundan F,5; alt
yoriingesel grafi kendisi ile eslesmis bir alt
yoriingesel graf degildir. Boylece 6.2.
Teorem’ deki sartlara gore [ = 3 oldugundan
k=N-1=2 dir. Sol yodnlendirme i¢in
ornekte 6zel olarak hesaplanan kose degerleri
arasindaki fark v;9 — v, = 4.99993 = 10717
ve sag yonlendirme i¢in fark ise v,y — V19 =
0.0005263157895 olarak bulunur. Eger F,, y
alt yoriingesel grafi kendisi ile eslesmis ise bu

2 1 T
2— 2= .
1 2—
1 1 == 4t
e 2 2 i — 2 —2
5 5 5 5
—— (S
(n+1). kose n. kose 3. kose 2. kose

sola yoOnlenmis minimal uzunluklu sonsuz
yolundaki n. kdsenin baglanabilecegi en uzak

kose olan (n+ 1).kosenin degeri ise,
A, = (1™ ve B, =—Apiq =
(=D™*(n+1) olmak iizere yazilirsa
u=Tn(0) _ u_g_:ll _ Afzﬁ1 _App1tdn 1

N ~ N 5  5Ap41 5145

olarak elde edilir. Dolayist ile F;5 alt
yoriingesel grafindaki ilgili 19. kdsenin degeri
n =18 i¢in

. —0.01052631578947368421053 ve
5.18+5

1-— 1 1
2 A
2 — 18 18
' 1-—=" _=°
‘%z A19=1 19
5 5
19. kose
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farklar esit ve k = [ = N olur. Sekil 1’ deki
F, , alt yoriingesel grafi kendisi ile eslesmistir
ve bu durum kolaylikla goriilebilir.

5.11. Ornege geri doniilirse k=3 ve
u?—lu+1=0(mod N) olmak iizere
u=1ve N=5i¢cin =N —k =2 olarak
bulunur. Boylece F;s alt yoriingesel grafi
icin,

(33)

onunla baglanan 20. kosenin degeri ise

1
= 0.01 olarak bulunur.
5.19+45

n =19 i¢in
[ = 2 i¢in (18) ve (19) matris baglantilarindan

(An—l An ) — (0
—Ap  —Apia 1

19. kése n = 19 i¢in,

(S 2= o)

matrisi kullanilirsa

—1\" e
_2) olup ayni ilgili

19 _ (18

s —19)

-20

= 0.01052631578947368421053
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ve onun baglandigi en uzak kose olan 20. kdse ise

1- 1 1
2 —
2 —
5 1- Ao 1-— 19
23 Az 20 _ 0.01
5 5 5 '
20. kose

olarak tekrar elde edilir.
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