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Oransal ve Carpimsal Tahmin Ediciler

Cem KADILAR® Hiilya CINGI™

OZET

Bu ¢aligyma, son yillarda onerilen oransal tahmin edicileri
istatistiksel olarak incelemekte ve oransal tahminin ézel bir tiirii olan
carpumsal ve oransal-¢arpimsal tahminler ile ilgili temel bilgiler
vermektedir. Ayrica, yapilan bir uygulama ile oransal tahmin ediciler
duyarliliklart a¢isindan karstlastirilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Oransal tahmin, ¢arpimsal tahmin, oransal-
carpimsal tahmin, duyarlilik.

1. GIRIS

1950’11 yillardan gilintimiize, érnekleme kuraminda en 6nemli gelismelerden biri,
ilgilenilen degiskenle iligkili yardimci bir degiskene ait bilgileri kullanarak kitle
toplaminin ya da ortalamasimin tahmin edilebilmesidir. Yardimci degiskene ait bilgiler
varoldugunda, kitle toplaminin ya da ortalamasinin tahmin edicileri, farkli tahmin
yontemleri kullanilarak gesitli 6rneklem tasarimlari igin iiretilebilmektedir. Ornegin,
orneklem tasarimu basit rasgele ornekleme iken ilgilenilen degiskenle iligkili yardimci
bir degiskene ait bilgiler elde edilebiliyorsa kitle ortamasi ve toplaminin tahmini igin en
¢ok kullanilan ve bilinen yontemlerden biri oransal tahmin yontemi olmaktadir.

N birimli bir kitleden yerine koymaksizin esit olasilikla n birimlik bir 6érneklem
¢ekilsin. Burada, y, ilgilenilen degisken; x, yardimci degisken ve i=1,2,...,n olmak
tizere (xi, yi), orneklem degerleri olsun. Bu durumda,

in B §Yi
y =4t

T — ve
n n

(1)

sirastyla x ve y degiskenlerinin basit rasgele orneklemede ortalama tahminleri
olmaktadir. Aym sekilde X veY, sirasiyla x ve y degiskenlerinin kitle ortalamalarini
gostersin. Bu bilgiler dogrultusunda, Y'nin oransal tahmin edicisi,

Yo ==X )

»| |l
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bi¢giminde olmaktadir. Buradaki y/x orani R ile gosterilirken, kitle igin Y/X orami R

ile gosterilmektedir. (2)’de verilen yanli tahmin edicinin duyarliligi, hata kareler
ortalamast (HKO) degerinin tersi ile elde edilmektedir. Bu nedenle HKO’s1 kiigiik
tahmin ediciler daha duyarli olmaktadir. Cogu dérnekleme ¢aligmalarinda, HKO degeri
¢ok az Kkiigiildiigiinde bile tahmin edicilerin duyarhilign 6nemli derecede arttig
gozlemlenmektedir. Dolayisiyla, tahmin edicilerin HKO esitliklerinin elde ediligleri ve
diger tahmin edicilere gore daha kiigiik olup olmadiklarinin incelenmesinin érnekleme
kuraminda ayri bir 6nemi vardir.

Bu diisiinceler altinda, bu ¢alismada, Prasad (1989) tarafindan onerilen oransal
tahmin ediciler ve HKO’lar1 incelenecektir. Ayrica, son yillarda onerilen diger oransal
ve ¢arpimsal tahmin edicilere de yer verilecek ve bu tahmin ediciler, ele alinan veri
kiimesi kullanilarak karsilagtinlacaktir.

2. ORANSAL TAHMIN EDICILER

Searls (1964), ortalamanin basit tahmin edicisini, (1) ile verilen 6rneklem
ortalamasini k gibi sabit bir say: ile ¢arparak

Y. =ky (3)
seklinde 6nermistir. Bu tahmin edicinin HKO’si,

HKO(®y,) = k*yS? + (k1) Y’ 4)

bigiminde bulunmaktadir. Burada S;, y degiskeninin varyansi; f=n/N olmak iizere,
¥ = (l— f)fn bigimindedir. Prasad (1989), (4) ile verilen hata kareler ortalamasini en
kiigiikleyen k degerini birinci tiirevden yararlanarak k =k, = (l + ‘yCiII bigiminde elde

ederek

v.=1+yC?)'y

ve
HKO(y,) = (1+yC;)™"'yS; ®)

seklinde elde etmistir. Burada, Cf, , y degiskeninin degisim katsayisinin karesidir.
Prasad (1989), (2) ile verilen esitlikte y yerine (3)’deki y, tahminini koymay: dnermis
ve yeni oransal tahmini

&y
X

]'«cl

Yoo ==X =-1X (6)

|
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in Edicile
Lol la el AR

bigiminde vermistir. Burada, y/X=R, ile gosterilirse, HKO(y,)=X"HKO(R,)
olacagindan (6) ile verilen oransal tahminin hata kareler ortalamasim elde edebilmek

icin yalnizca li, teriminin hata kareler ortalamasini elde etmek yeterli olacaktir. Bu
durumda,

HKOR, )=E(R, -R

_ g J.-RXY
X

:_lﬂE ?.‘:RX_
X X—X
Ll
\
I of . 7-XY°
==E —-Rx )| 14~—
o8 6 -Re) 1T

bigiminde olur. Ancak, koseli parantez i¢indeki ikinci terim, Taylor serisine agildiginda
biiyiik 6rneklemlerde ihmal edilebilir. Boylece,

HKO(R,) = — E(§, - RX

¢

biciminde bulunur. Bu ifadeye Y = RX eklenip gikartilirsa,

HKO(R,) = %3 E[, - ¥)-RE-X)f

Lely, - ¥) - 2& (5, - V)& - X)+ R*& - X)

(7

n

X

elde edilir. Koseli parantez i¢indeki ikinci terim, y, = k,y esitliginden yararlanilarak,

~2RE(y, - )X -X)= 2RE(,y - Y)(x-X) (®)
= —2Rk,Cov(y,X)

bigiminde yazilabilir. Burada, p iligki katsayis1 olmak iizere,

E(—s - ?)2 == leSi
EX -X)* =78,
E(y- - ?)(E . "i) . Ypsys\

oldugu bilinmektedir. Bu durumda, (7) esitligi,
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—y(k,S? — 2Rk pS,S, +R’S?)

bigiminde yazilabilmektedir. Boylece,

HKOGP,)E){kSi 2YkpSS +R’S] ]
&)
zy[ks[l— ]+RS]
)

Prasad (1989) ¢alismasinda bir bagka oransal tahmin edici daha onermistir. Bu
tahmin edici, y, tahmin edicisini y_ tahmin edicisinde kullanan

elde edilir.

. Y% (10)

yeni bir tahmin edicidir. Burada k__y =R, ile gosterilirse, (7) esitligi,
X

HKOR,) = ER, R

s:l——[ E(ky-Y) - 2RE(ky - Y)(x - X)+R‘E(x—X)'] e
olur, (4) ve (8) esitlikleri, (11) esitliginde kullanilarak,
HKO(R, ) = [k *V(y)+ (k—1)*Y? - 2RkCov(y,X)+ RE(X x)]
biciminde yazilabilecegi agiktir. Bu durumda,
HKO(,,) = k*yS; +R*YS; — 2RyRykS, + (k1) Y? (12)

olur. Bu ifadenin k’ya gore tiirevi alinip sifira esitlenirse,

_ 1+ypC,C,
TyCl+l

bulunur. Buradaki k; degeri (12)’da verilen hata kareler ortalamasini en kiigiikleyen k
degeri olmaktadir. Bu durumda (10) tahmin edicisi,
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5 N | L+ypCE, |Y=
Ypl . kdy Xo= l:—iyp X ]-%X

yCy +1

bigiminde, (12) ise, bazi diizenlemeler yapildiktan sonra

1-v Zci—zp{—*]
HKO(y,,) = v e ~/S) +R’S; (13)
y

bi¢iminde olmaktadir. (9) ile (13) esitlikleri dikkatli incelendiginde,

i 2 Cs,f
HKO (7, )=HKO 7, )+ -('Yl‘:—yclt

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten agik bir sekilde goriilmektedir ki y , tahmin edicisinin
hata kareler ortalamasi y,, tahmin edicisinin hata kareler ortalamasina gore daha
kiigiiktiir. Dolayisiyla, y,, tahmin edicisi Yy, tahmin edicisine gore daha duyarlidir.

Sonug olarak,
HKO (?pz )< HKO (Ypl ) <HKO (‘90)

olmaktadir.

Upadhyaya ve Singh (1999), Singh-Kakran tahmin edicisini

(14)

bigiminde Onermislerdir. Burada, B,(x), yardimeci degiskenin basiklik katsayist
olmaktadir. Bu tahmin edicinin HKO’s1 ise Cing1 (1994)’de verilen varyans ve yan

—f ) C
V-

x

L 1-f =, C
Yan(¥gy )= TYC:[I—PE}’“]

X

esitliklerinden yararlanilarak ve Taylor serisine agilip birinci dereceden yaklagim
yapilarak
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I=f

HKO(y¢ ) = ¥ [c§ +C5 (6~ 2K)] (15)

n

elde edilebilir. Burada 8, 1’e yakin bir deger olup

: X e
b:_—' vE sz_'
X +B,(x) C

olarak tanimlanabilir.

Singh-Kakran tahmin edicisinden yola ¢ikarak Upadhyaya ve Singh (1999),

_ _XB,(x)+C,
< (16)

yl]St =Y 3(X) + Cx

oransal tahmin edicisini o6nermislerdir. Bu tahmin edicinin HKO ise, (15)’ten
yararlanilarak

1-f =5[> 2
HKO(y ) = TY-[C; +0,C; (ml - 2K)]

XB,(x)

bi¢iminde bulunmugtur. Burada, ®, = =—————
XB.(x)+C,

, yine 1’e yakin bir degerdir.

Aynm ¢alismada Upadhyaya ve Singh (1999), ikinci olarak

_ _XC, +B,(x)

~I%C.+B,(%) (17

=y

Yus: =

z
Z

oransal tahmin edicisini énermislerdir. Burada, Z = XC_+p,(x) ve Z=XC, +B,(x)

olup Z, Z ’nin yansiz bir tahmin edicisidir. Bu tahmin edicinin HKO’s1, benzer sekilde
1=f Zalw 2
HKO(Y y52) = —— Y 2[C? + 0,C2 (0, - 2K)|
n

bigimindedir. Burada, ®, =XC, /XC, +f,(x) dir. Upadhyaya ve Singh (1999),
yaptiklart uygulamada ele aldigi iki veri kiimesi i¢in de ikinci olarak onerdigi (17)’teki
tahmin ediciyi birinciye gore daha duyarli bulmuslardir.

Oransal tahmin edicilerin genel esitligi, v; ve v, toplami1 1 olmas: gerekmeyen sabit
agirliklar olmak iizere,

Ty =0,y + 0,9, (18)
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bi¢iminde ifade edilebilir.

Singh (2000), (18)’da verilen bu agirliklarin optimal degerlerinin HKO degerini
en kiiciikleyen egitliklerini elde etmis ve benzetim g¢aligmasi yaparak ¢esitli durumlarda
bu agirliklarin optimal degerlerini bulmustur.

3. CARPIMSAL TAHMIN EDICILER

Yardimer degisken ile ilgilenilen degisken arasinda negatif bir iliski var ise
genellikle oransal tahmin ediciler yerine ¢arpimsal tahmin ediciler tercih edilirler.
Ancak, eger bu negatif iligki kiigiik ve bu degiskenlerin degisim katsayilar1 biiyiik ise,
garpimsal tahmin edicilerin HKO degerleri (20)’den goriilecegi gibi biiyiik bulunur.

Kitle ortalamasmin (7) carpimsal tahmin edicisi oransal tahmine benzer sekilde,

Ye

y (19)

|| >

bigiminde olmaktadir. Burada ilgilenilen y degiskeni ile yardimer x degiskeninin negatif
bir iligkiye sahip oldugu unutulmamalidir. Bu tahmin edicinin HKO’s1,

HKO®,) = Lal2 (C; +2C,, +C3) (20)
B \

olacaktir.

Ancak, Ornekleme calismalarinda ¢ogu zaman y degigskeni ile x degiskeni
arasida pozitif bir iligki bulunmaktadir. Bu durumda oransal tahmin yerine ¢arpimsal
tahminin kullanilabilmesi i¢in Srivenkataramana ve Tracy (1986), y degiskeni iizerinde,

v=L—-y

bi¢iminde bir doniistiirme yapmuslardir. Burada L bir sabit olmaktadir. Bu doniigiim
sayesinde y ile x degiskenleri arasinda pozitif olan iliski v ile x degiskenleri arasinda
negatif bir iliskiye doniigiir ve artik ¢arpimsal tahminin kullanilmasinin bir sakincasi
kalmaz. Ancak v olusturulurken L sabitinden y ¢ikarildigindan ¢arpimsal tahmin edici

de L sabitinden ¢ikartilarak

yc=L-V

21)

|| >

bigiminde bulunur.

Singh ve digerleri (1998), (21) ile verilen L sabitinin optimal degerinin HKO
degerini en kiigiikleyen egitligini
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1* = gy 2BBN (n0+1)

n(NO+2)

biciminde elde etmis ve yapilan benzetim ¢alismasi ile §E. tahmin edicisinin y, tahmin
edicisine gore daha duyarli oldugunu gostermislerdir. Bu benzetim g¢alismasinda,
o=0;1,5; P=0,5;1;1,5; n=10;20;30;40; N=50; 0=5 degerleri kullanilarak optimal L
degerlerine de ulagilmistir. Burada 6, gamma dagihiminin parametresi; o ve f3, ?2‘-

tahmininin hata kareler ortalamasinin genel ortalamasmin esitliginin katsayilaridir. Bu
esitlikle ilgili ayrintili bilgiler Singh ve digerleri (1998)’nin ¢alismasinda verilmektedir.

Lui (1990),

- _ym|§+(03
- X

(22)

bi¢iminde yeni bir ¢arpimsal tahmin edici énermistir. Bu tahmin edici, w;=1, w;=0
oldugunda, (19)’de verilen ¢arpimsal tahmin ediciye doniisiir. Ayni ¢alismada, HKO
degerini en kiigiikleyen m, ve o, optimal degerleri

L] Cx\-
(D — el 2 - pr.d 2
N C.+Cy -

% oy ylcic: - c:—.,_)X

bigiminde bulunmugtur. Burada, C, =cov(x,y)/ (f ?) olmaktadir. Dikkat edilirse, x

ile y arasindaki iligki negatif oldugundan ®, daima pozitif olur.

Espejo ve Penas (1990), (19)’de X yerine orneklemin harmonik ortalamasim
kullanmigtir. Ayrica, bu ¢aligmada, x degiskeni daima pozitif deger aldiginda harmonik
ortalama degerinin, basit ortalamanin degerinden daha kiigiik olduguna dikkat
cekilmigtir.

(15) ve (16) esitliklerinde verilen Upadhyaya ve Singh (1999)’in ¢alismasindaki
oransal tahmin edicilerin ¢arpimsal tahmin edici hali sirasiyla,

= _ <~ XB,(x)+C,

Yusic = y—iﬁz(x)+cx (23)
ve

Vo =Tt Eal8) 24)

- y?{"cx +B,(x)
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bi¢iminde olmaktadir,

Bazi  ormnekleme ¢alhigmalarinda, ikinci yardimcr degiskene de ihtiyag
duyulabilmektedir. Eger bu ikinci yardimer degiskenle ilgilenilen degisken arasinda
negatif bir iligki varsa, bu durumda oransal-garpimsal tahmin edici,

. X7
=G 25
You =¥+ 5 (25)
kullanilmaktadir. Bu tahmin edicinin HKO’s1,
o, C G G
HKOG)=—Y C+C1+2,, - [+ 1-2| p,. L +p, 2 26
@0‘.) n l ¥ z{ 2p}z Cz ] x[ (pys Cx Pix Cx ]]] ( )
olarak bulunur.
Tracy ve digerleri (1996),
- = Z
Yro¢ = Yﬁ‘f (27)

bigciminde yeni bir oransal-carpimsal tahmin edici 6nermislerdir. Burada,
u=L-X ve U=L-X

olmaktadir.

4. UYGULAMA

) Bu béliimde, (10) ile verilen Prasad tahmin edicisi, (14) ile verilen Singh-Kakran
tahmin edicisi, (16) ile verilen Upadhyaya-Singh birinci tahmin edici ve (17) ile verilen
Upadhyaya-Singh ikinci tahmin edici ile T.C. Devlet Istatistik Enstitiisii’'nden elde
edilen 1999 yilina ait 824 ilge bazinda Tiirkiye’de elma veren aga¢ sayisi (yardimei
degisken) ve elma iiretim miktari (tahmin edilmeye ¢alisilan degisken) basit rastgele
ornekleme yontemiyle kitleden 100 biiyiikliigiinde bir o6rneklem ¢ekilerek tahmin
edilmis, bu tahmin ediciler Béliim 2°de verilen HKO esitlikleri kullanilarak hesaplanmis
ve HKO degerlerine gore karsilagtirtlmigtir. Ele alinan degiskenlerin kitle degerleri
Tablo 1'de, drneklemden elde edilen kitle tahmin degerleri Tablo 2’de ve tahmin
edicilerin hesaplanan HKO degerleri ise Tablo 3'te verilmektedir.

Tablo 1. Degiskenlerin Kitle Degerleri

Degiskenler N | Ortalama | Toplam | St. hata | Basiklik | Carpiklik

Agag sayisi 854 | 37600 | 32110500 | 144794 | 312,07 | 1527

Uretim miktar1 | 854 2930 2502328 17106 195,84 12,65
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Tablo 1’den Tiirkiye'de 1999 yilinda 854 ilgedeki toplam 32110500 elma
agacindan 2502328 ton elma iretildigi, her ilgede ise ortalama 37600 elma agacindan
2930 ton elma iiretildigi, her iki degiskenin de saga dogru ¢arpik ve normal dagilima
gore sivri oldugu goriilmektedir. Ayrica bu iki degisken arasindaki iliski miktar1 %92
olarak bulunmustur.

Tablo 2. Ortalama Uretim Miktar1 Tahmin Degerleri

Tahmin Ediciler Ortalama Tahmini
Prasad 1128,48
Singh-Kakran 1237,08
Upadhyaya-Singh 1 1242,09
Upadhyaya-Singh 2 1240,78

Tablo 2’den goriildiigii gibi, elde edilen tiim ortalama iiretim miktar: tahminleri
gergek degerden oldukg¢a uzak c¢ikmustir. Bunun nedeni kitle varyansimin ¢ok biiyiik
olmasi, yani ug degerlere sahip (cok biiyiik degerlere sahip) ilgelerin var olmasidir. Bu
ilgeler ¢ekilen orneklemde yer almadiginda tahmin degerlerinin gergek degere gore
kiigiik ¢ikacagi agiktir,

Tablo 3. Ortalama Tahmin Edicilerin HKO Degerleri

Tahmin Ediciler HKO Degerleri
Prasad 490426,8855
Singh-Kakran 591151,0887
Upadhyaya-Singh 1 583869,1092
Upadhyaya-Singh 2 585756,7796

Tablo 3’ten, ele alinan degiskenler iizerinde en iyi tahmin edicinin Prasad
tahmin edicisi oldugu agik bir sekilde goriilmektedir. Burada dikkat edilecek olursa
Upadhyaya-Singh 1 tahmin edicisi Upadhyaya-Singh 2 tahmin edicisine gore daha iyi
bir tahmin edici olarak bulunmustur. Bu sonucun, Upadhyaya ve Singh (1999)
caligmasindaki sonu¢ ile c¢elismesi ilgi ¢ekicidir. Cekilen o©rneklem sayisi
degistirildiginde de tahmin edicilerin HKO degerlerinin siralamasinda bir degisiklik
olmamakta ve dolayisiyla bu sonug degismemektedir.

5. SONUC

Bu ¢alisma literatiirde yer alan énemli oransal tahmin edicileri kuramsal olarak
inceledikten sonra yapilan bir uygulama ile dort oransal tahmin ediciyi HKO
degerlerine gore birbiriyle karsilastirmigtir. Bu karsilagtirmanin sonucunda bu veriler
i¢in en 1yi tahmin edici Prasad (1989)"in 6nerdigi tahmin edici olarak bulunmustur.

1999 yilina ait iki tahmin edicinin de Prasad (1989)’in tahmin edicisine gore
daha biiytik HKO degerine sahip olmasi ve Upadhyaya ve Singh (1999), 6nerdikleri bu
iki tahmin ediciyi temel bir oransal tahmin edici olan Prasad (1989)’in tahmin edicisiyle
karsilastirmamus olmasi oldukega diisiindiiriiciidiir.

110



Oransal ve Carpimsal Tahmin Ediciler

Bu galigmanin devanmu olarak, uygulamada verilen degiskenlerin o6zellikleri
bakimindan 6rneklem ¢ekimi basit rastgele 6rnekleme yontemi yerine tabakali rastgele
ornekleme yontemi ile yapilabilir. Bu durumda, kuramsal olarak oransal tahmin ediciler
yerine tabakah 6rnekleme yontemine gore diizeltilmis yeni oransal tahmin ediciler elde
edilmelidir. Bu yeni tahmin edicilerin bu ¢alismadaki veriler i¢in daha duyarl olacag:
diisiintilmektedir.
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Ratio Type and Product Estimators

ABSTRACT

This study reviews recent ratio type estimators statistically and
introduces product and ratio-cum-product estimators. Besides, the
precision of these ratio type estimators are compared by an

application

Key Words : Ratio type estimation, product estimation, ratio-cum-
product estimation, precision.
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