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g-Catis1 Kullanilarak Reel Kuaterniyonlar ile Olusturulan Kanal ve Tiip

Yiizeylerinin Karakterizasyonlari
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Oz

Bu ¢alisma, g-catisina gore parametrize edilen kanal ve tiip yiizeylerinin birim kuaterniyon yardimui ile elde edilen yeni
ifadeleri temel alinarak hazirlanmistir. Elde edilen bu yeni ifadeler lizerinde Gauss ve ortalama egrilikler hesaplanmus,
verilen 6rnekler ile yapilan ¢alisma zenginlestirilmistir.
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Characterizations of Canal and Tube Surfaces Formed by Real Quaternions
Using g-Frame

Abstract

This study was prepared on the basis of the new expressions obtained with the help of a unit quaternion of canal and tube
surfaces parametrized according to the g-frame. Gaussian and mean curvatures were calculated on these new expressions
obtained, the study done with the examples given was enriched.
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1. Giris

Kanal yiizeyleri ilk olarak 1850 yilinda Monge tarafindan incelenmistir. Bir kanal yiizeyi;
merkezi spin egrisinde bulunan degisken yarigapli haraketli bir kiirenin zarfidir. Hareketli kirenin
merkezlerinin yoriingesi olan egri, kanal yiizeyinin merkez (spin) egrisi olarak adlandirilir. Kanal
ylzeyleri boru, direk, halat gibi cisimlerin geometrik modellemesinde kullanilarak
miihendislik ve tip ¢alismalarinda yaygin olarak ele alinmaktadir. Yaricap fonksiyonu sabit ise
kanal yUzeyi tip veya boru yiizeyi olarak adlandirilir (Do Carmo, 1976; Gray ve ark., 2017; Xu ve
ark., 2006; Maekawa ve ark., 1998; Dogan ve ark., 2011; Dogan ve ark., 2012; Dogan, 2012). Kanal
ylzeylerinin temel geometrik 6zellikleri (Xu ve ark., 2006) da incelenmistir. Ayrica, bu makalede
yerel olarak kendisi ile kesismeyen kanal yuzeyleri incelenerek bu ylzeylerin alan1 ve Gauss egriligi
hesaplanmistir. (Maekawa ve ark., 1998) da tiip yiizeyinin tekil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
incelenmis ve bu ylizeylerin rasyonel parametrizasyonu i¢in algoritmik bir yontem gelistirilmistir.
Son zamanlarda baz1 yazarlar tarafindan, 3-boyutlu Oklid uzaymnda farkl ¢atilar kullanilarak tiip
yiizeyleri incelenmektedir. Ornegin Serret-Frenet, Bishop, Darboux ve g-gatis1 yardimiyla tiip
yiizeyleri incelenerek geometrik ozellikleri verilmistir (Dogan ve ark., 2011; Dogan ve ark., 2012;
Dogan, 2012; Dede ve ark., 2015; Dede ve ark., 2015; Koyuncu, 2020). Egriler ve yiizeyler teorisi
diferansiyel geometrinin temelini olusturur. Gelisen teknoloji ve artan ¢alismalarla birlikte yiizey
teorisi ¢ok genis bir ¢calisma alan1 olusturmaktadir. Bu alanda yapilan ¢alismalardan bazilar1 (Kazan
ve ark., 2019; Kazan ve ark., 2021; Celik ve ark., 2023) da verilmistir. Yiizeyler teorisinin 6zellikle
fizik, miihendislik, tasarim ve bilgisayar modellemesinde birgok uygulamasi vardir. Béylece, Oklid
uzayinda 6zel yiizeylerin geometrik yapisi, geometriciler i¢in 6nemli bir ¢aligsma alani haline gelmistir
(Hacisalihoglu, 1994; Sabuncuoglu, 2010). Ayrica, bir parametreli dizlemsel homotetik hareketlerle
elde edilen bir dogru pargasi tarafindan siipiiriilen bolgenin alan1 ve uzaysal homotetik hareketler
altinda siiptiriilen bolgenin hacmi incelenmistir (Duldul, 2020). Kuaterniyonlar ve kuaterniyonlarin
bazi uygulamalar1 (Hacisalihoglu, 1983; Ozdemir, 2020) de incelenmistir. Ayrica, (¢ boyutlu reel
vektor uzayinda reel kuaterniyonlar ve bu reel kuaterniyonlar1 kullanarak kanal yiizeyinin geometrik

modellemesi ve uygulamalar1 (Aslan ve ark., 2016; Aslan, 2017) de ele alinmstir. (Gok, 2017) de

kuaterniyon ¢arpimi ve matris temsili kullanarak {N : C,W} alternatif ¢cat1 yardimiyla merkezleri, bir

uzay egrisinin kiiresel gostergeleri olan kanal yiizeyi elde edilmistir.

Bu calismanin amaci, Serret-Frenet catisindan daha avantajli olan g-catisin1 kullanarak,
kuaterniyon yardimiyla kanal ve tiip ylizeyini yeni bir yaklagim ile ele almaktir. Bu sayede gerek
muhendislikte ve tipta, gerekse matematik ve geometrik uygulamalarda yilizey modellemesiyle farkli
sekiller elde edilebilmektedir.
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2. Materyal ve Metot

Kanal ytizeyi, merkezlerinin yoriingesi Q:(a,b) — R® spin egrisi iizerinde bulunan ve yarigapi
r(s) ile tanimlanan, degisen yarigapli hareketli bir kiirenin zarfidir. Q(s), egriligi sifirdan farkl

bir kanal yiizeyinin birim hizli merkez egrisi olsun. O halde kanal ylizeyi parametrik olarak
K(s,0)=Q(s)—r(s)r'(s)t(s)xr(s)y1-r?(s)(cosén(s)+sindb(s)) (1)

seklinde tanimlanir. Yarigap fonksiyonu r(s)=r sabit olmasi durumunda, kanal yiizeyi bir tiip

ylizeyi veya boru yiizeyi olarak adlandirilir ve parametrik olarak tiip yiizeyi

T(s,0)=Q(s)+r(coson(s)+sindb(s)), 0<O<2x (2)

denklemi ile ifade edilir. Burada t(s),n(s),b(s) sirasiyla, Q merkez egrisinin Q(s)

noktasindaki tegeti, asli normali ve binormalidir (Do Carmo, 1976; Gray ve ark., 2017; Xu ve ark.,
2006; Maekawa ve ark., 1998; Dogan ve ark., 2011; Dogan ve ark., 2012; Dogan, 2012). Simdi de
Serret-Frenet catisina alternatif olarak (-catisini ifade edelim. g-¢atisinin Serret-Frenet catisina gore
iki Onemli avantaji vardir. Ilki, tiirevin mevcut olmadigi durumlarda Serret-Frenet catisi
tanimlanamazken, q-gatmin tanimlanabilmesidir. Ikincisi ise q-catisinin egrinin teget vektorii

etrafinda ortaya ¢ikan gereksiz biikiilmeyi 6nlemesidir. k,=(0,0,1) ve A=(a,b,c) olsun,
AnK, =(b,—a,0) oldugundan A vektorii Xy-diizlemine iz diisiiriilmiis olur. Burada A sembolii

vektorel carpimi ifade eder. Buna gore k iz diisiim vektorii eksenler dogrultusunda birim vektor
olarak alinir. Bir egrinin teget vektorii ile k iz diisiim vektori paralel olursa t Ak =0 oldugu dikkate

alinmalidir. g-gatisini ii¢ tipte siniflandirabiliriz. z-ekseni, y-ekseni ve X-ekseni yoniindeki g-catilar
sirastyla {t, n,, by, kz}, {t, N, 0, ky} , {t, n,, by, kx} ile gosterilir. Burada iz diisiim vektorleri sirasiyla
k,=(0,0,1), k, =(0,1,0),k, =(1,0,0) olarak tanimlanmaktadir.

Bir Q(s) uzay egrisi boyunca g-¢atisi

s=%ns=t(3)—/\k S)=T(Ss)AN, (S
t( ) ”Q’(S)”’ q( ) ”t(S)/\k”’ bq( ) t( ) q( ) (3)
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esitlikleri ile tamimlanir. Burada ||||, ile Oklid normu ifade edilmektedir. k, t, n,, b, sirasiyla Q(s)

egrisinin izdiisiim vektori, tegeti, kuasi normali, kuasi binormalidir (Dede ve ark., 2015). Matris

formundaki g-catisinin tiirev formiilleri
t'=kn, +k,b,, ny =-kt+k}b,, b =-kt-ksn, 4)

denklemleri ile hesaplanir (Dede ve ark., 2015; Dede ve ark., 2015; Koyuncu, 2020).
Oklid 3-uzayinda X ylzeyini X (s,t)=(X,(s,t), X,(s,t), X,(s,t)) ile gosterelim ve n, X yiizeyi

Uzerinde

(%)

o X (s0AX(s)
()= X (5.0~ X, (5.0

X (s,t
ile tanimlanan standart birim normal vektdr alamdir. Burada X (s,t)= (g ) dir. O halde X
S

yuzeyinin 1 birinci temel formu ve 1l ikinci temel formu sirasiyla,

| = Eds® + 2Fdsdt + Gdt?
Il = eds® + 2 fdsdt + gdt?

dir. Burada

E=(X,, X)), F=(X, X)), G=(X,, X,) (6)

e=(Xo N), F=(X0,N), g =(X,, N)

ss?

(7)

dir. Burada (,) Oklid i¢ carpim ifade eder. (6) ve (7) esitlikleri kullanilarak yiizeyin K Gauss

egriligi, H ortalama egriligi sirastyla,

_eg—f? vy - E9—2Ff +Ge
EG-F?’ 2(EG-F?)

(8)

ile hesaplanir (Hacisalihoglu, 1994; Sabuncuoglu, 2010) . {t(s),n, (s).b, () =t(s)an, (s)}, Q(s)

birim hizli merkez egrisinin g-catisi olsun. O halde kanal yiizeyi ve tiip yiizeyi sirasiyla,
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K(s,0)=Q(s)-r(s)r'(s)t(s)xr(s)1-r"(s)(coson, (s)+sin o, (s))

9)
T (s,0)=Q(s)+r(coson, (s)+sin b, (s)) (10)

olarak ifade edilir (Dede ve ark., 2015; Dede ve ark., 2015; Koyuncu, 2020).
Simdi de kuaterniyonlarla ilgili temel kavramlar1 verelim. Kuaterniyonlar kompleks sayilarin
bir genellestirilmesi olarak 1843 yilinda Irlandali matematik¢i Sir William Roman Hamilton

tarafindan ifade edilmistir.
IH :{q1+q2i+q3j+q4k %= j? =k*=ijk=-1 q,,9,,9,,0, € IR}

dortlii say1 kiimesine kuaterniyonlar kiimesi, bu kiimenin elemanlarina da kuaterniyon denir.

Matematiksel olarak, bir q reel kuaterniyon q=q,+0Q,i+0,j+0,K olarak tanimlanir. Burada

0., 05, 0, reel say1 1, J,K ise

i2= j2=k? =ijk =1 (11)
ij =— ji =k, jk =—Kj =i,ki =ik = j (12)

Kosuluna sahip sanal sayidir. ¢, skalar kisim ve Q,i+0,]j+0,k vektorel kisim olarak tanimlanir.
Skaler ve vektorel kisimlart sirasiyla, S(q) ve V(q) ile gosterilirse, g kuaterniyonu kisaca
ad=S(q)+V(q) seklinde yazilabilir. Eger S(q)=q,=0 ise g bir saf kuaterniyon olur.
q=0,+0,0+0j+0q,k ve p=p,+ p,i+ p,j+ p,K iki kuaterniyon olsun. Bir kuaterniyonun eslenigi,

iki kuaterniyonun toplami ve bir kuaterniyonun bir skaler ile ¢carpimi sirasiyla,

q=5(a)-V(a4)=0—0,i —0j —a.k (13)
a+p=(S(a)+S(p))+(V(a)+V(p)) (14)
20 =2S(q)+AV (q) (15)

dir (Hacisalihoglu, 1983; Ozdemir, 2020). Ayrica g ve p kuaterniyonlarinin kuaterniyon ¢arpimi

qxp=8(a)S(p)—V(a).V(p+S(a)V(p)+S(p)V (a)+V (a)AV(p) (16)

dir. g kuaterniyonunun normu
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lall = JaxT = /axq =&+ +0 +0? (17)

dir. Eger |g|=1 ise, q kuaterniyonu birim kuaterniyon olarak adlandirihr. q =g, +0,i+0,j+0,k
birim kuaterniyonunun kutupsal gosterimi q=cos(6)+m.sin(#) ile tanimlanir. Burada m birim

vektort donme ekseni, @ donme agisidir. g kuaterniyonunun tersi

gt=—_ q=0 (18)
&l
olarak verilir. y:IR® — IR® bir lineer déniisiim ve y(v)=gxvxq™ olsun. Burada g bir birim

kuaterniyon ve v bir saf kuaterniyondur. Boylece her q = ¢, +q,i + 0, j + 0,k birim kuaterniyonu igin

IH kuaterniyon kiimesinin saf kuaterniyonun baz elemanlari kullanilarak w nin M matris temsili

O +0; 0 —0; —20,0,+20,0; 20,0, + 20,0,
M=| 2q0,+29,0, 0 —0:+0;—0; 20,0, —20,0,
20,0, +20,0,  20,0,+20,0, G —0;—0;+0;

(19)

olarak ifade edilebilir: M.MT =1 ve detM =1 oldugu i¢in M bir ortogonal matristir.

3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametreli homotetik hareket

MR e

doniistimiiyle verilir. Burada Y ve X sirasiyla, R’ sabit uzay ve R hareketli uzayin ayni noktasinin

konum vektorleridir. Ayrica h, A ve C sirasiyla homotetik skaler, ortagonal matris ve 6teleme
vektorii olarak adlandirilan s parametresine gore siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir (Duldul,
2020). Q(s,0)=cos@+sinGt(s) birim kuaterniyonu S® = R* de bir fonksiyon ve t(s)=(t.t,,t;)
de Q(s) merkez egrisinin teget vektorii olsun. O halde y lineer doniisiime karsilik gelen M matrisi

(19) denkleminde yerine yazilarak
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cosza+sin29(Tf—T22—T32) ~2sin@(cosdT, —sinOT,T,)  2sin@(cosdT, +sinOT,T,)
M =| 2sin@(cosdT,+sindTT,) cos’O+sin®O(T) -T2 -T})  2sinO(sindT,T,—cosdT,) | (21)
2sinO(sin OT,T,—cosAT,)  2sin(cosdT, +sindT,T,)  cos® O +sin® O(T7 -1, -T7)

matrisi elde edilir (Aslan ve ark., 2016; Aslan, 2017). {t(s), n(s),b(s)}, Q(s) birim hizli merkez
egrisinin Serret-Frenet ¢atis1 olsun. Q (s, 9) xN (s) kuaterniyonu kullanilarak (1) ve (2) esitliklerinden

kanal ylizeyi ve tup yuzeyi
K(s,8)=Q(s)-r(s)r'(s)t(s)=r(s)yL-r?(s) Q(s,8)xn(s), (22)
T(s,0)=Q(s)+rQ(s,0)xn(s) (23)
esitlikleri ile verilir. K(s,6) kanal ylizeyinin homotetik hareket ile ifadesi

K(s,0)=7(s)+c(s)M n(s) (24)

ile verilir. Burada y(s)=Q(s)—r(s)r'(s)t(s), o(s)=#r(s)1-r*(s) ve n(s), Q(s) egrisinin

birim normalidir. T (5,49) tlp ylzeyinin homotetik hareket ile ifadesi
T(s5,0)=Q(s)+rM n(s) (25)

dir. Burada Q(s) homotetik hareketin dteleme vektorl, r homotetik skalast M ortogonal matris

n(s), Q(s) egrisinin birim normalidir (Aslan ve ark., 2016; Aslan, 2017; Gok, 2017).

3. Bulgular ve Tartiyma

Bu bolumde, g-catis1 kullanarak kuaterniyonlar yardimiyla IZ(S,@) kanal ve 'I:(S,G) tlp

yiizeylerinin denklemleri elde edilmistir. Buna ek olarak bu ylizeylerin kuaterniyon yardimiyla birinci
ve ikinci temel formlari, Gauss ve ortalama egrilik karakterizasyonlar1 hesaplanmistir ve baz1 sayisal

ornekler verilmistir.

Teorem 3.1. R® uzayinda alinan Q(s) birim hizh egrisinin q— gatisi {t(s), nq(s),bq(s)} olsun.

K(s,0) kanal yiizeyinin merkez egrisi Q(s) ve S°cR*de Q(s,8)=cos@+sinét(s)birim
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kuaterniyon ve Q(S,H)an (S) kuaterniyonu goz oniine alindiginda kanal yiizeyinin parametrik

denklemi
K(s,0)=Q(s)-r(s)r'(s)t(s)£r(s)1-r?(s) Q(s.8)xn,(s) (26)

dir. Ayrica Q(s,8) birim kuaterniyonu igin y : R® —» R® matris déniisiimii kullamlarak K(S,Q)

kanal yuzeyinin homotetik hareket ile ifadesi

K(s,0)=y(s)+o(s)M n,(s) (27)

ile verilir. Burada y (s)=Q(s)—r(s)r'(s)t(s), o(s)==r(s)1- r'’(s) ve n,(s), Q(s) egrisinin

kuasi normalidir.

Ispat: Q(s,0)=cos@+sindt(s) birim kuaterniyon ve n, (s), Q(s) birim hizl egrisinin saf kuasi
normal vektorl olsun. O halde Q(S,H) ve n, (S) kuaterniyonlarinin kuaterniyon ¢arpimi (16) da

yerine yazilirsa Q(,0)x n, (s)=cos on, (s)+sin ob, (s) dir. (9) denklemi gz 6niine alinirsa kanal

ylizeyi (26) elde edilir. Diger taraftan (20) denkleminde homotetik hareketin 6teleme vektord,

homotetik ~ skalast  ve  ortogonal  matrisi  sirasiyla, 4 (S) = Q(S) -r (S) r' (S)t (S) ,

o(s)=r(s)y1-r?(s) ve M oldugu géz 6niine alinirsa (27) elde edilir.

Sonug 3.2. T(s,6) bir tip yizeyi ve Q(s) de bu tip yiizeyinin merkez egrisi olsun.
Q(s,0)=cosd+sin Ot (s) birim kuaterniyon ve {t(s), n,(s).b,(s)}, Q(s) egrisinin g-gatis1 olsun.

Q(S, 9) xn, (S) kuaterniyon c¢arpimi kullanilarak tiip yiizeyinin parametrik denklemi
f(s,@)=Q(s)+r(Q(s,9)x nq(s)) (28)

olarak elde edilir. Q(s,8) birim kuaterniyonu icin y :R®— R® matris dniisiimii kullanilarak

i~

T (s,0) tiip ylizeyinin homotetik hareket ile ifadesi

T(5.0)=Q(s)+rM n,(s) (29)



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(3), 1120-1140, 2024 1128

dir. Burada Q(s) homotetik hareketin 6teleme vektorii, r homotetik skalasi M de ortogonal

matrisidir.

Teorem 3.3. IR® uzaymnda alman Q(s) birim hizl egrisinin g — gatisi {I(S), n, (S),bq (S)} olsun.
f(s,@) tlp yiizeyinin merkez egrisi Q(S) ve S*cR'de Q(S,0)=C080+Sin0t(s) birim

kuaterniyon olmak iizere Q(s,8)xn, (s)kuaterniyon ¢arpiminin birinci mertebeden kismi tiirevleri

) £(Q(s.0)xn, (5))=(Q.(5.0)n, () +(Q(s.0)<n (5)) = (cos6n (5) +sin et ()

dir.

Ispat: i) Q(s,0)=cosfd+sin6t(s) birim kuaterniyon ve n,(s) saf kuasi normal vektori olsun.

Q, (S, 9) ve n, (S) kuaterniyonlarinin kuaterniyon ¢carpimi kullanilarak (16) da yerine yazilirsa

(Q.(s,0)xn, (5)) =(sindt'(s)xn, (s)) ==sint'(s),n, (s)) +sin Ot' (s) An, (s)
=—sinO(k,n, (s)+k;b, (5).1, (s)) +sin@(kn, (s)+kyb, (s)) A, (s)
=—k,sin&(n, (s),n,(s)) +k,sindb, (s)An,(s)
=—k,sin@—k,sint(s) (30)

Benzer sekilde Q(s, &) birim kuaterniyon ve n; (s) saf kuasi normal vektéri (16) da yerine

yazilirsa

(Q(s,0)n; (s)) =(cos 0+sin 0t (s))x; (s) = —sin 6t (), m; () + cos o (s) +sin 6t (s) A (s)
=—siné(t(s),m; (s)) +coson; (s) +sin Ot (s) An; (s)
=—sing(t(s),—kyt(s)+k;b, (5))+coson; (s)+sinO(t(s) A=kt (s)+kjb, (s))
— k,Sin@+cosOn; (s)+sin Ok, (s) Ab, (S)

=k, sin@+coson; (s)—k,sinon, (s) (31)
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(30) ve (31) taraf tarafa toplanirsa

(Q(5,0)xn,(s))+(Q(s,0)xn; (s)) =k, sinO—k,sin Ot (s)+k,sin@+coson; (s)—k,sinon, (s)
=—k, sin6t(s)+coson; (s)—k,sinén, (s)
=cosdn; (s)+sin O(—k,t(s)—k;n, (s))

=coson; (s)+sindb;(s)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

i) Q(s,0)=cos@+sindt(s) birim kuaterniyon ve n (s) saf kuasi normal vektor olsun. Bu

durumda Q,(s,8) ve n,(s) kuaterniyonlarmmn kuaterniyon ¢arpimu ile ispat tamamlanr.

Sonug 3.4. IR® uzaymda Q(s) birim hizl egrisi T (s,6) tiip yiizeyinin merkez egrisi olmak iizere,

Q(s,0)=cosO+sinét(s), S°cR* de bir birim kuateriyon ve {t(s),n,(s).b,(s)}, Q(s)
egrisinin  g-catist  ve N (s), Q(s) egrisinin  kuasi normal  vektéri  olsun.

Q(s,0)xn,(s)=cosén, (s)+sindb, (s) kuaterniyonunun ikinci mertebeden kismi tiirevleri

i) ﬁ(Q(s, 0)xn,(s))=(Qy (s.0)xn, (s))=(~cosO-sin ot (s))xn, (s) =—coson, (s)-sinob, (s)

sonug 3.5. IR*uzayinda Q(s) birim hizli egrisi T (s,0) tiip yiizeyinin merkez egrisi olmak {izere

Q(s,0)=cos@+sin6ot(s), S°cR'de bir birim kuaterniyon ve {t(s) n,(s).b (S)} Q(s)

g (3]
egrisinin g-catist ve n, (s), Q(s) egrisinin kuasi normal vektorii olsun. 'I:(S,G) ylzeyinin birim

normal vektoru ,
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(t(s)+r(QS(s,¢9)an(s)+Q(s,6?)><n("(s)))/\(r(Qg(s,H)an(s)))
n,(s,0)= =Qyy(8,0)xn, (s
(5.0) [(t(5)+1(Q.(5.0)xn, (5)+Q(s.0)x 1 (5))) A (F (@, (5.0)x1, (5)) ) (5,0)xn,(s)

dir.

Sonug 3.6. Q(S) birim hizli egrisi IR® uzayinda f(s, 0) tiip ylizeyinin merkez egrisi olmak iizere
Q(s,6)=cos@+sinét(s), S*cR'de bir birim kuaterniyon ve {t(s),n,(s).b,(s)}, Q(s)
egrisinin g-gatist ve N, (s), Q(s) egrisinin kuasi normal vektorii olsun. f(s,@) ylizeyinin birinci

ve ikinci temel formun katsayilari sirasiyla,

E, = Ht(s)+ r%(Q(s,H)x n, (s))
F, = r2<—(Q(s,¢9)an (5))- 2 (Q(s.0)<n, (s))>
G, =r’

o= t16) [ 205000, 9) ) 2 (@000, 9)
f, = <6_‘99(§(Q(s,9) nq(s))j,;—;(Q(s,H)an(s))>

g ="

dir.

Sonug 3.7. Q(S) birim hizli egrisi IR® uzayinda f(s, 6?) tiip ylizeyinin merkez egrisi olmak iizere
Q(s,6)=cos@+sinét(s), S*cR‘de bir birim kuaterniyon ve {t(s),n,(s).b,(s)}, Q(s)
egrisinin g-catist ve N, (s), Q(s) egrisinin kuasi normal vektdrii olsun. T (s,0) yiizeyinin K, Gauss

ve H, ortalama egriligi sirasiyla,
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2 82

t(s)+r £ (Q(5.0)xn,(9)) 2+r<t’(s)+ r(aasz(Q(s,H)an (s))),aez(Q(sﬂ)an (s))>

o <§S(Q(s,9)x n(5)). 2 (Q(s.0)<n, (s))><§9(;(Q(s,9)x n, (s))),;;z(Q(s, o)xn, (s))> |
2{

dir.

t(s)+r 2 (Q(5.0)xn,(5))

Ornek 1: Q(s) =(coss,sins,1) birim hizh egri olsun. k, =(0,0,1) izdiisiim vektdriine sahip z-ekseni
yonundeki g-catisi

t(s)=(-sins,coss,0), n,(s)=(coss,sins,0), b, (s)=(0,0,1)

olarak elde edilir. O halde Q(s,6)=cos&+singt(s) birim kuaterniyonu igin y doniisiimii (21)

deki M matris temsili

cos? @ —sin® Hcos2s —sin®@dsin 2s —c0s5ssin 26
M = —sin®@sin2s cos? @ +sin*@cos2s  sinssin260
sin20sins —sinssin 26 c0s 20

olarak elde edilir. (27) deki denklemde r(s)=sins alinirsa boylece kanal yiizeyi
K(s,0)=Q(s)-r(s)r'(s)t(s)£r(s)y1-r(s)M n,(s)

= (cos s,sin s,l)+%sin 25(—sin s,coss,O)J_rsin2 s(cosscosZ@,sin $C0S 26, 5in 5€0S5SiN 26 —sin® $€0s$sin 29)

1. . .
coss—asm 2ssins+sin’ scosscos 26,

) 1. ) ]
=/ sin s+§sm 2sC0s S +sin? ssin scos 26,

1+sin? s(sin $C0SSSin 260 —sin? scos ssin 249)
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) -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 (o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 1: g-catis1 kullanarak reel kuaterniyonlarla olusturulan kanal yiizeyi

Ornek 2. Q(t) :( —Sintj bir egri olsun. k, =(0,0,1) izdiisiim vektdriine sahip

icost i 2
VI3 V13’ (i3

z-ekseni yoniindeki g-gat1 vektorleri

t(t)=(-sint,0,cost), n,(t)=(0,1,0), b, (t) =(—cost,0,—sint)

olarak elde edilir. O halde Q(t,8)=cos@+sindt(t) birim kuaterniyonu igin  nin M matris

temsili

cos’ @—sin?@cos2t —sin26cost —sin®@sin 2t
M = sin 26 cost cos26 sin 2@sint
—sin?@sin 2t —sin2@sint  cos® @ +sin® O cos 2t

olarak elde edilir. Bdylece Sonug (3.2) den tiip yiizeyini T (t,0)=Q(t)+rM n,(t) olarak alabiliriz.
O halde

T(t,0)=Q(t)+rM n,(t)

—sin 20 cost, cos 26, —sin 26sint)

—( 2 cost 3 2 sintJ+r(
V13 '\13' 13

V13 Vi3 V13

= (icost —rsin 29cost,i+ r cos 29,isint— rsin 205intj
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r= % alinirsa Sekil 2°deki tiip yiizeyi elde edebiliriz.

f(t,a) = Eicost —%sin 20cost,i+%cos Ze,isint—%sin 203intj

J13

V13 V13

A

L —— ~0.5

Sekil 2. g-¢atis1 kullanarak reel kuaterniyonlarla olusturulan tiip yiizeyi

T (t, 49) tiip yiizeyin birinci temel form ve ikinci temel formun katsayilari sirasiyla

2
E =[i—lsin2¢9) , F, =0, G, =1
2 q q

T\ 3

ve

&

(_Lsin 20+%sin226’j, f,=0, g,=2

V13

dir. Bu yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla,

3383in20(—45 +13cos49+16J1_3sin29)

q

(4v13 —138in26’)3

{2 (388—26000349—167\/1_33in20 +13J1_3sin69)

H, = 5
2

(45—13cos49—16J1_35in20)

olarak hesaplanir.

1133
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Sekil 3. Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin yiizey tizerindeki grafikleri ve varyasyonu

Ornek 3. Q(t)=(3t,4t,1)bir egri olsun. k, =(0,0,1) izdiisiim vektSriine sahip z-ekseni yonindeki

g-catist
g,%,o), nq(t):(g,—g,Oj, b, (t)=(0,0,-1)

olarak elde edilir. O halde Q(t,8)=cosé+sindt(t) birim kuaterniyonu igin  nin M matris

temsili

cosze—lsinze ﬁsin20 ﬁsin 20
25 25 5
M = Esin2¢9 c0326+lsin20 —Esin 20
25 25 5
%sin 20 §sin 20 cos 260
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olarak elde edilir. Boylece Sonug (3.2) den tiip yiizeyini T (s,0)=Q(t)+rM n,(t) olarak alabiliriz.
O halde

T(t,0)=Q(t)+rM n,(t)

=(3t,4t,1)+r (icos 20, —§cos 20, lsin 29]
5 5 25

=| 3t+ r.ﬂcos 20,4t — r.gcos 20,1+ r.lsin 20
5 5 25
r =25 aliirsa

T

T (t,0) =(3t+20c0s 26, 4t —15¢0s 26,1+ 75sin 20)

=7
. Flond
\’“—u,‘_,n\ | /=10
< __ | -

Sekil 4. g-catisi kullanarak reel kuaterniyonlarla olﬁsturulan tiip ylizeyi

T (t, 9) tiip yiizeyin birinci temel form ve ikinci temel formun katsayilari sirasiyla
E, =25, F, =0, G, =(14)" +(48sin20)’

ve

700
e, =0, f 9, =
\/(72 +(24sin20)’)

q

0,

q:

dir. Bu yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla,
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175
2(337-288cos46)

K =0, Hy=— -
2

olarak hesaplanir.

72

Sekil 5. Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinin yiizey iizerindeki grafikleri ve varyasyonu

Ornek 4. Q(t) = (t,t,t) bir egri olsun. K, = (O, 0,1) izdlisiim vektoriine sahip z-ekseni yonindeki g-

catisi

00
&l
&l
N—
>
o
—
~
N—
1]
7\

t(t):(
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olarak elde edilir. O halde Q(t,8)=cos@+sindt(t) birim kuaterniyonu igin y nin M matris

temsili
cosze—isinze —isin 2¢9+zsin20 isin 2¢9+gsin20
3 3 3 J3 3
M = isin29+gsin29 cosze—lsinze zsinze—isinw
3 3 3 3 Ng
gsin29+isin26? isin29+gsin26’ cosze—lsinze
3 3 V3 3 3 |

olarak elde edilir. Bdylece Sonug (3.2) den tiip yiizeyini T (t,0)=Q(t)+rM n,(t) olarak alabiliriz.
O halde

T(t,0)=Q(t)+rM n,(t)

1 . 1 . 1 . 1 ,.
=(t,t,t)+r| —=(cos26—sin’ @)+ —=sin 20, —=sin 20 + —(sin? & —cos 20 ,Oj
CORET R )
- t+ri(c0520—sin20)+isin20t+r(isin20+i(sin20—c0520)jt
NA J6 ’ J6 2 ’
r:\/g alinirsa

T(t,0) =(t +\/§(00526?—sin2 9)+sin 29,t+(sin 2¢9+\/§(sin2 6 —cos 249)),t)

sonucu elde edilir.

Sekil 6. g-catis1 kullanarak reel kuaterniyonlarla olusturulan tiip yiizeyi
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T (t, 0) tiip yiizeyin birinci temel form ve ikinci temel formun katsayilari sirastyla

q

E, =3, F,=(2+23)c0s20, G, =(343sin20+2c0520) +(343sin 20243 cos 20)
ve

123 +36

e =0, f g, =
\/16 cos? 20-+(12v/3 - 36)sin 20.c0s 20 +162sin” 20

q

0,

q:

dir. Bu yiizeyin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla,

K,=0, H, = 363

q

3
2

(85—77cos40)

olarak hesaplanir.

Sekil 7. Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlarinim yiizey tizerindeki grafikleri ve varyasyonu
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4. Sonuclar ve Oneriler

Bu calismada, g-¢atis1 yardimiyla olusturulan kanal ve tiip yiizeylerini farkli bir bakis agis1
getirilerek kuaterniyon gosterimi olugturulmustur. Daha sonra olusturulan bu ylizeylerin Gauss ve
ortalama egriligi gibi karakterizasyonlar1 elde edilmistir. Kanal ve tiip yiizeyleri bir¢cok alanda
kullanildig1 gibi tip alaninda 6zellikle damar, aort, bagirsak yapilarinin tasariminda yayginlikla
kullanilmaktadir. Bu nedenden dolay1 calismamizda elde edilen sonuglarin literatiire Onemli

katkilarda bulunulacag: disiiniilmektedir.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar caligmaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi1 Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢calismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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