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Ozet: /72 Oklid diizleminde P ve Q verilen iki sabit nokta olsun. P ve Q noktalarindan uzakliklar1 sabit bir
m:n oraninda olan tim X noktalarinin geometrik yerinin bir ¢gember oldugu iyi bilinir, burada m,n (m=n)
pozitif tamsayilardir. Bu ¢ember Apollonius’in ¢emberi (veya Apollonian ¢emberi) olarak bilinir [Brannan-
Esplen-Gray, 1]. Eger m=n ise, d(P,X):d(Q,X)=1:1 olacak sekildeki X noktalarimin geometrik yeri ise

[PQ] dogru pargasiin orta dikme dogrusudur. Bu makalede, S? birim kiire yiizeyi iizerinde Apollonian egrileri
tanimlanmis ve bu egrilerin kiire yiizeyi lizerinde diizlemsel egriler (biiylik cemberler) ve diizlemsel olmayan
egriler oldugu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Apollonian egrisi, Birim kiire, Biiyiik cember.

APOLLONIAN CURVES ON THE SURFACE OF THE UNIT SPHERE

Abstract: Let P and Q be two given fixed points in the Euclid plane// 2. It is well known that the locus of
points X whose distances from the points P and Q are in a constant ratio m:n is a circle, where m,n
(m=n) are some positive integers. This circle is known as the circle of Apollonius (or Apollonian circle)
[Brannan-Esplen-Gray, 1]. If m=n, the locus of points X such that d(P,X):d(Q,X)=1:1 is the
perpendicular bisector of the line segment [PQ]. In this paper, Apollonian curves on the surface of the unit

sphere S? is defined, and these curves were obtained as planar curves (great circles) and non-planar curves on
the sphere.
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1. GIRIS

S? birim kiire yiizeyi tizerinde P ve Q farkli
iki nokta ve m,n(n=0) tamsayilar olmak
iizere; d(P,X):d(Q,X)=m:n oranini
saglayan kiire yiizeyi izerindeki X
noktalarinin geometrik yeri Apollonian egrisi
olarak tanimlanir. Bdyle bir  egrinin kiire
yilizeyi tlizerinde bir biiyllk c¢ember veya
diizlemsel olmayan bir egri oldugu elde
edilmistir.

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu kisimda, vektorler ile ilgili temel kavramlar
ve egriler teorisi Gzet olarak verilecektir [Do

Carmo 2], [Oprea, 3].
Tamm 2.1.//° vektor uzaymda p=(p,, p,, p,)

ve §=(9,,0,,0,) gibi iki vektoriin i¢ ¢arpimi
<>: 0<% >[/] < p.g>= p.a, + P4, + Pyd,
seklinde tanimlanan bir reel sayidir.

Tamm 22. 0° de  p=(p,p.p)

ved=(q,,0,,0,) gibi iki vektoriin vektorel
carpimi
pxq :(pz O;— P3O P3Gh— P Gs PO~ P, ql)

olarak tanimlanan /7° de yeni bir vektordiir.
Bir p=(p,, p,. p,) vektoriiniin uzunlugu (veya

normu)  ||p|= 4/ P+ p5 + p? olarak

tanimlanir. Eger || [3||:1 ise p vektOriine birim
vektor denir. I¢ carpim ve vektorel carpim ile
ilgili asagidaki ozellikleri verebiliriz:

@ ol =<p. p>

(b) <P, d>=||p|||d|cos6, burada &, p
ve ( vektorleri arasindaki agidir;

(c) <D, q>=0 olmasi i¢in gerek ve yeter
sart P ve ( vektorlerinin dik olmasidir;

(d) Eger p ve (vektorleri lineer
bagimsiz ise bu takdirde px§ vektori p

ve ( vektorlerinin her ikisine de diktir;

(e) pxp=0 dir.
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Bundan béyle /7° i 3-boyutlu Oklid uzay:
olarak alacagiz.
Tanmim 2.3. 7 reel eksenin bir | agik

araligimn //° igine siirekli bir

ail 0%, alt) =(x(t), %), X)), tel,
diferansiyellenebilir doniisiimiine //® de bir
egri denir. Burada «(t)bir karsilik getirmedir,

yani, «af(t) her tel igin ~*® de bir
(%, (t), %, (1), x,(t)) noktasmna karsihk gelir.
Burada, x(t), x,(t), x,(t) diferansiyellenebilir
fonksiyonlaridir. t ye « egrisinin parametresi
denir. a(t) = /7* goriintii kiimesine « egrisinin
7% deki izi veya grafigi denir.

Tamm.2.4. a1 1 —/7°, a(t) =(%(t), X, (t), X;(t))
bir egri olsun. x(t), 1<i<3) fonksiyonlarinn

t ye gore birinci tiirevleri x/'(t), X, (t), x; (t)

olmak iizere & (t,) = (to). X (t)% (&)
vektoriine, «(t) egrisinin t, e | noktasindaki
teget vektorii (veya hiz vektorl) denir.
||07'(t0)|| sayisina da « egrisinin t, anindaki
hizt denir. Eger her tel ig:in"&'(t)”:l ise
a egrisine birim hizli bir egri denir. Eger her
tel igin &'(t);tﬁ ise « egrisine bir regiiler
(diizgiin) egri denir.

Tanmm 2.5. Regiiler bir «(t) egrisinin bir t,
degerinden t degerine kadar olan yay

uzunlugu s(t)=Jt) ||o?'(t)||dt olarak tanimlanir.

Burada, |a'(t)] = \/(xl (t))2 +(% o) +(x (t))2 dur.

Tamm 2.6. Eger «:l —//° egrisi s yay
uzunlugu parametreli (yani, birim hizli) bir
egri ise bu takdirde o egrisinin egriligi

x(S) = "07 (S)” olarak tanimlanir.

Tamm 2.7. Herhangi bir a:1 —//° egrisinin
- 7' (t )
birim teget vektorii T (t):ofl—(), asli normal
& (0)]
()

[Fol

vektorii N(t) = ve binormal vektorii
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B(t) =T (t)x N(t) olarak tanimlanir.

Tamm 2.8. «:1—//® birim hizh bir egri
olsun. « egrisinin burulmast

7(s) =— < B'(s),N(s) > olarak tanimlanir.

Teorem 2.1. «:1—//° herhangi bir egri
olsun. Bu takdirde,

- a(t) s a'(tyxa"(t)

T(t)=—L, Bt)=— 222

O PO Foxaol
|ei'(t) x & "(t)|

N(t) =B(t)xT(t), K(t):'

’

la®ff
_<a'yxa'w), a") >
&'ty x @ @)

7(t)

Tanim 2.9. Eger bir egrinin biitliin noktalar1 bir
diizlem tarafindan igeriliyorsa bu egriye
diizlemsel egri denir.

Tanmm 2.10. Bir kiire {izerinde yatan egriye
kiiresel egri ad1 verilir.

Teorem 2.2. Egriligi x>0 olan bir a:1 —//3
egrisinin bir diizlemsel egri olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul =0 olmasidir.

Teorem 23. Bir «:l—//°
cemberdir (veya ¢cember pargasidir) ancak ve
ancak egrilik x> 0sabittir ve burulma =0
dir.

egrisi  bir

3. S? BiRiM KURE YUZEYi UZERINDE
APOLLONIAN EGRILERI

Bu kisimda,

S?= {(xl,xz,x3) e53| X +X7 + X, =1}
birim kiire yiizeyi lizerinde Apollonian egrileri
ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilecektir.

Tamm 3.1. O merkezli S? birim kiire ylizeyi
tizerinde farkli iki nokta P(p, p,,p,) Ve
Q(9,,0,,0;,) olsun. P ve Q noktalar
arasindaki geodezik uzaklik d ise, bu durumda
POQ agist da d ye esittir. Ayrica P ve Q
noktalarina karsiik gelen p ve § konum
vektorleri igin

< P,0>=p,g, + P,0, + Py0, = P|||d] cosd =1.1.cosd
yazilabilir. Boylece, S° birim kire yiizeyi
P(pllpzlpa) Ve Q(quqzx%)
noktalar arasindaki kiiresel uzaklik

cosd =< P,q >= p,g, + P,0, + P3G,

ile verilir. Buradan, d uzakligi i¢in
d(P,Q)=cos™(< p,q>)

yazilabilir.

uzerinde

Tamm 3.2. S? birim kiire yiizeyi iizerinde P
ve Q farkli iki nokta ve m,n (n=0)
tamsayilar olmak iizere;
d(P,X):d(Q,X)=m:n oranmi saglayan kiire
yiizeyi tizerindeki X noktalariin geometrik
yerine kiiresel Apollonian egrisi  (veya
Apollonius’in  egrisi) adi  verilir  ve
Ap(P,Q;m:n) ile gosterilir. Eger m=n ise
Ap(P,Q;1:1) kiiresel Apollonian egrisi kiire
ylizeyi lizerinde bir diizlemsel egri (biiyiik
cember) ve m=n ise diizlemsel olmayan bir
egri belirttigi gosterilecektir.

Teorem 3.1. S? birim kiire yiizeyi iizerinde
P(p., .. P;) Ve Q(q,,0,,9;) farkl iki nokta ve
m,n (n=0) pozitif tamsayilar olsun. Bu

takdirde  d(P,X):d(Q,X)=m:n  oranim
saglayan X (X%, %;) noktalarinin
Ap(P,Q;m:n) geometrik yeri;

a) m=n ise bir diizlemsel egridir.

b) m=n ise bir diizlemsel olmayan
egridir.

Ispat: @) m=n olsun. Bu takdirde,

Ap(P,Q;1:1)={X|d(X,P)=d(X,Q),X €5}
kiimesini bulmaliyiz. p ve § vektorleri,
sirastyla, P ve Q noktalarmmin konum

vektorleri olmak tizere, I vektoriinii
_ Pxq
[Pl
olarak tanmimlayalim. Bu durumda, a¢ik olarak

F=(nn.n)

P, q, F vektorleri lineer bagimsiz vektorlerdir.
d(X,P)=0, d(X,Q)=p4,d(X,R)=6 diyelim.
Bu takdirde, d(X,P)=d(X,Q) oldugundan

o=/p dir. Diger taraftan, S° birim kiiresi
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iizerindeki herhangi bir X noktasinin konum
vektorii olan X igin
X=AP+A4LA+AF, 4 el/,i=123

yazabiliriz. Buradan X vektori ile sirasiyla,
P, G, T vektorlerinin i¢ ¢arpimlart alinirsa,

<XP>= 4 (P, P)+ 4 (G, B)+ A (T, B) = 4+ 4,(4. P),
<%,G>= 24 (P,0)+ 4, (4,0) + 4(F,4) = 4(P.0)+ 4,
<X F>= A (P F)+4,(0,F)+ A4(F.F)=1
esitliklerini buluruz. Buradan,

<X,p>=coso, <X, §>=c0s S, <X, T >=cosd

oldugundan
A+, <0,p>=coso,
A, <p,g>+4, =cos g,
A, =cosd
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden
bilinmeyen 4,4,,4, degerlerini bulmaliyiz.
Kiire tizerindeki herhangi iki nokta arasindaki
uzaklik formiiliinden
s=d(P,Q)=cos™(< p,g>)
dersek, coso =< p,§ > olur. Bu esitlik denklem
sisteminde yerine yazilirsa
A +4,C0856 =Coso
A, €C0so+ A, =cos B

A, =cosf
bulunur. Birinci denklem —coss ile carpilir ve
ikinci denklem ile taraf tarafa toplanirsa
4, (1-cos® 8) = cos B—cos o cos 5
elde edilir. Buradan da

C0S 3 —C0S o COSO

%= 1-cos’ S
deger A, =coso—A,coss ifadesinde yerine

bulunur. Simdi, bu

yazilirsa,
A = coso— cosﬁ—coszo-coséco
1-cos“o
_ €0SO —C0S G COS’ § —COS 3COS S +COS 0 COS” &
- 1-cos® &
_ C0So —C0s #Coso
© 1-c0stS
elde edilir. Diger taraftan, o = # oldugundan

SO

coso =cos B dir. Boylece,
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_ C0so —Cos fcoso

4 1-cos® &
coso (1-coss)
- (1-coss)(1+cos &)
coso
B (1+cos o)
ve
C0S 3 —C0S o COS O
%= 1-cos’ S
coso (1-coss)
- (1-cosS)(1+cosd)
coso
- (1+cosd)
elde edilir, yani
A=i = coso __ coso

(1+coss) (+<p,d>)
dir. Diger taraftan,
X=AP+A0+AT
= (AP A0 + &gty APy + Al + Al 2o Py + Ayl + AT

ve X e S?(ve dolayisiyla |X|=1) oldugundan
AP+ 200+ A+

2( 2 P20, + A P s, + oG A ) +

AP+ 20, + A +

2( APy A0, + APy Aoty + 2,0, 4T, ) +

AP+ A0+ AT+

2( A PyAyls + A sty + Ay0s 2 ) =1

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

A AR A AT

25 (22 (uh, + 0,1, +GgF, ) +

22 (Put+ Pl + Pty +

22,2, (P,0; + P, + Pyls) +

ﬂlz(plz n p22 " p32)+

2 (a4’ +a,” +0,°)-1=0

ikinci dereceden denklemi elde edilir. Buradan,
Ip|=1 ||| =1|F]|=1 ve pLF, dLF olduklar
kullanilirsa,

X +22, 2 (PG + Pl + Pyl + 47 + 47 ~1=0
elde edilir. Boylece,

Jy =F1= (A2 + 2,2 +24, < P, G>)
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CoSo

dir. Son olarak, 4 =24, =m
+<p,g>

degerleri

4, de yerine yazilirsa

2
s e
+<p,g>
bulunur. Bdylece
%(c)=Ap(P,Q; 1:1) =

coso . cosoc . _ 2cos’c
— + — FAL-——T
+<p,g> I+<p, > I+<p, >

vektorii tek bir o parametresine indirgenmis

2
olur. Bu ise Zco%gl kosulunu
I+<p,g>

saglayan o degerleri igin istenen egriyi verir.

¢) Simdi m=n olsun. Bu takdirde
Ap(P,Q;m:n):{X eSz|d(X,P):d(X,Q)=m:n}
kiimesini belirleyecegiz. ¥ vektoriinii
pxq
[Pl
olarak tanimlayalim. Bu durumda, p,  ve 7

r:("1' rzvra):

vektorleri lineer bagimsiz olurlar. Simdi,
d(X,P)=0,d(X,Q)=4 d(X,R)=6 ve

k=" diyelim. Bu durumda, o=k olur. S*
n

tizerinde herhangi bir X noktasina karsilik
gelen konum vektoriinii
K=AP+AG+ AT , A4 ell, =123

seklinde yazabiliriz. Buradan, X vektori ile

sirastyla p, § ve T vektorlerinin i¢ ¢arpimlari
alinirsa
<XP>=A<PP>+h <GP>+A < P>
=h+4 <0, p>

<Xg>=A4<p,q>+4 <q,G>+4 <7, 4>

=4 <P.G>+4,

<XIF>=A4 <P,r>+4<q,r>+4<r,r>

=4

esitliklerini buluruz.

<X,p>=coso, <X,g>=cosf, <X[I >=cosé

ifadeleri yerine yazilirsa

A+, <0,p>=coso
AL <p,g>+4,=cosf
A, =cosd
denklem sistemini elde ederiz. Diger taraftan,
kiire tlizerindeki iki nokta arasindaki uzaklik
formiiliinde 5 =d(P,Q)=cos™ (< p,d>)
dersek coss =< p,§ > olur. Buradan
A, +4,C085 =coso
A Cc0sS+ A, =cos g
A, =cosd
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem
sisteminde ikinci denklem —coss ile garpilir
ve birinci denklem ile taraf tarafa toplanirsa
/4, (1—cos’ 5) = coso —cos Bcos &
elde edilir. Buradan da
COS o —COS C0S O
h= 1-cos® s
bulunur. Simdi o=k oldugundan
cos(k)—cos fcoss
- 1-cos’ S
cos(kp)—cos < p,G>
T 1-(=<pa>)
elde edilir. Bu deger A, =cosp—4 coss
esitliginde yerine yazilirsa
cos(kB)—cos Bcoss
A =008 1-cos®* s ¢
_ cos f—cos(kp)cos s
- 1-cos? &
_cos f—cos(kp)<p,q>
- 1-(<pg>)
bulunur. Diger taraftan, |X|=1 ve
Xzﬂlp+ﬂzq’+ﬂsr:(ﬂip1+ﬂ’zq1+/13r1'
APy + 20, + Aty APy + A0 + Aot )
seklinde yazilabildiginden
AP AL+ A+
2( A puAy 0y + A PuAgh + Ay st ) +
AP+ A0+ A +
2( AP A0, + A Py AT, + AU At ) +
AP 200+ A +
2(/11 PsA, 0 + 4 Py sl +AzQ323r3) =1

dir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

A

0SS
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X' +242, < PG> +4" +2," =1=0
ikinci dereceden denklemi elde edilir. Boylece
A Ve 2, nin degerleri yerine yazilirsa

A :J_r\/l— cos’ (k3)+cos? ,B—Zf:(is(k,zﬁ)cosﬂ< PG>
1_(< p.q >)
bulunur. Sonug olarak,
o cos(kp)—cos S < p,G>
=Ap(P,Q;m:n)= 5
M= AP Q) = )
+cos,3—cos(kﬂ)< p.G> _
1-(<pg>)*
;Jl_ cos (k,B)+cos p- 2cos(kﬂ)cosﬁ<pq>

P

1-(<p,g>)’
vektorii tek bir g parametresine indirgenmis
olur. Bu ise
cos’ (k) +cos® g —2cos(kB)cos < Pp,d >
1-(<p,g>)°
kosulunu saglayan B degerleri igin istenen

1-—

egriyi verir.
Ornek 3.1. S? birim kiire yiizeyi iizerinde
farkli iki nokta p(o_ £] ve Q[O _z £J

2
olsun. Bu durumda, d(P,X):d(Q,X)=1:1

olacak sekilde kiire yiizeyi tizerindeki
X (%,%,,%) noktalarinin geometrik yerini

bulalim. P ve Q noktalarinin p ve g konum

vektorleri i¢in r = |E’ cj"_(l 0,0) dir. Diger
pxq
taraftan < p,g>= 0.0+1. [ j £ fzé

oldugundan coss =< p,q>=% dir. Simdi, x

vektoriinii P, G ve I vektorlerinin bir lineer
kombinasyonu olarak
NE)

i=ﬂm+ﬂzq+u=[ﬂg,%(ﬂl—ﬂz)q(&%)]

Yazabiliriz. Buradan, Teorem 3.1 (a) dan

2
=i =—"% vep-=% 1—2004
1< pG> 1+ < p,G>
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olacagindan 4, =4, :—cosa ve

A =7, ;1—30052 o elde edilir. Boylece,

2 2 4
X(o)==c0so P +—=c0so 4 F,/l-—cos’c T
(o) 530SO P +cosod ,f 36080
:{TL fl—%coszo—, 0, 2\—3/§c030j

{+% 9-12cos’ o, 0, 2\—350030J

dir. Burada, egrimiz 1—%0032 o >0 kosulunu

saglayan o degerleri i¢in tanimlidir. Yani,

egrimiz _—\2/530050s§ kosulunu saglayan
o degerlerine karsiik gelir. Egrimizin
bakildiginda
XZ —diizleminde yatan bir biiylik c¢ember
oldugu goriiliir (Sekil 1). Diger taraftan, Maple
programi ile yapilan asagidaki hesaplama
sonucunda da egrimizin egriliginin  x =1,

parametrik ifadesine

burulmasinin z=0 oldugu ve dolayisiyla, bir
diizlemsel egri oldugu goriiliir.

> dp:=proc(P,Q)

> P[1*Q[1]+P[2]*QI[2]+P[3]*QI3];
> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*QI[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,sigma);

> Xtt:=diff(Xt,sigma);
>RETURN(kappa=abs(simplify((nrm(xp(Xt,X
tt)))/((nrm(Xt))"3),symbolic)));
> end:

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,sigma);

> Xtt:=diff(Xt,sigma);
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> Xttt:=diff(Xtt,sigma);
>RETURN(tau=simplify((dp(xp(Xt,Xtt),Xttt))/
(nrm(xp(Xt,Xtt))"2),symbolic));

> end:

> X:=[(sqrt(1-4/3*(cos(sigma)*cos(sigma)))),
0, 2*((sqrt(3))/3)*cos(sigma)];

x| 2 5 1200s(0)7.0.2 5 co(o)|

>curv(X); k=1, >tor(X); t=0.

Sekil 1

Ornek 3.2. s? birim kiire yiizeyi iizerinde
farkli iki nokta p(ol £] ve Q(O 1 [j

olsun. d(P,X):d(Q X)=2:1 olacak sekilde

kiire ylizeyi tizerindeki X (%1%, %;)
noktalarinin geometrik yerini bulalim. P ve Q

noktalarma karsililk gelen p ve g konum

0

vektorleri  i¢in = px

=(1,0,0) bulunur.
o (,0,0)

Ayrica,< p,q >:% oldugundan cosé =% dir.

O

k= % =2 oldugundan o=24 dir. Boylece

coso =cos2/ dir. Diger taraftan,

x:zmuqmﬂgf':[ﬂe%(ﬂrﬂz) J;(% +,12)]

yazilabilir. Teorem 3.1 (b) den

1
cos(kB)—-cos B<p.g> C°S2ﬁ—5003ﬂ

-(<pg>’ 4.1
4

A=

4 2
=—C0s23——C0S 3,
3 P 3 P

1
cosf—cos(kp)<p.d> COSﬁ—Ecosz,B

AT pay 1

4
=%cosﬂ—§cosZﬁ
ve
- _c032(kﬂ)+coszﬁ—2cos(kﬂ)cosﬂ< p,q>
T 1-(<pg>)’

=F Jl—%cos p— cos 20+— cosﬁcosZﬁ

olarak bulunur. Buradan
~ cos(kB)—cos S < p,d>
= pasy
cosﬂ cos(kB)< p,q>
1-(<pg>)
J_r\/l_cos (kB)+cos? B—2cos(kB)cos B < pq’>
1-(<pg>)

p

ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

2(8) = T.h-2cos? p-2cost2pa 2
x(ﬂ)_[+\/l 3cos g 3cos 2ﬁ+30052ﬂcosﬂ,

cos S —C0s2p, ﬁ(cosﬂ+0052ﬂ)]

elde edilir. Bu egri i¢in Maple programu ile
asagida verilen hesaplama sonucunda z #0
oldugu gortlir. Bu ise egrimizin

cos’ (k) +cos® B - 2cos(kB)cos f< P.G>_
1-(<p.g>)

1- 20

kosulunu saglayan B degerleri icin diizlemsel

olmayan bir egri oldugunu gosterir. (Sekil 2
(a)-(b)).

> dp:=proc(P,Q)

> PIA*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*QI3];
> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*QI[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];
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> end:

> curv:=proc(X)

> local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);
>RETURN(kappa=(simplify((nrm(xp(Xt,Xtt)))
/

(nrm(Xt))"3,symbolic)));

> end:

> tor:=proc(X)

> |ocal Xt, Xtt, Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);
>RETURN(tau=simplify((dp(xp(Xt,Xtt),Xttt))/
(nrm(xp(Xt,Xtt))"2),symbolic));

> end:

>X:=[sqrt(1-4/3*cos(beta)*cos(beta)-
4/3*cos(2*beta)*cos(2*beta)+
4/3*cos(2*beta)*cos(beta)),cos(beta)-
cos(2*beta),sqrt(3)/3*(cos(beta)+cos(2*beta))]

X:=[% \/ 9—12 cos(B)2 — 12cos(2 B)z + 12cos(2B) cos(B) ,
cos(B) = cos(2B). 5 VT (cos(B) + cos(2P)) |

>curv(X);
K

(—64 cos(B)9 + 432005([3)8 - 1776005([3)6

o0 |—

+ 1728c0s(B)° — 648 cos(B)* + 96 cos(B)’ — 1)]/2/
(cos(B)*"* (cos(B)* ~ 3 cos(p) + 1))

> tor(X);

T= ((8 cos(B)G - 72 cos(B)5 + 60 cos(ﬁ)4 —20 cos(B)3

+6cos(B) — 1)

\/ -3—48 cos(B)4 +24 cos([i)3 + 36 cos(B)2 — 12cos(B)

\/T)/(M cos(B)9 — 432 cos([i)8 + 1776005([5)6
— 1728¢0s(B)” + 648 cos(B)* — 96 cos(B)” + 1)

dir. Ornegin, p :2% degeri i¢cin x ve r
degerleri

>evalf(subs(beta=2*Pi/3,curv(X)));
«=1.11583128
>evalf(subs(beta=2*Pi/3,tor(X)));
©=0.147051715

dir.
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15

Sekil 2(a)

15

Sekil 2(b)
Sonu¢ 3.2. P ve Q, S? birim kiire iizerinde
farkli iki nokta ve n=0 olmak tizere m,n
tamsayilar olsun. p ve g vektorleri dik ise bu
takdirde, d(P,X):d(Q,X)=m:n

saglayan  kiire

oranini

iizerindeki X (%0 %, %)
noktalarinin geometrik yeri,

a) Eger m=n ise

X(B) = cos(ﬂ)i)+cos,8(}$\/l—20T2ﬁ 7

ile belirli bir biiyiik cember,

b) Eger m=n ise

X(B) =cos(kB) p+cos BGF \ll—cosz (kpB)-cos’ B 7
ile belirli diizlemsel olmayan bir egridir.

ispat: a) Teorem 3.1 () den ;= %9 |
+<pg>

coso 2cos’ o -
=———— Ve 4, =F,[l-———— oldugunu

& 1+coso % +<pg> g

biliyoruz. p ve § vektorleri dik olduklarindan
<p,g>=0 dir. Boylece, A4 =4, =coso=cosp

ve 4, =Fy1-2cos’ g dir. Dolayistyla,
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X(cr) = cos B p+cos S qiwfl—Zcoszﬂ r

dir. Bu ise kiire yiizeyi tizerinde bir biiyilik
¢ember belirtir.

b) Teorem 3.1 (b) den
cos(kp)—cos < p,q>
1_(< pvq >)2
_cosB—cos(kp)<p,q> ve
1-(<pg>)

A=

L=t h cos’ (kB)+cos” B —2cos(kB)cos B < p,g >
o 1-(<pG>)
oldugunu biliyoruz.  Buradan, <p,g>=0

yazilirsa

A =cos(kp), A, =cosf3,

A= i\ll—cos2 (kB)-cos® B

olur. Dolayisiyla,

X(B) =cos(kp)p+cos g
1\/1— cos’(kB)—cos’ B ¥

bulunur.

Ornek 3.3 s° kiire yiizeyi iizerinde iki nokta
P(10,0) ve Q(0,10) olsun. Bu takdirde,

d(P,X):d(Q X)=1:1 olacak sekilde kiire
lizerindeki X (x,x,,%,) noktalarmin geometrik
yerini bulalim. P ve Q noktalarina karsilik

gelen p ve G konum vektorleri igin

r=P*9 _ (0,01 bulunur. Buradan,
[P
K= A+ A0+ AT
= 2,(1.0,0)+ 4, (0,1,0)+ 4 (0,0,1)
=(4,0,0)+(0,4,0)+(0,0,4)
= (421 4)

dir. Diger taraftan, X €S? oldugundan ||x]|=1
dir. Dolayisiyla; A% +4,>+4>=1 bulunur.
Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

AP =LAl A A =R A4

bulunur. 4 =cosec Vve 4, =cosp  olup
cosoc=cosf oldugundan A4 =4, bulunur.
Buradan da

Jy =F\1-24% =Fy1-2c0s* §

olarak elde edilir. O halde;

X(fB) = (cosﬂ, cos 3, F+/1—2cos’ ,B)

dir. Buradan, Maple programi ile asagida
verilen hesaplama sonucunda z=0 oldugu
goriiliir.

Bu ise egrimizin diizlemsel bir egri oldugunu
gosterir. (Sekil 3).

> dp:=proc(P,Q)

> P[1*Q[1]+P[2]*Q[2]+P[3]*QI3];
> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*Q[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*QI[3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);
>RETURN(kappa=(simplify((nrm(xp(Xt,Xtt)))
/(nrm(Xt))"3,symbolic)));

> end:

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);
>RETURN(tau=simplify((dp(xp(Xt,Xtt),Xttt))/
(nrm(xp(Xt,Xtt))"2),symbolic));

> end:
>X:=[cos(beta),cos(beta),(sqrt(1-
2*((cos(beta))*cos(beta))))];

XZ:[COS(B),COS(B),‘/ 1— 2005([3)2 ]
> curv(X);

k=1,

> tor(X);

t=0.
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Sekil 3

Ornek 3.4. s? kiire yiizeyi iizerinde farkli iki

nokta P[T 7 oj ve Q[T 1 oj olsun.

Bu takdirde d(P,X):d(Q X)=2:1 olacak

sekilde kiire yiizeyi Uzerindeki X (x,%,,%;)

noktalarinin geometrik yerini bulahm. p ve g

konum vektorleri igin f = pxq =(0,0,1) dir.

[Pl

Ayrica, M_» oldugundan o=24 dir. O
n

o
O

halde, coso =cos2p dir. Simdi
X=24P+A40+A4T

(o)l o) s
=[%<ﬂl+ﬂg) it @)4)

dir. Diger taraftan, X €S? oldugundan ||x]|=1
dir. Dolayisiyla;

L) 2 (h-n) 1At 1

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Iy =Ffi-27 =47

bulunur. 4 =cosoc=cos28 Ve 4, =cosp
oldugundan 4, = ?xfl—cos2 2p3—cos’ B olarak
bulunur. O halde,

X(B) = Lﬁ(0052ﬂ+005ﬂ) \15(0052/3—005/)’),

-T-\/l—COSZ 23 —cos’ ,B)

dir. Buradan, Maple programiyla yapilan
hesaplamayla 7=0 oldugu elde edilir.
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Dolayisiyla, egrimiz diizlemsel olmayan bir
egridir. (Sekil 4-(a),(b))

> dp:=proc(P,Q)

> P[1*Q[1]+P[2]*QI[2]+P[3]*QI3];

> end:

> nrm:=proc(P)

> sqrt(dp(P,P));

> end:

> xp:=proc(P,Q)

> local a,b,c;

> a:=P[2]*Q[3]-P[3]*QI[2];

> b:=P[3]*Q[1]-P[1]*QI3];

> ¢:=P[1]*Q[2]-P[2]*Q[1];

> [a,b,c];

> end:

> curv:=proc(X)

> local Xt, Xtt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);
>RETURN(kappa=(simplify((nrm(xp(Xt,Xtt)))
/

(nrm(Xt))"3,symbolic)));

> end:

> tor:=proc(X)

> local Xt, Xtt,Xttt;

> Xt:=diff(X,beta);

> Xtt:=diff(Xt,beta);

> Xttt:=diff(Xtt,beta);

>
RETURN(tau=(simplify((dp(xp(Xt,Xtt), Xttt))/
(nrm(xp(Xt,Xtt))"2),symbolic)));

> end:
>X:=[(1/sqrt(2))*(cos(2*beta)+cos(beta)),
(1/sqrt(2))*(cos(2*beta)-cos(beta)),-sqrt(1-
(cos(beta)*cos(beta))-
(cos(2*beta)*cos(2*beta)))];

Xim| 5V (cos(2B) + cos(B)). 5V (cos(2B) — cos()),

,J 1— cos(B)2 — cos(2 B)2 ]

> curv(X);

cos(B)2 —4

3
k=23
27 [ eos(p)>—3)""

> tOf(X); _ -4 cos(B)2 +3

cos(B)2 —4
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elde edilir. Ornegin, o = % degeri igin x Ve

7 degerleri

> evalf(subs(beta=Pi/3,curv(X)));
« =1.1032361

> evalf(subs(beta=Pi/3,tor(X)));
1=0.37712361

dir.

Sekil 4 (a)

Sekil 4 (b)
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