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Oz

Bu makalede, agik birim diskte analitik olan f(z) = z — X34, axz* bi¢imindeki fonksiyonlar ve D™ diferansiyel
operatorii kullanilarak negatif katsayili yildizil fonksiyonlarmn P(j, 4, a,n) alt sinifina ¢alisildi. a, =0 , z5 € R ve
f(zy) = zg olan P(j, A, a, n, ) simifin1 goz 6niine alindi. P(j, 4, @, n, z,) sinifina ait baz1 6zellikler elde edildi.

Anahtar kelimeler: Univalent fonksiyon, Sabit nokta, Y1ldizil, Konveks, Siligean operatdrii

Abstract
In this paper, we study the subclass P(j, A, a,n) of starlike functions and with negative coefficients by using the
differential D™ operator and functions of the form f(z) = z — ¥ ;14 a,z"* which are analytic in the open unit disk. We

consider the class P(j, 4, a, n, z,) for which (z,) = z, , z, real where a, = 0. Some properties belonging to the class
P(j, A, a,n, zy) are obtained.
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1. Giris

1.1. Tamuim f, U={z:z€ Cvelz| <1} acgk
birim diskinde analitik olan

f(2) =z +¥n,anz" 1)

formundaki f fonksiyonlar ailesi A ile tanimlidir.
f € A fonksiyonunun . mertebeden yildizil
oldugunu sdyleyebilmemiz i¢in gerek ve yeter sart

Re {@} >a

< .
o O0O<a<1;zeU) )

olmasidir. Biitiin boyle fonksiyonlarin sinifi S*(a)
olarak adlandirilir. Ayrica f € A fonksiyonunun
a. mertebeden konveks oldugunu
sOyleyebilmemiz i¢in gerek ve yeter sart

zf"(2)
f'(2)

Re {1+ }>e O<a<tizewy (@

olmasidir. Biitiin boyle fonksiyonlarin sinifi C(a)
olarak adlandirilir. U agik birim diskinde yildizil

ve konveks fonksiyonlarin sinifi sirasiyla $*(0) =
S ve C(0) = C ile gosterilir.

Silverman (1976), a,, = 0 ve —1 < z; < 1 olmak
tizere f fonksiyonunun f(z,) = z, olan yildizil
fonksiyonlarin alt siniflarin1 Sg(a, z,) seklinde ve
f'(zg) =1 olan yildiz1l fonksiyonlarin alt
smiflarmi  da  S{(a,z,) seklinde tammladi
(Silverman, 1976).

1.2. Tanim
D°f(2) = f(2)
D'f(z) = Df(2) = zf'(2) = z + Xy j41 kay 2"

i)nf(z) =D(D"(z)) =z + Vst k"a zk (neN)
seklindeki D operatoriine Salagean Operatorii
denir (Salagean, 1983).

1.3. Tanim U = {z:z € Cve |z| < 1} agik birim
diskinde analitik olan

f(z) =z+ 3 a2  (eEN={123.)D (4

seklindeki fonksiyonlarin simifi

tanimlanir (Salagean, 1983).

A(j) olarak

1.4. Tanim A(j) smifinda olan f fonksiyonunun
pozitif katsayili Q(j, A, a,n) sinifinda olmasi igin
gerek ve yeter sart

38

®)

(1-22(0"r @) +42(p" 1 ()

(1-)D™f(2)+AD™1f(z) >
(JEN;0<Sa<1,0<A<1L;neNy VzeU)
olmasidir. Burada, D™ Sailagean operatoridiir
(Aouf ve Srivastava, 1996).

1.5. Tanim U acik birim diskinde analitik olan

f@) =z-Nmaz (a2 0;n€N)(6)
bi¢imindeki fonksiyonlarm smifi T(j) olarak
tanimlanir (Aouf ve Srivastava, 1996).

1.6. Tanim P(j,A,a,n) = Q(j, A, a,n) NT(j) ile
negatif katsayili olarak P(j, A, a,n) smifi olarak
tamimlanir  (Aouf ve  Srivastava, 1996).
P(j, A, «,n) simfindaki bir f fonksiyonu

D°f(z) = f(2)
D'f(2) = Df (2) = zf'(2) = z — L js1 kay 2"

ven =1,2,3,. i¢in

Df(z) = D(D™'f(2)) = z — Tz j1 k" ay 2"
(n €N)

yazabiliriz.

P(j, A, a,n) sinifina ait fonksiyonlar i¢in katsayi
esitsizliklerini, ayrik teoremlerini, kapalilik
teoremlerini ve bazi Ozelliklerini Aouf ve
Srivastava (1996) elde etmislerdir. Onlar birde
P(j, A, a,n) smifinin konvekslik, yildizillik, yakin
konvekslik yarigapini belirlemislerdir.

Teoremimizin ispat1 i¢in asagidaki ti¢ lemma
gereklidir.

11 Lemma f(2) =z — XL g axz"
tamimli fonksiyonun P(j, 4, ¢, n) sinifinda olmasi
i¢in gerek ve yeter sart

seklinde

Skt k- 1+ (k- Dla <1-a  (7)

olmasidir. Burada, a;, =20, n€ Ny, 0<a <1,
z€U ve 0<A<1 dir (Aouf ve Srivastava,
1996).

1.2. Lemma Her n € N i¢in a, = 0 olmak lizere
f(2) =ayz— Yy, a,2" fonksiyonunun

So (@, zy) olmast igin gerek ve yeter sart

T [ -2 <1 (®)

1-a
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olmasidir. Burada, z, € R sabit nokta, a; # 0 ve
0 < a < 1 dir (Silverman, 1976).

1.1. Sonug¢ (Silverman, 1975) makalesindeki, 3.
Teoreminin ispatinda kiigiik bir degisik ile
Teorem  3.1.3’in  sartlann  altinda  f(2)
fonksiyonunun iinivalent olmasi igin gerek ve
yeter sart Yo,a,(n—z,") <1 durumunu
ortaya koymustur (a¢ =0 olduguna dikkat
edelim). Dolayisiyla, Silverman’nin yukaridaki
gibi tamimladig1 fonksiyonlarin {inivalent olmasi
icin gerek ve yeter sart yildizil olmasidir sonucu
¢ikarilir (Silverman, 1976).

1.2. Sonu¢ (Ekstremal fonksiyon) Eger f(z) =
A1Z — Yip=p Ay z™ fonksiyonu Sg(a, zy) smmifinda
olursa, o zaman her neN icin a, <

(na)l(—# oldugundan ekstremal fonksiyonu
el -1 0

Herhangi bir sabit noktaya sahip P(j, A, a,n, zy)
alt smifin1 tamimlandi ve bu simifa ait katsayi
esitsizlikleri belirlendi (Kiziltung ve Baba, 2012).
Baba (2018), calismamda P (j, A, a, n, zy) simifinin
konveks oldugunu ve bu sinifa ait fonksiyonlarin
Modified Hadamard carpimi elde edildi. Bu
makaledeki  sonuglar,  (Silverman, 1976)
makalesiyle sonug kesinlestirildi.

2. P(j, A, a,n, zy) Smifinin Baz1 Ozellikleri

P(j,A a,n,zy) smfi igin Ornekler ve baz
sonuglar verildi. (Aouf wve Srivastava, 1996)
tarafindan kullanilan yontemlerle P(j, 4, a, n, z)
siifinin bazi 6zellikleri elde edildi.

2.1. Ornek Oncelikle z € U olmak iizere, Lemma
1.1 yardmyla P(j,A,a,n) smifina ait f(z)
fonksiyonunu tamimlayalim. j =1, a =0 ve

()1 A=1 degerleri icin, (7) esitsizliginden
f(z) = % ©) _, k™2a;, < 1 elde edilir ve bu son esitsizlikte
o ay = knl+6 alinirsa,
dir (Silverman, 1976).
YO gni2g, = YO pn+2 nl+6_zoo= %zﬂ_ ~

1.3. Lemma f(2) =z — X3~ 41 axz®  seklinde 0'18822323 <k1 - g AR
tammli  fonksiyonun P(j, A, a,n,z,) smifinda
olmasi igin gerek ve yeter sart olur ve dolayistyla
[ () + (k- DA -z e, <1 (10) f@) =z - X5, o 2° (11)
olmasidir. Burada a;, = 0,j EN,n € Nj,0 < a <
1,zeU, 0<A<1 ve z; €R sabit noktadir fonksiyonu elde edilir. Ayrica, bu f(2)
(Kiziltunc ve Baba, 2012). fonksiyonu reel eksen boyunca z — 1 iken,

(1-Dz(D"{(2)) +22(D™1(2))’ (D" ()’ LS

{ i@ (> ¢ = Re {—Dn+1f(z) } > 0= T >0 (12)

oldugundan dolay1 P(j, 4, a,n, z) smifindadir. Simdi de, (11) deki f(z) fonksiyonu i¢in (10) esitsizligi

kullanilarak,
Z [kn+2 _
k=2

esitsizligi elde edilir. Bu da, f(z) fonksiyonun
P(j, A a,n, zy) smifinda olmast demektir. Bu son
esitsizligin  sol tarafi sifira esit olacagindan
fonksiyonun sabit noktas1 bulunabilir. Yine, son
esitsizligin sag tarafi negatif oldugundan, z, = 0
noktas1 f(z) fonksiyonunun bir sabit noktasidir.
Birim diskin f(z) fonksiyonu altindaki goriintiisii
Sekil 1°de gosterildigi gibidir.

1 [ee]

k—
Zg 1]kn+6 =1 :z
k=2

39

kn+6

2.1. Not Genel olarak, her z; € R sabit noktasi
icin  uygun bir qa; katsayis1 bulunarak,
P(j,A a,n,zy) smifina ait f(z) fonksiyonunun
sabit noktasi bulunabilir. Bunun i¢in Lemma
1.3’0n sartlarii ve bu teoremin bir sonucu olan
Yk=j+1 a,z& 1 =0 esitligini saglamas1 yeterli
olacaktir.
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2.2. Ornek z, =% sabit nokta olmak {izere, n= '0» { = 1 «a = Oveld=1 degerle_:r_i icin, (7)
P(, A, a,n,zy) smifina ait herhangi bir f(z) .es'ltsmhgmde.tn Li=zka, <1 elde edilir. Bunun
fonksiyonu bulalim. Lemma 1.1 yardimiyla igin uygun bir a, katsayisi,

i o — i (23413 (1>"‘1 ~ i 23413 <1>"‘1 a1
< T = L \kk-1) "~ \2 VAVICES AV S0

k=2

k—1
esitsizligini saglayacak sekilde a;, = kzz’?:j) — G) olarak bulunabilir.

“““’vzj«x" o 1

Sekil 1. Birim diskin f(z) = z — Yp~, #Zk fonksiyonu altindaki goriintiisii (z, = 0 sabit noktasi igin).

Simdi de,

[ 2,3413  (1\F1 (13)
f@”‘;[m‘@ |

fonksiyonu i¢in (1.10) esitsizligi kullanilarak,

Z[k —zo5 e, < 1= Z az&t > Z ka, = 2,3413 — 3 = —0,6587
k=2 k=2 k=2

elde edilir. Son esitsizligin sol tarafi sifira esit olacagindan fonksiyonun sabit noktasini bulunabilir. Burada

Lemma 1.3’{in sartlarinin saglandigi goriilebilir. Yine, zy = 0 noktas1 bu elde edilen fonksiyonun bir sabit
noktasidir.

Ay sekilde, z, =% noktasinin bir sabit nokta olmasi i¢in (13)’deki fonksiyonun ;- j+1 azE1=0
esitligini saglamas1 gerekir. O halde,

5 2,3413 (1)"‘1 _ 23413 (3) — 23413.014237 — - =
h-D 2 |TLA -1 - 2330 3

W] =
I

W =
Il

(e

k=2 k=2

40
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olacagindan z, =% noktas1 bu f(z) fonksiyonunun bir sabit noktadir. Burada, birim diskin f(z) =z —

2,3413 1N\ . o A o
Yhez k-1 (5) z" fonksiyonu altindaki goriintiisii Sekil 2’°de verilmistir.

0,

Sekil 2. Birim diskin f(z) = z — Y- 2[23413 (

k-1
K2 (e1) —) ]Zk fonksiyonu altindaki goriintiisii (z, = %igin).

2

2.1. Sonu¢ Lemma 1.1 igin ekstremal fonksiyonu,

Q1-G+1D™ 1 (14)
f(2)=z—— . . —z/*
G+D"G+1—-a)(1+j1) — (1 —a)zyk?
seklindedir. Buradaa, =2 0, ENn €Ny, 0<a<1,z€eU, 0 <A<1vez, € R sabit noktadir.
2.2. Sonug¢ f(z) € P(j,A, a,n, zp) ise
A-a)(G+ D™ (15)
a; <
kS GFD G+ l—a) A+ = (1= a)zg 1
dir.
2.3. Sonu¢ Eger, j = 1,A = 0,n = 0 alinirsa P(j, 4, a,n, z5) = P(1, @, z;) olur. Dolayisiyla,
(16)

> (=0

k=2
olur ki, P(1, a, zy) = Sg(a, z,) elde edilir (Kiziltunc ve Baba, 2012).

2.4. Sonug f(z) € P(j, A, a,n, zy) sinifinin iinivalent olmasi i¢in gerek ve yeter sart

41
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- (7)
Z [™1(1 + (k — DA} — 28 a, < 1
k=j+1

olmasidir. j = 1,4 = 1,n = 0 alinirsa Sonug 1.1 elde edilir.

2.5. Sonu¢ Eger, j = 1,A = 1,n = 0 alinirsa P(j, A, a,n, z5) = P(1,1, @, zy) olur. Dolayisiyla,

k=) iy (18)
Z 1-—a G =1
olurki, P(1,1,a,zy) = Kj(a, zy) dir (Kiziltunc ve Baba, 2012).
2.1. Teorem 0< ay < @5, 0< 1 <1,n € Ny vej € N olmak iizere
P(j, A a,n,zy) 2 P(,A azn, zy) (19)

dir.

Ispat. 0< a; < a, < 1ve § > 0 olmak iizere, P(j, A, ay,m,2) 2 P(j, 4, az,n, ) oldugunu gosterelim.
f(2) € P(j, A az,n,zy) Ve a;=a, — § olsun. Lemma 1.3 kullanilarak

Z [k”( ){1+(k—1)/1}—zo ]akS1

k=j+1

elde edilir ve Y371, axz§~* = 0 oldugundan,

[k —a){1+ (k— DA} =z apy <1-a,
k=j+1
dir. Lemma 1.1°den,
z k"1 + (k — DA}]ap < 1
k=j+1
olur. Sonug olarak,
[k™(k — a){1 + (k — 1)A} — z& Y ay,
k=j+1
[k (k — ay + 8){1 + (k — DA} — zE ] ay
k=j+1
< Z [k™(k — a){1+ (k — DA} — z§ap + 6 Z k{1 + (k — 1A} ay
k=j+1 k=j+1

Sl—a2+6=1_a1<1

oldugundan, f(z) € P(j, A, @y, n, z,) olur.
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2.2. Teorem 0< a < 1, 0< 44 < 4, <1 olmak iizere
P, A, a,n,zy) 2 P, Ay, a,n, zp) (20)
dir.

Ispat. 0< A, < A1, < 1ve § > 0 olmak iizere, P(j, A, @, n, zy) 2 P(j, A5, a,n, z,) oldugunu gosterelim.
f(z) € P(j, A1, a,n,zy) ve A;=A, — § olsun. Lemma 1.3 kullanilarak

[oe]

12;1 [k” (%) (14 (k= DAY — zg-l] e
< i [k" (II:—Z) {14 (k— DA} - z{f—l] a, <1
k=j+1

elde edilir. Dolayisiyla, f(z) € P(j,1,, @, n, zy) olur.
2.3. Teorem: 0< a < 1,0< A <1,n € N ve j € N olmak tizere

PG, ALan+1,z5) € P(,A a,n, zy) (21)
diir.

Ispat. f(z) € P(j, A, a,n, zy) olsun. Lemma 1.3 kullanilarak

[o¢]

Z [k” (’1‘_;2) (4 Kk—-12) - zg-l] i

k=j+1
oo

< Z [kn+1 ('I_;Z)u + (k- 1A} — z{;—l] a <1

k=j+1
elde edilir. Dolayisiyla, f(z) € P(j, A, a,n + 1, z,) olur.

2.4. Teorem (6) ile tamimli f(z) fonksiyonu P(j, 4, a, n, z,) sinifinda olsun. Bu durumda |z| = r < 1 i¢in,

PGS SlONAR = 2)
T D+ 1)@ +D) - (1 —a)zpkt
ve
1- . 2
D@ < D — @3)
G+D"(J+1-a)A+,j1) - (1 - a)z
seklindedir. Burada, ze U ve 0 < m < n dir.
(22) ve (23) esitsizliklerindeki esitlik durumlari,
f2)=z- 1< 2t (z=4r) (24)

U+DU+1-a)(1+j2)
seklindeki ekstremal fonksiyonu ile saglanir.
Ispat. |z| = r < 1 olmak iizere f(z) € P(j, A, a, n, zy) olmasi igin gerek ve yeter sart

D™f(z) € P(j,A, a,n —m,zy)
olmasidir. Ayrica,
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- (25)
D™"f(z) =z — Z k™a, z*
k=j+1
esitligi ve Lemma 1.3 kullanilarak
z [k"(k— )1+ (k- D -1 - )z oy <1-a
k=j+1
olur. Bu son esitsizlik yardimiyla,
l—a> Z [k"(k — ){1 + (k — DA} — (1 — @)z~ ay
k=j+1
. nes . A
=(+D"G+1-a)A+jDaj +— (1 —a) Z o W20
k=j+1
. (n-m)(; , a- a)zo
>G+D™MG + 1 - a)(A +jDajq + o — Z k™ay
G+
k= ]+1
. . , . (1 - a)Zo
2+ DG4 L= DG+ D" g+ = Z k™a,
k =j+1
1 —
>+ DG+ 1— @) (L +jA) Z kma, - (-ayz Z k™a,
. g+nm
k=j+1 k=j+1
elde edilir ve buradan da
i _ ; m (26)
M < 1-a)(+1D

W G+DrG+1—a)(1+j1)—(1—a)z]

bulunur. (26) ifadesi, (25)’de yerine yazilirsa,

1-a)(G+D™ . i
G+ +1-a)A+jA) - (1 - O()Z(’)‘—lr] L<|D™f(2)]
<r+ 1-a)(G+1) i1

G+D"G+1-a)(A+j1)— (1 —a)zk™?
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Teorem 2.4 de m = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

2.6. Sonug (6) ile taniml1 f(z) fonksiyonu P(j, 4, @, n, zy) sinifinda olsun. Bu durumda |z| = r < 1 igin,

f@) =7 - - j+1 (27)
G+O"G+1-a)@Q+jA) -1 - cx)z(’)‘_1
ve
(1-a) j 28
f@ 21+ oo @€V (28)
olur.

(27) ve (28) esitsizliklerindeki esitlik durumlari (24) da tanimli ekstremal fonksiyonu i¢in saglanir.
Teorem 4.4.13’de m = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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2.7. Sonug (6) ile tamiml1 £ (z) fonksiyonu P(j, A, @, n, z,) sinifinda olsun. Bu durumda |z| = r < 1 igin,

TG P —tio U _— #)
G+D"G+1-a)(1+j1)— (1 - a)z§
ve
Ifl(z)l 2 1 + . . (1 (Z)(] + 1) — ')"j (Z € u) (30)
G+D"G+1-a)(1+j1)— (1 - a)z§
olur. (29) ve (30) esitsizliklerindeki esitlik durumlar1 (24)’da tanimli ekstremal fonksiyonu icin saglanir.
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