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Ozet
Anahtar kelimeler Bu calismada cift dizilerin lacunary ideal yakinsakligi fuzzy n-norm kullanarak yeniden tanimlanmustir.
Cift dizi; Calismada ilk olarak fuzzy n-normlu uzaylarda cift diziler igin lacunary ideal yakinsaklik kavramina yer

istatiksel yakinsaklik;
Lacunary yakinsaklik;
ideal yakinsaklik;
Fuzzy n-norm.

verilmis, daha sonra bu yakinsama ile ilgili temel teoremlere deginilmistir. ikinci olarak 8-yakinsaklik
kavramini fuzzy n-normlu uzaylarda gift diziler igin tanitip, 8-yakinsaklik ile lacunary ideal yakinsakhk
arasindaki iliski fuzzy n-normlu uzaylarda ¢ift diziler igin incelenmistir. Son olarak, fuzzy n-normlu
uzaylarda Fn6,-Cauchy ve Fnﬂf—Cauchy kavramlari ve bu kavramlarla ilgili teoremlerin ifadeleri
verilmistir.

On Lacunary 7,-Convergence Of Double Sequences And Some
Properties In Fuzzy n-Normed Space

Abstract
Keywords
Double sequence; In this study, firstly lacunary ideal convergence of double sequences is introduced in fuzzy n-normed
Statistical spaces. And then basic definitions and theorems about lacunary ideal convergence for double
convergence; sequences are given in fuzzy n-normed spaces. Secondly, we introduce the concept of 8-convergence

of double sequences in fuzzy n-normed spaces, and the relation between 6-convergence and lacunary
ideal convergence is investigated for double sequences in fuzzy n-normed spaces. Finally, in fuzzy
n-normed spaces, the concept of Fnf,-Cauchy and FnJ§-Cauchy and the theorems related to these
concepts are given.

Lacunary convergence;
Ideal convergence;
Fuzzy n-norm.
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1. Giris J-limit noktalari ile ilgilenmislerdir. Kumar (2007),
Salat vd. (2005) ve Tripathy ve Tripathy (2005) nin
yaptigi
gelisme meydana gelmistir. Ozellikle Fridy ve Orhan

Fast (1951) ve Schoenberg (1959) birbirlerinden
bagimsiz olarak reel sayi dizilerinin yakinsaklik
genisleterek yakinsaklik
ortaya anlamda

calismalardan sonra bu alanda birgok

kavramini istatistiksel

(19934, 1993b) in yaptigi calismalar, ideal yakinsama

kavramini ¢ikardilar.  Genel

istatistiksel yakinsak diziler, metrik uzaylardaki kavrami ile birlegtirilmis ve son zamanlarda bu

Klasik yakinsakligin bircok ozelligini saglarlar, By S2I'smalar farkliuzaylarda Depnath (2012), Tripathy

alanda Saldt (1980) ve Fridy (1985) nin
¢alismalarindan sonra birgcok c¢alisma yapilmis ve
istatistiksel yakinsaklik kavrami da genisletilerek
ideal yakinsaklik kavrami ortaya cikmustir. ilk defa
Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanimlanan 3J-
yakinsaklik tanimi, N dogal sayilar kiimesinin alt
kiimelerinin 7 ideal yapisina dayanan bir tanimdir.
Kostyrko vd. (2005) daha sonraki ¢alismalarinda

J-yakinsakhgin bazi temel 6zelliklerini vermisler ve

vd. (2012), Kara ve ilkhan (2016), Hazarika (2016),
Kara vd. (2017) ve Tirkmen (2018) tarafindan
incelenmistir.

istatiksel yakinsakligin cift dizilere genisletilmesi ilk
(2003)
yapilmistir. Bu calismadan sonra basta Diindar ve
Altay (2014), Dindar vd. (2016), Kumar (2017)
olmak Uzere bircok arastirmaci cift diziler lizerine

defa Mursaleen ve Edely tarafindan
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arastirmalar yapmislardir. Bu calismalara yon
verecek farkli bir dizi ilk defa Matloka (1986)
tarafindan fuzzy sayilarin klasik yakinsamasi ile ilgili
“fuzzy sayi dizileri” adli ¢alismasinda verilmis ve bu
calismada bazi fuzzy sayi dizilerinin temel teoremleri
ispat edilmigtir. Fuzzy sayi dizilerinin istatistiksel
yakinsakligini ve istatiksel Cauchy dizilerini ise ilk
(1995) c¢alismistir. Bu
¢alismalardan sonra Sengimen ve Pehlivan (2008)
istatiksel

defa Nuray ve Savas

yakinsakllk  ve istatiksel  Cauchy
kavramlarini, Hazarika (2013) ideal yakinsaklik ve
ideal Cauchy kavramlarini, Dindar ve Talo (20133,
2013b) fuzzy sayilarin gift dizileri icin J,-yakinsaklik
ve J,-Cauchy kavramlarini, Hazarika ve Kumar
(2014) fuzzy normlu uzaylarda cift diziler igin J,-
yakinsaklik ve J,-Cauchy kavramlarini, Tirkmen ve
(2017) yakinsaklik

kavramini ve Tlirkmen ve Dindar (2018) cift diziler

Cinar lacunary istatiksel
icin lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini

fuzzy normlu uzaylarda tanimlamislardir.

Bir vektor uzayi Uzerinde fuzzy norm kavrami ilk defa
Katsaras (1984) tarafindan ortaya atilmis, daha
sonra ise Felbin (1992) tarafindan fuzzy normlu uzay
kavrami tanimlanmistir. Narayanan ve Vijayabalaji
(2005) ise fuzzy n-normlu uzaylar Uzerinde ilk
calismalari  yapmislardir. n-normlu uzaylarda
istatiksel yakinsakligi ve bazi sonuglarini Reddy
(2010) calistiktan sonra Reddy ve Srinivas (2015) bu
¢alismayi fuzzy n-normlu uzaylarda yapmislardir. Biz
ise bu calismamizda daha 6nce Tirkmen (2019a)
tarafindan yapilan g¢alismalardan ilham alarak
lacunary ideal yakinsakhgi c¢ift diziler icin fuzzy n-
normlu uzaylarda tanimlayip bazi 6zelliklerini ve
sonuglarini verecegiz. Simdi istatiksel yakinsaklik,
ideal yakinsaklik, fuzzy sayi, fuzzy norm, fuzzy n-
norm, ¢ift dizi, lacunary dizi gibi bazi temel tanim ve
teoremleri; Bag ve Samanta (2008), Diamond ve
Kloeden (1994), Mizumoto ve Tanaka (1979), Nanda
(1989), Nuray (1989), Pringsheim (1900), Rath ve
Tripaty (1994), Tirkmen ve Cinar (2018), Tirkmen
(2018, 2019b), ve Zadeh (1965) den ve daha 6nce

bahsettigimiz kisilerden faydalanarak hatirlatalim.

ilk olarak fuzzy sayilardan bahsedecek olursak, her
bir x € X elemani, [0,1] kapali araliginda bir degere
sahip olan u(x) tyelik derecesine sahip bir elemana
karsilik gelmektedir. Burada u(x) = 0 olmasi lye

olmadigi, u(x) = 1 olmasi tam lye oldugu anlamina
gelirken, 0 < u(x) < 1 olmasi ise kismi tye olmasi
anlamina gelir. Zadeh’e gore X in bir fuzzy alt
kiimesi, bazi u: X — [0,1] fonksiyonlari icin X X
[0,1] in bostan farkh bir {(x,u(x)):x € X} alt
kiimesine denir. Burada u fonksiyonu genellikle
fuzzy kiime olarak kullanilir.

R Uzerinde bir u fuzzy kiimesi asagidaki sartlar
sagliyorsa fuzzy sayi olarak adlandirilir.

i. u normaldir, yani en azindan bir x, € R var
oylekiu(xg) =1

ii. u fuzzy konvekstir, yanix,y ER ve0 <A1 <1
icinu(Ax + (1 — A)y) = min[u(x), u(y)];

iii. u Ustyar sureklidir;

iv. [u]o, ile gosterilen sup u = cl{x € R : u(x) >
03}, kimesi kompakttir.

Fuzzy sayilarin timind L(R) ile gosterelim. Eger t <
0 igin u € L(R) ve u(t) =0 ise u ya negatif
olmayan fuzzy sayi denir. Tim negatif olmayan fuzzy
sayilarin kimesini L*(R) ile gosterecegiz. u € L*(R)
olabilmesi icin gerek ve yeter sart her bir « € [0,1]
icin u; = 0 olmasidir diyebiliriz. Agikca 0 € L(R)
oldugu goriliyor. u € L(R) i¢in u nun a seviye
kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir;

a € (0,1]

[, = {{x € Riu(x) = aj, <O

supu ,

a-seviye kiimeleriyle ilgili bazi aritmetik islemler ise
asagidaki sekilde tanimlanmustir.

a € (0,1] ve u,v € L(R) i¢in [u], = [ug,ul] ve
[vle = [va,va] ise,

[u @ vly = [ug +va,ug +val,
[wEvle = [ug —va, ug — val,

[uOvVla = [ug.va, uz-val,

[1 @u]a = [i i_],u; > 0dir.

ug’ug
u,v € L(R) icin L(R) tizerinde supremum metrigi

D(w,v) = sup max{lug — vz |, |luf —vi}
O<as1
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seklinde tanimlanir. L(R) tzerinde D nin bir metrik
oldugu ve (L(R), D) nin bir tam metrik uzay oldugu
gosterilebilir.

x = (xp) fuzzy sayilarin bir dizisi olmak lizere, eger
her € > 0igin en azindan bir k pozitif sayisi var dyle
ki k> ky igin
dizisi x fuzzy sayisina yakinsaktir denir. Ayrica fuzzy

D (xy,xy) < € oluyorsa x = (xi)

sayllarin x = (xj) dizisi x, fuzzy sayisina yakinsak
olmasi icin gerek ve yeter sart her a € (0,1) icin
[xi]e = [(t)a (ardal ve [xola = [(x0)a, (x0)&]

olmak lzere lim [x, ], = [x0]2 ve
k—o0
+

’}im [xrla = [x0]Z olmasidir.

Fuzzy sayilarin istatistiksel yakinsakligi asagidaki
sekilde tanimlanmistir;

x = (x) fuzzy sayilarinin bir dizisi olmak Uzere,
eger her € > 0 igin

1 _

lim —|{k < n:d(x;,xo) = €}| =0

n-oon
oluyorsa x = (x;) dizisi x, sayisina istatiksel
yakinsaktir denir. Bu tanimdan sonra, birgok
matematikgi fuzzy sayilarin istatistiksel yakinsakligi
Uzerinde ¢alismis ve bu ¢alismalari fuzzy normlu
uzaylara genisletmislerdir.

Simdi ise fuzzy norm tanimini ve fuzzy normlu
uzaylarda yapilan yakinsaklik tanimlarini verelim.

X, R Uzeride bir vektor uzayi, ||.]: X = L*(R) ve
siraslyla sol ve sag norm olarak adlandirilan
L,R:[0,1] x [0,1] - [0,1] doénisimleri
L(0,0) =0, R(1,1) = 1 sartlarini saglayan simetrik
ve azalmayan donisiimler olsun. Eger asagidaki
aksiyomlar saglanirsa (X, ||. ||, L, R) dértlusine fuzzy
normlu lineer uzay yada kisaca (X, ||. ||) FNS denir ve

||. || dénistimune de fuzzy norm denir;
1. ||x|| = 0 ancak ve ancak x = 0,

2.x € X, r € Rigin ||rx|| = |r|llxIl,
3.Herx,y € X igin

(@) s < lxlly, e < llylly ve s+t <|lx+ylly iken
llx + ¥l (s + ) = L(IIxNI (), Iyl (©),

(b) s = [lxlly,t = [lylly ve s+t =Ilx+ylly iken
llx +¥ll(s + ) < R(IIxN (), Iyl (®)).

(X, 0.1) fuzzy normlu uzayin topolojik yapis
dusundldiginde herhangi bir € > 0,a € [0,1] ve
x € X, iginx in (g, @) —komsulugu N, (¢, @) = {y €
X: |l x — y It < €} kiimesi ile gésterilir.

Sencimen ve Pehlivan (2008) fuzzy normlu uzaylarda
yakinsakligi séyle tanimlamistir;

(X, |I. 1) bir fuzzy normlu uzay ve (x,)n=1, X de bir
dizi olsun. Eger (D) — lim,,,0||x, — x|| = 0 ise bu
dizi x € X noktasina X Uzerindeki fuzzy norma gore

yakinsaktir denir ve x,, F—I>V x seklinde gosterilir. Yani
her & > 0icin en azindan bir N(&) € N var oyleki her
n = N(e) icin D(llx, — x|l,0) < & dur. Bu da her
€ > 0 igin en azindan bir N(¢) € N var 6yleki her
n = N(e) igin supgepo,lln — xlI§ = llxy = x[1§ <
€ olmasi demektir.

istatistiksel yakinsakligin fuzzy normlu uzaylarda
tanimi ise asagidaki sekildedir;

X, |I. 1) bir fuzzy normlu uzay, (x,)n=1 X de bir dizi
olsun. Eger her € > 0 icin

§({k e N:D(|lx; — LII,0) = e}) =0

ise bu dizi L € X noktasina X Uzerindeki fuzzy

FS
norma gore istatistiksel yakinsaktir denir ve x,, = x

seklinde gosterilir. Buda her € > 0 igin
K(e) =k € N: |l — LIS = &}

kiimesinin  dogal yogunlugunun sifir olmasi
demektir. Kisaca, her € > 0 ve hemen hemen her k

icin ||lxx — L||§ < & olmasi demektir.
Cift diziler icin yakinsakhk tanimlari ise su sekildedir;

X = (Xmn)mmn)enxn reel sayilarin bir cift dizisi
olsun. Eger her £ > 0 icin bir N(¢) € N var 6yleki
her m,n > N(¢) igin |xX;, — L| < € oluyorsa (X,,,)
dizisi Pringsheim anlaminda L noktasina yakinsaktir
denirve lim x,,, = L seklinde gosterilir.
mmn—oo

(X, |I. 1) bir fuzzy normlu uzay, x = (X;n,) X de bir
cift dizi olsun. Eger her £ > 0 igin bir N(¢) € N var
dyleki her m,n = N(¢) i¢in D(||xy, — LII,0) < &
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oluyorsa (x,,y,) dizisi fuzzy norma gére L noktasina

FN
yakinsaktir denir ve x,,,, = L seklinde gosterilir.

(X, I 1) bir fuzzy normlu uzay, x = (X;,,,) X de bir
cift dizi olsun. Eger her € > 0 igin

8, ({(m,n) € NX N: D(l|xpnn — LII,0) = €}) = 0

ise bu dizi L € X noktasina X tzerindeki fuzzy norma
FS,

gore istatistiksel yakinsaktir denir ve x,, — L
seklinde gosterilir.

ideal ve filtre tanimlari ise asagidaki sekildedir;

X bostan farkli bir kime olmak lzere X in alt
kiimelerinin bir 7 sinifi ;

1.9€],
2.A,BeJikenAUBE],
3JA€J,Bc AikenB € J

sartlarini saglaniyorsa X in bir ideali oldugu soylenir.
X £ J ise asikar olmayan ideal denir.

X bostan farkli bir kime olmak lzere X in alt
kiimelerinin F sinifi ;

1.0&7F,
2.A,BeEFikenANBEF,
33.Ae F,Ac BikenB € F

sartlari saglaniyorsa X in bir filtresi oldugu soylenir.
J asikar olmayan ideal ve X bostan farkli bir kime
ise F(I)={Mc X:(3A €M = X\A)} sinifina
X Gzerinde 7 ile iliskili filtre denir.

Asikar olmayan bir 7 ideali, her x € X igin eger {x} €
J ise admissible ideal olarak adlandirilir.

Asikar olmayan bir 7, ideali her i € N igin eger {i} X
N € J, ve N X {i} € 7, ise kuvvetli admissible ideal
olarak adlandirilir.

Bu tanimlar kullanilarak ideal yakinsakhgin fuzzy
normlu uzaylardaki ifadesi su sekildedir;

(X, |I. 1) bir fuzzy normlu uzay, x = (x;,,) X de bir
cift dizi olsun. Eger her € > 0 icin

A(e) = {(m,n) € N X N: |lxpn, — LII§ = €}

kiimesi J, ye ait ise bu diziye fuzzy norma gore L €
7
X noktasina J, —yakinsaktir denir ve x5, )

seklinde gosterilir.

Simdi lacunary dizi tanimini vererek cift diziler igin
lacunary ideal yakinsaklik tanimindan bahsedelim.
0, = {(k,, j,)} dizisi kg =10, jo=0 ve r,u >
iken  h, =ky — ky_q > oo, Eu =ju—Ju-1—>®
olacak sekilde artan bir tamsay dizisi ise bu diziye
¢ift lacunary dizi denir. , tarafindan belirlenen

araliklar I, = (k,_1,k,] ve J, = (ju—1,j.] seklinde
gosterilirken I, = I, X J, ve hy, = h,.h, olarak
alinir.

Bu durumda her € > 0 igin

1
{(r,u) EN xN:h—

Tu (mn)€lpry

D(Il Xy — L 1,0) = s}

kiimesi J, ye aitise x = (X, dizisine X Gzerindeki
fuzzy norma gore L € X noktasina lacunary 7,-

F78
yakinsaktir denir. Bu durumda x,,, SL veya

Xmn = L(Fﬂf) veya F39 — lim xpy, =

m,n—co

L seklide gosterilir.

Buraya kadar verdigimiz tanimlarda gordugimuz
gibi kullandigimiz normlar klasik ve fuzzy normlarin
tek boyutlular idi. Simdi ise son verdigimiz tanimi
fuzzy n-normlu uzaylarda gosterebilmek i¢in fuzzy n-
norm tanimini yapacagiz.

2 < d < o olmak lizere X uzayi d boyutlu bir lineer
uzay olmak tzere ve ||-,-,..., ||: X™ = L*(R) olsun.
Sirasiyla sol ve sag norm olarak adlandirilan
L,R:[0,1] x [0,1] = [0,1] doénisimleri
L(0,0) = 0, R(1,1) = 1 sartlarini saglayan simetrik
ve azalmayan donilsimler olsun. Eger asagidaki
.|, L, R) dértlisiine
fuzzy n-normlu lineer uzay yada kisaca (X, ||,

aksiyomlar saglanirsa (X, |[|-,-, ..

,...,/l) FnNS denir ve ||-,-,...,/|| dénusiimiine de
fuzzy n-norm denir;

Hery,x4,%,,...,x, € Xves,t € Rigin
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fnNp:||xq, x%2,..., %]l =0 ancak ve  ancak
X1,X3,..., Xy lineer bagimh vektorlerdir,
fnNy: ||xq, x5,...,x,|| degeri  xq,x3,...,x, nin

herhangi bir permiitasyonunda degismeyendir,

fnN3;: Her a€R igin
|a|”x1'x2'---'xn” dir,

”axlixZ;"'!xn” =

faNg: |lxg + v, x5, x| (s + 8) =
L(llxl,xz,...,xnll(s),||y,x2,...,xn||(t)) her ne
zaman s < ||xq,%2,..., X7, <y, X0, x0T
ves+t<|x;+y,x,..., %07 ise

fnNg:|lx; +y,%9,...,x,]|(s + 8) <
R(llx1, X2, X 1), 1y, X2, % [I(£))  her  ne
zaman s = ||xq,xy, ..., xpll7, 2=y, %2, .., X017
ves+t=>|x;+y,xg,...,%,]|7 ise.

Burada x4, x5,...,x, € X,0 < a < 1igin,
(N[EZPE A 2 [ PR || P S | ol | SO | b

ve aeiﬂfl]llxl,xz,...,xnllg>0 dir. Boylece ||,

,--0,-|| normu X Uzerinde fuzzy n-norm ve (X, ||,
,...-) ciftide
adlandirilir. Simdi fuzzy n-normlu uzaylarda gift

fuzzy n-normlu uzay olarak

diziler icin lacunary J,-yakinsaklik tanimini
verebiliriz. ileriki asamalarda tekrardan kaginmak
icin aksi belirtilmedigi sirece 7, € N X N kiimesi
admissible ideal, 6y; = {(r, t))} cift

lacunary dizi, (X,||-,...,’|) fuzzy n-normlu uzay,

kuvvetli

X = (Xrt)(r)enxn X de birgiftdizive z, z3,... 2, €
X olarak alinacaktir.

2. Lacunary 7, —Yakinsaklhk

Bu bolimde fuzzy n-normlu uzaylarda gift diziler igin
lacunary ideal yakinsaklik kavrami ve ilgili teoremleri
verilecektir. Aksi belirtiimedigi strece 6,; =
{(r,,t;))} tarafindan Jik =
(re-v7ic] ve J; = (t-1,t,] olmak tzere, Ji; = Ji X J;
ve hy =1, — Ty , by =t —t;_; olmak (zere

belirlenen araliklar

hy; = hy. h; olarak alinacaktir.

Tanim 2.1. x = (X,¢) (r,r)enxn dizisi X de bir cift dizi
olmak lizere, herbir € > 0 icin eger

1

{(k, l) ENXN:— Z D(”Xrt—LperZ& "'Zn”16) ZE}
Rt ()€ 11

kimesi J, ya ait ise, x dizisi L; € X noktasina X

Gzerindeki  fuzzy n-norma  gore lacunary

Fnﬂg
J, —yakinsaktir denir. Bu durumda x,; — Lq,

Xpe = Lq (Fnﬂg) veya Fnif — rltiinoox” =1L,

gosterimlerinden birini kullanabiliriz. L; degerine ise
() nin Fngg —limiti denir.

Teorem 2.1. X lzerindeki fuzzy n-norma goére x =
(xy+) dizisi lacunary J, —yakinsak ise yakinsadig
nokta tektir yani Fn7§ — limx tektir.

ispat: Varsayalim ki Fng¢ — limx = L, ve Fngé —

|

&
[l — Lerer3,---Zn||(3L 2 E}

limx = L, olsun. Bu durumda herbir ¢ > 0, igin
asagidaki kimeleri tanimlayalim;

N| ™

1
A = {(k, ) ENx N:h— Z lo¢ye — Ly, Z3, 23, o 2, ||3 =

el €k

1
A2={(k,l) €N X N:j—

kt (r)EJk

Fn3¢ —limx = L,
oldugundan her ¢ > 0 i¢in 4; € 3, ve A, € J, dir. O
halde A; = A; U A, olarak aldigimizda da A5 € J,
(A3)€ kuimesi  F(J;)
icerisinde bostan farkh bir kime olacaktir. (k,1) €
(A3)€ olacak sekilde bir eleman aldigimizda ise

Fn3¢ —limx = L, ve

olacaktir. Bu durumda

1 P
— Xy — Ly, 2o, Z3, . Zn || < = ve
il (r,tz):ejkl ” rt 1,442,443, n”o 2

1 P
™ Y xpe =L zp,23,...24I5 <3
kL (r,t)€J k1

bulunur. Acikga, alacagimiz en azindan bir (p,q) €
N X N icin

+ 1
”qu — Ly, 25,23, ---Zn”0 < h_kl(r 5t %pe = L1, 23, 23, ... 2, 1§ < ;
ve
+ 1
”qu =Ly, 25,2;. --Zn”0 < h_kl(r g:efkl e = Lo, 23,25, .. 2 |IE < E
elde ederiz. Buda bizim
i +
|Ly — Ly, 23, 25, .. . 2 |G < ||qu - Ll,zz,z3,...zn||0 +
+
||qu - Lz,zz,z3,...zn||0 <g¢
esitsizligini elde etmemizi saglar. € > 0 keyfi

oldugundan ||[L; — Ly, 25,23,...,2,||§ =0 elde
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ederiz. Buda bize L; = L, oldugunu gosterir. Sonug

olarak Fn1729 — limx in tek oldugu sonucuna variriz.

Teorem 2.2. (x,;) ve (¥,¢) X de iki gift dizi olsun.
Bu durumda asagidaki aritmetik islemler vardir.

i) Eger FnJg — limx,; = Ly ve FnJ¢ — limy,; = L,
ise Fng¢ —lim(x,¢ F y,¢) = Ly F L, dir.

ii) Eger Fni¢ —limx,, = L; ise ¢ € R — {0} igin
Fn3¢ —limcx,, = cL, dir.

ispat: i) Bu ispatin sadece toplama kismini
Fngs —
limx,, = L; ve FnJ{ —limy,, = L,, ise FnJ§ —
lim(x,; + y¢) = Ly + L, dir. Cikarma kismi benzer

sekilde yapilabilir. Herhangi bir € > 0 icin asagidaki

gostermemiz yeterli olacaktir. Yani

kiimeleri tanimlayalm;

Kt (r )€/ k1

1 £
B, = {(k;l) € N x N:h_ Z e = L1, 22, 23, - 2y I3 ZE}

}.

Fnid —limx = L, ve Fn3¢ —limy = L,
oldugundan her € > QO icin B, € J, ve B, € 7, dir. O
halde B3 = B; U B, olarak aldigimizda da B; € J,
(B3)¢ kumesi  F(J,)
icerisinde bostan farkl bir kiime olacaktir. Simdi ise

lyre = Lz, 22, 23, ... 21§ =

1
B, ={(k,l) €N X N:p—

Kt r)€Jr

N| Mm

olacaktir. Bu durumda

(B3¢ © {(k, DENXN:— ¥

h ”xrt -
kL (r,t)€Jk1

Ly +yre = Ly, 23,23, 7o |I§ < 5}

kapsamasinin dogru oldugunu gosterelim.

(k,1) € (B3)€ olsun. Bu durumda

1 £
— X X =Ly, 23,23, wZnll§ < 5 Ve
kL (r,t)€Jk

1

— Y xpe = Ly 22,23, 25|l < Ebulunur.
it (r,6€ 1 2

Buradan, alacagimiz bir (p, q) € N X N igin

”qu - L1,22,23,...zn||; <= |l —

Rt (r6)€] 1

+ &
Li,25,23,...Zp|lg < S ve

1

Z ”yrt -

+
”ypq — L3, 23,23, "Zn”0 < h_kl(r,t)ejkl

& . .
Ly, 29, 25,... Zp||§ < 5 elde ederiz. Buda bize

llocre — Ly + Yre — L2, 22,23, ... Zy 1§ < [l —
Ll'ZZ'Z3J"'ZTl||$ + ||y‘l"t - LZ’ZZIZ3""ZTL||E)I— < €

esitsizligini verir. Bu durumda asagidaki kapsama
gosterilmis olur.

Il —

(B,)C © {(k, DENXN:— ¥

it (r,£)€ ]k

Ly + yre — L, 23, 23,... 24 |I§ < 3}-

(B3)¢ € F(3,) oldugundan

{(k, DENXN:— ¥ Qe +yre) — ULy +

hiet (r,6)€
Ly), 73,23, ... Zp|l§ = e} € 7, dir. Béylece Fni¢ —

lim(x, + y,¢) = L + L, elde edilir.

i) Fngd — limx,, = L, olsun. Bu durumda her & >

0 ve ceR-{0} icin, asagidaki kimeyi
tanimlayalhm.

1

C={(k1)eNxN— z 112,
Ry
()€K
L€
_L1IZZIZSI"'Z71”O <m .

Bu durumda C € F(J,) dir. (k,1) € C olacak sekilde
bir eleman aldigimizda

1
— Xy — L1, 2,22, ... Zp||F <
Rkl (7",152):5]1(1 ” rt 1,442,443 n”o

£
lel

lel

it (r,6)€ 11

&
lxre — L1, 2, 23, ... Zg|E < |C|H

1

h_ Z |C|||xrt_LllZZIZ3I"'Zn||3_ <e¢
T (1,0)€/ k1
L — +
Z ”C'xT‘t C'LllZZIZ?u'"ZTl”O <e¢

it (r,6)€ 1

elde edilir. Boylece,

llex, s —
it (r,t)e 1 m

CC{(k,Z)eNxN:i ¥

+
cLi,25,23,...2p|lg < s} ve
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llcxye —

{(k,l)eNxN:i 3

Rkt (r,t)€ 1
cLy, 25, 23,... Zy|I§ < e} € F(J,)

elde edilir. Buradan Fnﬂg—limcxrt =cL, elde
edilir.

3. 0, —Yakinsaklik

Bu boélimde, fuzzy n-normlu uzaylarda cift diziler
icin 8, —yakinsaklik tanimini verip bazi 6zelliklerini
zamanda

inceleyecegiz. Ayni 6, —yakinsaklikla

Fnilé9 —yakinsaklik arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

Tanim 3.1. x = (x,+), X de bir ¢ift dizi olsun. Eger
her bir € > 0 igin en azindan bir ny € N var dyle ki
her k,l > ny igin

1 ~
= Z D(Il xpy — Ly,25,23,...2, I1,0) < &
ki (rt)EJ

oluyorsa bu diziye, X Uzerindeki fuzzy n-normlu

uzayda L; € X noktasina 8, —yakinsaktir denir. Bu

FTIGZ

durumda x,; - L; , X4 — Li(Fn@,) veya

Fnf, — lim x,; = L; gosterimlerinden biri ile
2 = M Xpe 1

gosterilir. Buradaki L; elemanina X de (x,:) nin
Fn@, —limiti denir.

Teorem 3.1. x = (x,) cift dizisi X Uzerinde tanimli
fuzzy n-norma gore 6, —yakinsak ise bu yakinsadig
nokta yani Fn@, — limx tektir.

ispat: Kabul edelim ki Fn@, — limx = L, ve Fnf, —
limx = L, olsun. Bu durumda her bir e > 0 birn, €
N var oyle ki her k,l > n, igin
1 +
7 z lxre — L1, 22,23, .- Znllg <5
kl 2
(r)€l K

esitsizligi vardir. Ayni sekilde birn, € Nve herk,l >

n, icin de
1 + €
. Z lxre = L2, 22,23, .- 24l <§
kl
()€

esitsizligi vardir. Bu durumda ny = max{nq,n,}
olarak aldigimizda, her k,l > ng icin bir (p,q) €

N X N var oyleki

+ 1
”qu — L4, 25, Z3,...Zn||0 < h_kl(r,t)ejkl ”xrt _
&
Ll'ZZ'Z3J"'ZTl||$ <E
ve
+ 1
||qu_L2,Zz,Z3,...Zn||0 <— Z ”xrt_

+ &
LZ'ZZ'Z3J"'ZTL||O <E
esitsizlikleri elde edilir. Buradan ise

Ly — Ly, 23, Z3,... Zo ||
< [Jatpqg — LlIZZ;Z?,,...Zn”:
+
+ ”qu - LZ'ZZ'Z3:---Zn||O <e¢

Ly —
Ly, 25,23,...2p|l8 = 0 elde ederiz. Buda L; = L,

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan

demektir. Yani Fn@, — limx tektir.

Teorem 3.2. x = (x,;), X de bir ¢ift dizi olsun. Eger
Fn@, — limx = L, ise FnJd — limx = L, dir.

ispat: Kabul edelim ki Fnf, — limx = L, olsun. Bu
durumda her € > 0 igin en azindan bir ny € N var
oyleki her k,l = ng igin

1
™ Y xpe—L1,2p,23,... 205 <
kl (r,t)€ K1

dur. Bu ylzden asagidaki kapsama vardir.

Rt (rt)esi

c(Nx{1,23,....,np— 1D U{1,23,...,np — 1} x N)

K= {(k,l) ENXN:—= ¥ lxre — Ly, 22, 73, ... 25 It = e}

Dolayisiyla K € J, dir. Boylece Fnﬂg —limx = L,
bulunur.

Teorem 3.3. x = (x,;), X de bir ¢ift dizi olsun. Eger

Fn#@, — limx = L, ise x in bir (xritj) alt dizisi vardir
FN

oyleki Xrit; = L, dir.

ispat: Kabul edelim ki Fnd, — limx = L; olsun. Bu

durumda her € > 0 igin ny € N var oyleki her k,l >
ng igin
1 +
= D =Lz zs il < e
Kl (rO)€jm
dur. Agikga her bir k, Il = ng igin (ri, tj) € Ji; olacak

sekilde secersek
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+
Xrit; = Ly,25,23,. ..Zn”O <
1

P Y xpe —L1,22,23,...24|l5 < €
kL (r,t)€J k1

FN

ifadesini elde ederiz. Bu da bize Xrt; - L

oldugunu gosterir.

4. FnB, — Cauchy ve Fnﬂg —Cauchy

Tanim 4.1. X de bir x = (x,) cift dizisi alalim. Eger
her € > 0igin en azindan birng € N ve (p,q) €

N X N var oyle ki her k,l = n, igin

1 .
— Z v = Xpgr 22, 23, 20| <&
kl (rt)€Jk

saglaniyorsa X (izerinde tanimli fuzzy n-norma gore
x dizisine Fnf, —Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.2. X de bir x = (x,;) cift dizisi alalim. Eger
her € > 0 i¢in en azindan bir (p,q) € N XN var
oyleki

1 +

{(k, ) eNx N:h— Z ||x,t —qu,zz,z3,...zn||0 < e} EF(J,)
Kl €]

saglaniyorsa X uzerinde tanimli fuzzy n-norma gére

x dizisine F7¢ —Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1. X de bir x = (x,) ¢ift dizisi X deki fuzzy
n-norma gére Fnf, —Cauchy dizisi ise ayni norma
gore Fnﬂg —Cauchy dizisidir.

ispat: Teorem 3.2 nin bir benzeri oldugundan ayni
adimlar izlenerek kolayca gosterilebilir.

Teorem 4.2. X de bir x = (x,+) ¢ift dizisi fuzzy n-
norma gore eger Fn6O, —Cauchy dizisi ise bu
durumda x = (x,+) nin fuzzy n-norma goére bir
Cauchy alt dizisi vardir.

ispat: Bu ispat Teorem 3.3. e benzer sekilde
yapilabilir.

5. Sonug ve Oneriler

Bu calismada ilk olarak fuzzy n-normlu uzaylarda
Fnﬂzg —yakinsaklik ve Fn@, —yakinsaklik

kavramlarini verip bu limit noktalarinin tek
oldugunu gosterdik. Ayrica bir x cift dizisi igin

Fnf, —limx = L, ise FnJ{ — limx = L, olacagini

gosterdik. Son olarakta Fn#, —Cauchy ve

Fng§ —Cauchy tanimlarini ve bazi ozelliklerini
verdik. Calismamiz da 6zellikle tek dizilerde verilen
Ozelliklerin ¢ift dizilerde belirli sartlar altinda
korundugunu, ayni zamanda segilen fuzzy n-
normdan bagimsiz olarak 6zelliklerin fuzzy n-norma
tasinabilecegini gordiik. Bu calismadan sonra farkli
normlarda yapilan benzer galismalarin n-normlara
veya cift dizilere tasimanin mimkiin olup olmadigi

Gzerine arastirmalar yapilabilir.
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