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Oz

Bu makalede bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun € (¢,U,)R =0, C(¢,U,)P =0, C(¢,U,)Z = 0,
C(&,U)S =0ve C(&U,)C = 0, sartlarin1 saglamas1 durumunda ortaya ¢ikan sonuglar ¢alisilmistir. Bu sonuglara gore
manifold karakterize edilmistir. Burada R, Riemann egrilik tensorii, C, quasi-konformal egrilik tensérii, P, projektif
egrilik tensorii, Z, concircular egrilik tensérii ve S Ricci tensoriidiir.

Anahtar kelimeler: Concircular egrilik tensorii, Einstein manifold, Normal hemen hemen parakontakt metrik
manifold, Quasi-konformal egrilik tensori

Abstract

In the present paper, we have studied the curvature tensors of a normal almost paracontact metric manifold satisfying
the conditions C(§,U)DR =0, C(§,U;))P =0, C(§,U)Z=0, C(&,U;)S=0 and C(& U;)C = 0. According these
cases, we classified normal almost paracontact metric manifolds, where R is the Riemanniann curvature tensor, Cis the

quasi-conformal curvature tensor, P is the projective curvature tensor, Z is the concircular curvature tensor and S is
the Ricci tensor.
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1. Giris

Parakontakt geometri {izerine galigmalar ilk olarak
Sato (1976) ile baglamistir. Daha sonra Kaneyuki
ve Williams (1985), manifoldlar {izreinde
parakontakt yapilar i¢cin bazi karakterizasyonlar
vermiglerdir. Acet vd., (2012; 2016), para-
Sasakian manifoldlarda kanonik parakontakt
konneksiyon i¢in baz1  egrilik  sartlarim
incelmiglerdir. Ayrica son yillarda pek ¢ok yazar,
matematigin yaninda fizikte de ¢ok Onemli bir
yeri olan normal (para) hemen hemen kontakt
metrik  manifoldlarin  simetri  ve  egrilik
tensorlerinin ~ Ozelikleri ile ilgili g¢aligmalar
yapmiglardir (Szabo, 1982; Olszak, 1986; De ve
Mondal, 2009; De vd., 2009; Erdem, 2015; Erken,
2015).

Atceken ve Yildirnm (2016) quasi-konformal
egrilik tensoriini C(a) —manifoldlarinda,
Atceken (2013) (LCS),, —manifoldlarinda, De vd.
(2008) Sasakian manifoldlarinda, De ve Sarkar
(2012) (k,u) —kontakt metrik manifoldlarinda,
Hosseinzadeh ve Taleshian (2012) N (k) —quasi-
Einstein manifoldlarinda incelemislerdir.

Biz de simdiye kadar yapilan bu ¢alismalar
1s1¢inda bir normal hemen hemen parakontakt
metrik manifoldunda quasi-konformal egrilik
tensOriiniin ~ sagladigi  bazi egrilik sartlarini
arastirdik ve elde ettigimiz sonuglara gore sabit
kesit egrilikli bir normal hemen hemen
parakontakt ~ metrik  manifold i¢in  baz
siiflandirmalar elde ettik.

2. Temel Bilgiler

Tammm 2.1. M, n— boyutlu bir Riemann
manifoldu ve R, M Riemann manifoldunun
Riemanninan egrilik tensorii olsun. {91,32» ...,en}
climlesi y(M) nin ortonormal vektor alanlari
olmak iizere VU, U, € y(M) igin

S:x(M) X y(M) » C*(M,R)

(U, Uy) » S(U,Up) =
19(R(Uy, e)e;, Up)

seklinde tanimli (0,2)- tipindeki tensére M nin
Ricci tensorii adi verilir. Kolayca goriilebilir ki
Ricci tensorii simetriktir. Ayrica M nin Ricci
operatorii Q ise

S(Uy,U;) = g(QUy, Up)

seklinde tanimlidir.
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Tammm 2.2. M, n— boyutlu bir Riemann
manifoldu ve {e;e,,...,e,} lokal ortonormal
vektor alanlar1 olmak tizere

r =25 e)

degerine M nin skaler egrilik fonsiyonu denir
(O’Neill, 1983).

Tammm 2.3. M, n— boyutlu bir Riemann
manifoldu olmak tizere VU, U, € y(M) igin

Sy, Up) = A2g(Uy, Up)

olacak bicimde M fizerinde bir A fonksiyonu
varsa, yani, M nin Ricci tensorii S, metrik tensor g

nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu adi1 verilir
(Boothby, 1986).

Tammm 2.4. M, n— boyutlu bir Riemann
manifoldu olsun. Eger, S Ricci tensorii olmak
tizere, V Uy, U, € y(M) igin

S(U1,Up) = ag(Uy, Up) + bn(U)n(Uy)

esitligi saglaniyorsa M ye n —Einstein manifoldu
ad1 verilir.

Burada a ve b M iizerinde fonksiyonlar ve n —da
1 —formdur (Boothby, 1986).

Tanim 2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun.
Ty (p) tanjant uzaymnin iki boyutlu alt uzayr II
olmak {iizere Uy, U, € Il tanjant vektorleri i¢in Q
fonksiyonu;

QU,,Up) = g(Uy, Uy g(Up, Up) — g(Uy, Uz)z

biciminde tanimlansin.

uzere

Q(U;,Uy) #0 olmak

K(U,, U,) = ZRW1U2)UzU1)

( 1’ 2) oULly)

olup buna IT nin kesit egriligi denir ve K(II) ile
gosterilir.

Vp EM ve Ulp! Uzp € TM(p) ig:in, K(Ulp' Uzp)
sabit ise M ye sabit kesit egrilikli uzay form veya
reel uzay form denir.

Tanim 2.6. M Riemann manifoldu reel bir uzay
form ve ¢ —sabit kesit egrilikli ise M nin Riemann
egrilik tensorii

R(Uy,U3)Us = c{g(U,, U3)U; — g(Uy, U3)Uy}
seklindedir (Yano ve Kon, 1984).
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M, n —boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak lizere M iizerinde her bir Uy, U, vektor alani i¢in, &,
bir kontravaryant vektor alani,  bir 1-form ve (Z,1)-tipinden bir tensor alani ¢p olmak {izere

¢?Uy = Uy —n(U)§, ¢§ =0, n(@U) =0, n¢) =1 1)
Ve
g(¢U1' ¢U2) = g(Ull UZ) - U(U1)77(U2)/ U(U1) = g(UlJ E)J (2)

esitliklerini saglayan (M, ¢,&,7n,g) beslisine bir hemen hemen parakontakt metrik manifold denir (Sato,
1976). Bir hemen hemen parakontakt metrik manifoldu

(Vy, ®)U, = —g(Uy, Ux)E —n(Ux)Uy + 2n(U)n(U)E 3)
ve
$U; = Vulf (4)

esitliklerini de sagliyorsa bu durumda manifolda normal hemen hemen parakontakt metrik manifold denir.

Ayrica ¢ —sabit kesit egriligine sahip bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun Riemann
egrilik tensorii R, VU, U,, U3 € y(M) olmak iizere

c+3

R(Uy,Uy)Us = T{Q(Uz» U3)Uy — g(Uy, U3)Us}
+C;—1{77(U1)77(U3)U2 —n(U)n(U3)Uy + g(Uy, Us)n(Uz)E — g (U, Uz)n(Uy)E
+9(pU,, U3)pU; — g(pUy, U3)pU, — 2g(¢pUy, Uy)pUs} )
ile verilir (Sato, 1976).

n —boyutlu bir Riemann manifoldunun projektif egrilik tensorii, concircular egrilik tensdriine quasi
konformal egrilik tensérii sirasiyla

P(Uy, Up)Us = R(Uy, Up)Us — —=[S(Us, U3)Uy — S(Uy, Us)Uy], ©
Z(U,, Up)Us = R(Uy, Uy)Us — ﬁ [g(Uy, U)U;y — g(Uy, U3)Us], (7)
C(U1, Up)Us = aR(Us, Up)Us + BIS(Uz, Us)Uy — S(Uy, Us)Us + g(Uy, Us)QUy — g (Us, Us)QU:]

_i[ﬁ + 2b] [g(U,, U)U; — g(Uy, Us)Uy] ®)

seklinde tanimhdir. Burada a ve b birer sabit, Q, Ricci operatori, S, Ricci tensorii ve r manifoldun skaler
egriligidir.

M, n —boyutlu bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldu ve M nin Riemann egrilik tensorii R
olmak iizere, (5) denkleminde U; = ¢ sectigimizde

R(§,Uz)Us = g(Uz, U3)§ —n(U3)Us, ©))
benzer sekilde (5) de U; = € sectigimizde

R(Uy,U3)¢ = n(Ux)Uy — n(U)Uy, (10)

esitlikleri elde edilir. Yine (10) denkleminde U, = ¢ igin,
R(U1,$)¢ = Uy —n(U1)¢ (11)
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elde edilir. Ayrica (5) denkleminde esitligin her iki tarafina & € y (M) uyguladigimizda ise

n(R(Uy, Uz)Us) = g(Uz, Us)n(Uy) — g(Uy, Us)n(Us)

esitligi hesaplanir. Benzer sekilde (6), (7) ve (8) denklemlerinden,
1

P(§,Ux)Us = g(Us, U3)§ — ES(UZ, U3)s,

P(E' UZ)E = O'

Z(,U)U; = [1-

] [g(Uz, U3)§ —n(Us3)U,],

n(n-1)

IEICAIEA]

2(,0)¢ = |1~

n(n-1)

4a+b(n—-5)(1-c)

O, Ul = [2H20D020 _ 1]t 9p]| (g0, U)§ = (U

C U8 = |

esitlikleri elde edilir.

M0 Ly 2b]| W) - U]

Ayrica burada M nin {ey, e,, ..., e,_1, ¢} bazi igin

S(U,,U,) = Z g(R(Uy,e)e;, Uy) + g(R(Uy,$)E,Us)

i=1

oldugundan ve esitlik (5) den

c+1
R(Uy,e)e; = T{g(ei' e))U; — g(Uy, e)e;}

+ 2 {—g(es, e)nUE + g (@ (e), e)p(Uy) — 3g(d(Uy), e)pes}

oldugundan

S(Ul, Uz) _ [c(n 5)+3n+1

| 9, U) + [SE nin(wy)

ve

c(n-5)+3n+1

QU; = [f] Uy + [@] nU§

elde edilir.

(12)

(13)
(14)
(15)

(16)
(17)

(18)

(19)

(20)

Sonug¢ 2.1. Her sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik manifold n —Einstein

manifolddur.
Ayrica (19) denkleminde U, = & segtigimizde

S(U1,$) = (n = Dn(Uy),
benzer sekilde

Q¢ =m—-1)¢§

olarak hesaplanir. Diger taraftan M nin skaler egriligi
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r=$[c(n—5)+3n+5]
dir.

3. Bir Normal Hemen Hemen Parakontakt Metrik Manifoldun Quasi-Konformal Egrilik Tensorii

(23)

Bu boliimde sabit kesit egrilikli bir normal hemen hemen parakontakt metrik manifoldun quasi-konformal

egrilik tensoriiniin diger egrilik tensorleri izerindeki etkiler incelenmistir.

Teorem 3.1. n —boyutlu bir M(c) —sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik
manifoldunda C(&,U,)R = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart ya manifold M(1) seklinde bir reel uzay

formdur yada manifoldun skaler egriligi

_n(n—1l4a+b(n—5)(1-c)]
r= 4a +8b(n — 1)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki (&, U,)R = 0 sart1 saglansin. O zaman YU, Uy, U3, Uy, Us € (M) olmak

(C(Uy, Up)R)(Us, Uy, Us) = C(Uy, U)R(Us, U)Us — R(C(Uy, Uy)Us, Uy)Us
—R(Us, C(Uy, Uy)U,)Us — R(Us, U,)C(Uy, Up)Us

oldugunu biliyoruz. (24) denkleminde U; = & segtigimizde

(C(§, U2)R) (U3, Uy, Us) = C(&, U)R(Us, Up)Us — R(C(E, Up)Us, U)Us
—R(Us3, C(§,U2)Us)Us — R(Us, Ug)C(§, Ux)Us
=0

halini olur. Bu denklemde (17) kullanildiginda

4a+b(n—5)1—-c) rp a
——[ +2b] [g(Uz, R(U3, U)Us)é — n(R (U3, Uy)Us) U,
4 nn-1
—gU,, U3)R(E, U Us + n(U3)R(Uz, Uy)Us
=gy, Uy)R(U3,&)Us + n(Uy)R (U3, Uy)Us
—9g (U3, Us)R(U3, Up)¢ +n(Us)R(Us, Uy Uy]
=0
bulunur. (26) da (9) ve (10) esitlikleri kullanildiginda

4a+b(n-5)(1-c) _r
4 n

[+ + 20| [RCUa UDUs + 9(U, U)U, = 9(Us, U U] = 0
elde edilir. Buradan ya

R(Uz,Uy)Us = g(U,, Us)Up — g(Uy, Us)Uy

icin M, ¢ = 1 sabit kesit egrilikli bir reel uzay formdur ya da M nin skaler egriligi

. n(n—1)[4a+b(n—-5)(1 —c)]

_ 4a+8b(n—1)
dir. Ispatin tersi agiktir.
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Teorem 3.2. n—boyutlu bir M(c) —sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik
manifoldunda € (&, U,)P = 0 olmast icin gerek ve yeter sart ya M bir Einstein manifoldudur ya da M nin
skaler egriligi

_n(n—1l4a+b(n—5)(1-c)]
r= 4a +8b(n — 1)

dir.
Ispat. Kabul edelim ki C(&, U,)P = 0 sart1 saglansin. O zaman V U,, Us, Uy, Us € x(M) olmak iizere

(C(&,U)P)(Us, Uy, Us) = C(§,Up)P(Us, Uy)Us — P(C(§,Uy)Us, Uy)Us
—P (U3, C(&,Ux)Uy)Us — P(Us, Uy)C(§,U5)Us
=0 (28)

dir. (28) denkleminde (17) kullanilirsa

4a+b(n—5)(1—
a+b(n - A -0 % [n i T+ Zb] [g(Uy, P(Us, U)Us)E —n(P(Us, Uy)Us)U,

—g(Uz, U3)P(§,Uy)Us + n(U3)P(Up, Uy)Us
—g(Uz, Uy)P (U3, §)Us + n(Uy)P (U3, Uy) Us
—9g (U3, Us)P (U3, Uy)é +n(Us)P(Us, Uy)Us] = 0 (29)

bulunur. (29) da (13) ve (14) esitlikleri kullanildiginda ve sonrasinda U; = & sectigimizde

4a+bn—-5)(1 -
a+b(n - )1 —¢) _%[n i -+ Zb] [P(Uy, UyUs + g(Uy, Up)n(Us)E

— = g(Us, U (Us)§ + g(U, UsIN(Ua)§ = = g (U, Us)n(Ua)é
+—=5(Us, Us)Uz — g(Us, Us)Up = —=S(Us, Us) (Us)§
+7.9(WUa, U)Uy = S (U, Upn(Us)E

=0 (30)

elde edilir. (30) denkleminde Us = ¢ sectigimizde ve gerekli kisaltmalari yaptigimizda

4a+b(n—5)(1—-c) r; a
4 _E[n—1+2b]

1
[nTlS(Uzp Uy) —g(Us, Ux)| =0

bulunur. Buradan ya M nin skaler egriligi
_n(n—1[4a+b(n—5)(1-0)]
r= 4a+8b(n—1)

olarak hesaplanir. Diger taraftan
Sy, Uz) = (n—1)g(U,, Uy)
olup buradan M bir Einstein manifoldudur. Ispatin tersi agiktir.
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Teorem 3.3. n—boyutlu bir M(c) —sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik
manifoldunda € (&, U,)Z = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart ya M, ¢ = 1 sabit kesit egrilikli bir reel uzay
formdur ya da M nin skaler egriligi

_n(n—1[4a+b(n—5)(1-c)]
r= 4a +8b(n — 1)

dir.
Ispat: Kabul edelim ki €(&,U,)Z = 0 olsun. O zaman V U,, Us, Uy, Us € (M) olmak iizere
(€& UZ)(WUs, Uy, Us) = C(§,U)Z(Us, Up)Us — Z(C(§, U)Us, Uy)Us

~Z(U3,C(§, Up)Us)Us = Z(Us, Ug)C(§, Up)Us

=0 (31)
dir. (31) denkleminde (17) kullanilirsa

4a+b(n—5)(1—c)_
4

%[n i 1 + Zb] [g(UZ'Z(U3’ U4)U5)€ —n(Z(U3, Uy)Us)U,

~g(Uy, U3)Z(§,Uy)Us + n(U3)Z(Uy, Uy)Us
~g(Uz, U Z(U3,§)Us +n(Us)Z(Us, Ux)Us
~g(Us, Us)Z(Us, Up)é +1(Us)Z(Us, Uy)Us]
=0 (32)
elde edilir. (32) denkleminde (15) ve (16) esitlikleri kullanildiginda ve sonrasinda U; = ¢ segtigimizde

4a+b(n—-5)(1-c) ry a 7
- _;[n_1+2b] [Z(U,, Uy)Us

_ [1 S ] [g(Us, Us)Uy — g(Uz, Us)U,]

n(n-1)
=0 (33)
elde edilir. (33) denkleminde (7) kullanilirsa ya M, ¢ = 1 sabit kesit egrilikli bir reel uzay formdur ya da M

nin skaler egriligi

_n(n—1[4a+b(n—5)(1-0)]
re 4a +8b(n— 1)

dir. Boylece ispat tamamlanir, tersi ise agiktir.

Teorem 3.4. n—boyutlu bir M(c) —sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik
manifoldunda C(, U,)S = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart ya M bir Einstein manifoldudur ya da manifoldun
skaler egriligi

_n(n—1[4a+b(n—5)(1-c)]
"= 4a+8b(n—1)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki C (&, U,)S = 0 olsun. O zaman V U,, Uy, U3, U, € x(M) igin
S(C(U1,Ux)U3,Uy) + S(Us, C(Uy, Ux)Uy ) = 0 (34)

dir. (34) denkleminde U; = ¢ sectigimizde
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4a+b(n—51—-c) ry a
~al

7 +2b|| [(n ~ 2g(Uz, U (Uy) + (n = 2)g (U, Up)n(U5)

n—1
—n(U3)S (U, Uy) —n(U4)S(Us, Uy)]
=0 (35)
bulunur. Buradan ya
S(Uz,Uy) = (n—1)g(Uy, Uy)
olup buradan M bir Einstein manifoldudur. Ya da

_n(n—1[4a+b(n—5)(1-c)]
r= 4a +8b(n — 1)

dir. Ispat tamamlanir, tersi agik¢a goriiliir.

Teorem 3.5. n —boyutlu bir M(c) sabit kesit egrilikli normal hemen hemen parakontakt metrik
manifoldunda C(& U,)C = 0 olmas1 icin gerek ve yeter sart ya M (4a_b[5n_47a_c(3n+5)]) sabit kesit egrilikli
bir reel uzay form ya da M nin skaler egriligi

_n(n—1[4a+b(n—5)(1—c)]
"= 4a + 8b(n — 1)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki € (¢,U,)€ = 0 olsun. O zaman V U,, U3, Uy, Us € y(M) olmak iizere

(C(&,Ux)C) (U4, Us, Us) = C(§,Up)C(Us, Us)U3 — C(C(E,Ux)Us, Us)Us
—C(U4,C(§,Uy)Us)U3 — C(Uy, Us)C(E,Up)Us

=0 (36)
dir. (36) esitliginde (17) denklemi kullanildiginda

4a+ b(n—-5)(1 — 5 i
a (n4 )( C)_%[ni1+2b] [9(U,, €(U,, Us)U3)E —n(C(U,, Us)U3)U,

—g(U3,U4)C(§,Us)Us + n(U)C(Uy, Us)Us
—g (U3, Us)C(Uy, U3 + n(Us)C(Uy, U5)Us
—9(U,, U3)C (U4, Us)E + n(U3)C(U,, Us)Uz]
=0 (37)
elde edilir. (37) denkleminde tekrar (17) kullanilirsa ve U, = ¢ secildiginde,

4a+b(n—5)(1_5)__ +2b] [f(UZ,U5)U3

4 :l[nil

4a+b(n—5)1—-c) r; a
4 _EL—1+24

[g(Us, U3)Us — g(Us, U3)Us)]|

=0
esitligi bulunur. Son esitlikte U, — ¢ U, ve Us — ¢Us secilip, sonrasinda (8) kullanildiginda
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R($U,, pUs)U; = [*=HE==CRN [ (g0, U3) U, — g($Uy, Us)pUs] (38)

4a-b[5n-7—-c(3n+5)]
4a

olarak hesaplanir. (38) esitliginden ise M ( ) sabit kesit egrilikli bir reel uzay formdur.

Diger taraftan M nin skaler egriliginin de

_n(n—1[4a+b(n—-5)(1-c)]
r= 4a +8b(n — 1)

oldugu goriiliir. ispatin tersi ise agiktir.

Ornek 3.1. R7 de (xq,%,X3,V1, V2, V3,Z) standart koordinatlarina gore M7 = {(x1, X5, X3, Y1, V2, V3, Z) €
R’} manifoldunu alalim. M nin her bir noktasinda lineer bagimsiz vektdr alanlart

20 ez
6xl-’ J 6yj’

olsun. Burada M iizerinde Riemann metrigi

. a
e, =e 1Sl,]$3vee7=£

3
g= e‘ZZZ{dxi ® dy; + dy; ® dy;} + dz ® dz
i=1

olsun. Burada g(ei, ej) = §;j olup, 1 < i,j <7 olmak iizere e;, M nin bir ortonormal bazidir. M iizerinde
bir vektor alani

=) (0 rn ) el
B iaxi iayi s

dir. Burada ¢ parakontakt yapisini ve 1 —formunu ise

3

X = (Xa Ya)
PX = ox, Viay,

i=1
ve
n(X) = g(X, ey) olarak tanimlayalim. Bundan kolayca goriilebilir ki her X, Y € I'(TM) igin
¢2X =X- T](X)e7!
g9(@X,¢Y) = g(X,Y) = n(X) n(¥)

ve
nie;) =1

dir. Boylece (¢, & = e, n, g) M lizerinde bir hemen hemen parakontakt metrik yapidir. Burada Lie parantez
operatdrleri de

e, e;] =—e;, 1<i<6 ve [ei,ej] =0, 1<j<6

olarak hesaplanir.

Yine Kozsul formiilii yardimiyla kovaryant tiirevler ise

Veei=e€7, Ve =0, i#j, 1<ij<6,

Ve,e7 =¢e;=—¢€;, Voe; =0, Voe,=01<i<6
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olarak bulunur. Yine burada X,Y € I'(TM) i¢in

(Vx@)Y = —g(X, V)¢ —n(V)X + 2n(X)n(Y)¢

oldugu goriiliir. Béylece M7 (¢, ,7, g) yapisi bir hemen hemen normal parakontakt metrik manifolddur. M

nin Riemann egrilik tensorli yardimiyla,

R(ei,ej)ej = —e€, 1<i :/:] < 7,

R(ene)ex =0, 1<ijk<6, i#j+*k

degerleri bulunur. Simdi M iizerindeki X, Y, Z vektor alanlari

X =Xl-el-, Y= }GGJ ve 7 =Zkek,

1<1i,j,k <7 olarak alirsak,

R(X,Y)Z = X;Y,Z\R(e;, ¢;)ex = Y;Z;X;R (e, e )e; + X;Y,ZiR ey, €))e;

= }G-Zinei + XiZi}?ej

—9(,2)X — g(X,Z2)Y}

dir. Yani M ¢ = —1 sabit kesit egriliklidir. Buradan da M nin Ricci tensori

SX,Y)=—-(mn-1DgX,Y)

oldugundan

S(X,Y) = —6g(X,Y) dir. Buradan da M nin skaler egriligi r = —42 olarak hesaplanir.

Sonug olarak verdigimiz biitiin teoremleri saglayan érnegimiz i¢in ¢ = —1, r = —42 olup ayrica a = — ? b

bagintisi vardir.
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