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3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Timelike Binormalli Spacelike Egrinin Tabii Liftini Asimptotik
Kabul Eden Yiizey Ailesi

Evren ERGUN? Ergin BAYRAM?

OZET: y timelike binormalli spacelike bir egri, 7_/ ise y nin tabii lifti olsun. Bu ¢alismada, 3 boyutlu

Minkowski uzayida )_/ yi ortak asimptotik egri kabul eden ylizey ailesi elde edildi. }_/ nin olusturulan

yiizeyler lizerinde asimptotik egri olmasi igin gerekli sartlar bulundu. Baz1 6rnekler verildi.

Anahtar Kelimeler: Yiizey Ailesi, Tabii Lift, Asimptotik Egri, 3-Boyutlu Minkowski Uzay1

Surface Family With a Common Natural Asymptotic Lift of a Spacelike Curve with Timelike
Binormal in Minkowski 3-Space

ABSTRACT: Let y be a spacelike curve with timelike binormal and ; be its natural lift. In this work,
we find surfaces accepting » as an asymptotic curve in IR?. We obtain sufficient constraints such that

y is an asymptotic curve on the constructed surface. We present some illustrative examples.
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GIRIS

Egriler ve ylizeyler diferansiyel geometride uzun
yillardir ¢alisilan konulardir. Egri ve ylizeyler
bircok endiistriyel uygulamada kullanilmaktadir.
Bu nedenle yiizey olusturma problemleri, 6zel
olarak, verilen bir egriden gegen ve bu egriyi
0zel egri kabul eden ylizey bulma problemleri
birgok bilim insaninin ilgisini ¢ekmektedir.
Wang ve ark., (2004) bu tiir problemi ilk olarak
2004 yilinda ortaya atmistir. Verilen bir egriden
gecen ve bu egriyi ortak geodezik kabul eden
yiizeyleri elde etmislerdir. Kasap ve ark., (2008)
ise Wang ve ark., tarafindan kullanilan sapma
fonksiyonlari genellestirerek daha genel bir
ortak geodezikli ylizey ailesi elde etmistir. 2011
yilinda ise Li ve ark., (2011) ortak egrilik ¢izgili
yiizey ailesi i¢in yeterli sartlari sunmustur. Ergiin
ve ark., (2014) ise Li ve ark., tarafindan yapilan

calismayr 3 boyutlu Minkowski uzayina
tasimistir. Ortak asimptotik egrili ylizey ailesi
Bayram  ve ark., (2012) tarafindan

tanimlanmustir. Erglin ve Bayram (2015) verilen

U =(u,,u,,U,) € IR; vektoriine

bir egrinin tabii liftini ortak egrilik ¢izgisi kabul
eden ylizeyleri elde etmistir. Ergiin ve Bayram
(2016) tabii liftin geodezik olmasi igin yeterli
kosullar1 elde etmistir. Timelike egrinin tabii
liftini asimptotik egri kabul eden yiizey ailesi ise
Bayram ve  Ergiin  (2016) tarafindan
tanimlanmistir. Bu c¢alismada ise yukaridaki
makaleler 1s181nda timelike binormalli spacelike
egrinin tabii liftini asimptotik egri kabul eden
yiizey ailesi i¢in gerekli sartlar elde edildi.

MATERYAL VE YONTEM

Oncelikle,  kullanilacak  olan  kavramlar
tanitilacaktir.

U=(ul,u2,u3)eIR3 olmak lzere

(U,U)=—-u; +u; +u;,

Lorentz i¢ ¢arpimi ile donatilmis IR® vektor
uzayma 3 boyutlu Minkowski uzayi denir ve

IR} ile gosterilir.

(U,U) <0 ise timelike,(U,U) >0 veya U =0 ise spacelike, (U, U) =0 ve U =0 ise null denir (O’neill,

1983). U=(u,,U,,Uy), V=(V,,V,,V;)elR] vektorleri igin (U,V)=0 ise bu vektdrlere ortogonal

vektorler denir (Ratcliffe, 1994). U, V vektorlerinin Lorentz vektorel ¢arpimi

- - -
e, —e, —&
UxV={u, U, Uy |=(U,Vy—UgV,, UV —UgVy, UV, —UyV, )

l—‘< <

seklinde tanimlidir (Onder ve Ugurlu, 2013). y egrisinin tanjant, asli normal ve binormal vektor alani, sirasiyla,

t, n, b olmak iizere {t(u), n (u), b(u )} kiimesine egrinin Frenet ¢atist denir. Egrinin egrilik ve burulmasi,

sirastyla, x ve 7 olmak tizere birim hizli timelike bir egri i¢in

txn=-b, nxb=t, bxt=-n,t'=xn, n'=«xt+1b, b’ =—1n,

spacelike binormalli spacelike bir egri i¢in

txn=—b, nxb=—t, bxt=n,t'=xn, n'=xt+1b, b’ =1n

timelike binormalli spacelike bir egri i¢in

txn=Db, nxb=-t, bxt=-n, t'=xn, n'=—«xt+1b, b’=1ndir (Walrave, 1995).
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R c IR} bir yiizey ve y : | >R bir egri, U ise R iizerinde diferansiyellenebilir bir vektor alani olmak

lizere %(y(u)): U(y(u)), (Vu € I), oluyorsa y ya U vektor alaninin bir integral egrisi denir

(O’neill, 1983). R nin p noktasindaki tanjant uzay T,R ve R nin tanjant vektor alanlari uzayr y(R)

olmak iizere TR=UTR=y(R)dir. y:1—>R egrisi i¢in q_((u):(y(u),y’(u))

peR

tanimlanan egriye 7y egrisinin tabii lifti denir (Ergiin ve Caligkan, 2011).

v'(u)l,, seklinde

y(u), L, <u<L,,timelike binormalli spacelike egri olsun. Bu durumda 7 timelike veya spacelike

binormalli spacelike egri olur.y nin {t(u),n(u),b(u)} Frenet ¢atis1 ile 7_/ nin {f(u),ﬁ(u),ﬁ(u)}

Frenet ¢atis1 arasinda asagidaki iliski vardir
a) ;_/ nin timelike binormalli spacelike egri olmasi durumu;

i)  nin Darboux vektorii timelike ise

t(u) 0 1 0 ) t(u)

n(u)|=| —cosh® 0 sinh@ || n(u)|.

b(u)) (-sinh® 0 cosho){ b(u)

ii) y nin Darboux vektorii spacelike vektor ise
t(u) 0 1 0 )t(u)

n(u)|=| -sinh@ 0 coshd | n(u)|.

b(u)) (-cosh® 0 sinho b(u)

b) 7 nin spacelike binormalli spacelike egri olmasi durumu;

i) » nin Darboux vektorii timelike vektor ise

t(u) 0 1 0 )t
n(u)|=| —cosh® 0 sinh® || n(u)|.
b(u) sinh® 0 —cosh6 ){ b(u)

i) » nin Darboux vektorii spacelike vektor ise

t(u) 0 1 0 \(t(u)
n(u) |=| —sinh® 0 cosh® | n(u)|.
b(u)) (cosh® 0 —sinh6 )\ b(u)

@)

)

©)

(4)
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BULGULAR VE TARTISMA
7(u), L Su<L,,birim hizl,

y”(u)” #0, L, <u<L,,olan timelike binormalli spacelike bir egri,

7(u), L <u<L,, ise y(u) nun tabii lifti olsun. Bu durumda » spacelike bir egridir. y(u) den gegen
ylizey ailesi

R(u,v)=q_((u)+f(u,v)f(u)+g(u,v)ﬁ(u)+h(u,v)B(u), (5)
denklemi ile verilir. f(u,v), g(u,v) ve h(u,v) fonksiyonlar1 C*sinifindan fonksiyonlar olup sapma
fonksiyonlar1 olarak adlandirilirlar. Ayrica, {f(u),ﬁ(u),ﬁ(u)} 7 tabii liftinin Frenet catisidur.
Amacimiz R(u,v) yiizeyi lizerinde yer alan 7_/(u) tabii liftinin asimptotik ve parametrik egri olmasi
i¢in sartlar1 elde etmektir. ;_/(u) egrisinin parametre egrisi olmasi i¢in yeterli kosul Vv, € [Tl,TZ] olmak

luzere

f(u,ve)=9(u,vg)=h(u,v,)=0, L, <u<L,, T,<v,<T, (6)

olmasidir. Diger taraftan bu egrinin R(u,v) yiizeyi iizerinde asimptotik egri olmasi i¢in yeterli sart

yiizeyin normal vektdr alant n(u,v, ) ile egrinin binormal vektdr alani b(u) nun paralel olmasidir.

8R(u,v)X6R(u,v)

dir. 1-4
= ir (1-4)

R(u,V) yiizeyinin normal vektér alani n(u,v)=
denklemlerinden uygun olanlari (5, 6) denklemlerinde yerine yazilirsa y egrisi boyunca ﬁ(u,vo)
vektor alan1 asagidaki gibi elde edilir:

i) Timelike binormalli spacelike 7_/ egrisi ve spacelike veya timelike Darboux vektorii igin

ﬁ(u,vo)=K{%(u,vo)n(u)+a(u,vo)5(u)}, @)
ii) Spacelike binormalli spacelike » egrisi ve spacelike veya timelike Darboux vektdrii i¢in
ﬁ(u,vo)=—K[%C(u,vo)ﬁ(uﬁ%g(u,vo)ﬁ(u)} ®)

dir. Burada «,y egrisinin egriligidir. K(u);tO, L <u<L,, oldugundan 7_/ egrisinin R(u,v) yiizeyi
tizerinde asimptotik egri olmasi igin yeterli sart %(U,VO)EO, %(u,vo)¢001mas1d1r. Boylece su

teorem ifade edilebilir:
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Teorem : vy(u), L, <u<L,,birim hizli,x=00lan, timelike binormalli spacelike bir egri ve
7_/(u), L <u<L,, ise bu egrinin tabii lifti olsun. 7_/ tabii liftinin (5) denklemi ile verilen ylizey

lizerinde hem parametre egrisi hem de asimptotik egri olmast ic¢in yeterli kosul
L, <u<L,, T, <v, v, <T, (v, sabit) olmak lizere

{f(u,vo)zg(U,V) h(u,vy)=5(u.v,)=0, 9

O =
S (uv,) 0

olmasidir.

Onerme : y(u), L, <u<L,,birim hizl,x=0olan, timelike binormalli spacelike bir egri ve

7_/(u), L, <u<L,, ise bu egrinin tabii lifti olsun. L, <u<L,, T, <v, v, <T, (v, sabit) olmak iizere

egerf(u,v)=g(u,v)=v-v,, h(u,v)=0veya f(u,v)=h(u,v)=0, g(u,v)=v-v,, ise

(5) denklemi ile verilen yiizey ;_/ tabii liftini asimptotik ve parametre egrisi kabul eden regle yiizeydir.

Ispat : Sapma fonksiyonlart f(u,v)=g(u,v)=v-v,, h(u,v)=0 veya f(uv)=h(u,v)=0, g(u,vo)=0
seklinde almrsa (5) denklemi ile verilen yiizeyR(u,v)=y(u)+ (v—vo)[f(u) + ﬁ(u)] veya

R(u,v)=y(u)+(v—v,)n(u) regle yiizeyine doniisiir.

3 boyutlu Minkowski uzayinda verilen timelike binormalli sapcelike egrinin tabii liftini
asimptotik egri kabul eden yiizeyler her zaman bulunabilir. (5) denkleminde yer alan Frenet
vektorlerinin katsayr fonksiyonlarinin her farkl segilisinde ayni egriden gecen ve bu egriyi asimptotik
egri kabul eden farkli ylizeyler elde edilir. Bu calismanin, literatiirde yer almayan bu tip egri ve
ylizeylerle ilgili yapilacak yeni ¢alismalara yon gostermesi beklenmektedir.

Ornek 1

Timelike binormalli spacelike y/(u)z(O,cosu,sinu) egrisi verilsin. Egrinin Frenet vektorleri
t(u)=(0,—sinu,cosu),n(u)=(0,—cosu,—sinu),b(u)=(1,0,0)dir.

y nmn tabii lifti y(u)=(0,~sinu,cosu) timelike binormalli spacelike efri olup Frenet vektorleri
t(u)=(0,~cosu,~sinu),n(u)=(0,sinu,~cosu),b(u)=(10,0)dir. Sapma fonksiyonlari
f(u,v)=h(u,v)=0, g(u,v)=v, seklinde se¢ilirse 6nermede verilen sart saglanir ve vy tabii liftini
asimptotik egri kabul eden R,(u,v)=(0,(1-v)sinu,(1-v)cosu), -4<u<4, -1<v<1l regle yiizeyi
elde edilir (Sekil 1).
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— 00—
~§==—=é% e
Sekil 1

Ayn1 egri i¢in sapma fonksiyonlari f(u,v)EO, g(u,v):(sinh u)sinhv, h(u,v):V—SinhV seklinde

alinirsa teoremin sartlari saglanir ve ; tabii liftini asimptotik egri kabul eden

R, (u,v)=(v—sinhv,((sinhv)(sinhu)~1)sinu,((sinhv)(sinhu)-1)cosu), 0<u <1, —1<v<l,
yiizeyi elde edilir (Sekil 2).

Sekil 2

Ornek 2

o . . . 4 . 4 5 . o L
Timelike binormalli spacelike y(u)= §S|nh3u,§cosh3u,§u egrisi veriliyor. Egrinin Frenet
vektorleri

t(u)=(gcosh3u,gsinh3u,gj,n(u)=(sinh3u,cosh3u,0),b(u)=£—§cosh3u,§sinh3u,—%)

dir. Bu egrinin tabii lifti ;_/(u) =(4cosh3u,4sinh3u,$) ve Frenet vektorleri

1087



Evren ERGUN ve Ergin BAYRAM

Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 9(2): 1082-1089, 2019

3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Timelike Binormalli Spacelike Egrinin Tabii Liftini Asimptotik Kabul Eden Yiizey Ailesi

seklindedir. Sapma fonksiyonlar

Onermede  verilen sart saglanir  ve

f(u,v)=0, g(u,v)=vinu, h(u,v)=v"

t(u)=(sinh3u,cosh3u,0),n(u) = (cosh3u,sinh3u,0),b(u)=(0,0,-1)

olarak segilirse

y oy

asimptotik  egri  kabul eden

R,;(u,v)= ﬂ+v|nu cosh3u, ﬂ+v|nu sinh3u,§—v2eU ,1<u<2,0<v<l regle yiizeyi elde edilir
: 3 3 3

(Sekil 3).

Sekil 3

SONUC

Bu c¢alismada, 3 boyutlu Minkowski
uzaymda verilen timelike binormalli spacelike
bir egrinin tabii liftini asimptotik egri kabul eden
yiizey ailesi icin sartlar elde edildi. ilk olarak,
verilen herhangi bir timelike binormalli
spacelike egrinin tabii liftinin Frenet c¢atisi
yardimiyla yiizey ailesi parametrik olarak ifade
edildi. Daha sonra, tabii liftin elde edilen
yiizeyler lizerinde asimptotik egri olmasi igin
yeterli sartlar verildi. Son olarak, bu tip bir
yiizeyin regle yiizey olmasi kosulu incelenerek
ornekler verildi.
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