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Ozet— Lojistik regresyon, binary (iki durumlu) bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki neden sonug
iligkisini incelemektedir. Lojistik regresyonda, gézlenen varyansin, beklenen varyanstan biiyiik olmasi asir1 yayilim
olarak tamimlanmaktadir. Veri setinde meydana gelen asir1 yayilimin modellenmesinde kullanilan alternatif
yontemlerden biri de karisimli lojistik regresyondur. Karisimli modellemede, asir1 yayilima goézlenemeyen
heterojenligin neden oldugu varsayilmaktadir. Veri seti kendi icerisinde homojen alt veri setlerine ayrilarak, asirt
yayilim giderilmektedir. Bu c¢alismada 20052006 &gretim yili igin YYU Egitim Fakiiltesi Beden Egitimi ve Spor
Ogretmenligi Boliimii i¢in acilan yetenek smnavina katilan 467 erkek adayin basar1 durumlar karisimli modeller ile
incelenmistir. Adaylardan elde edilen veri seti agir1 yayilim gostermistir. Asir1 yayilim, veri setinin homojen iki alt veri
setine indirgenmesi ile giderilmistir. Her alt veri seti i¢in elde edilen parametre tahminlerine gére bireylerin siavi
kazanmalarinda mekik sayilar;, OSS ve AOOBP degiskenleri etkili olduklar1 saptanmustir (p<0.05).

Anahtar Kelimeler— AIC (Akaike Information Criteria), BIC (Bayesian Information Criteria), EM (Expection-
Maximization) algoritmasi, Lojistik regresyon, Karisimli model

An Application for Binary Mixture Logistic Regression

Abstract— The logistics regression, examines the reason—result relation between the binary dependent variable and
independent variables. In logistics regression, observed variance being more than expected variance is called
overdispersion. In cases where there is overdispersion in the data set, mixture logistics regression is an alternative
method. In mixture modeling, it is assumed that the data set shows a heterogeneous structure. This heterogeneity is
defined as unobservable heterogeneous. The data set is separated to homogenous sub data sets within itself in order to
overcome the overdispersion. In this study, the status exam success of 467 male candidates that participated to the skill
exam made in 20052006 education year in YYU Faculty of Education Gymnastics and Sports Teaching Department
were examined with mixture models. The data set obtained from candidates was showed overdispersion. The
overdispersion in data set was obviated by the separating data to homogenous two sub data sets. According to the
parameter estimates for each sub data set, the number flies, OSS points and AOOBP variables effect the result of the
exam directly (p<0.05).

Keywords— AIC (Akaike Information Criteria), BIC (Bayesian Information Criteria), EM (Expection-Maximization)
Algorithm, Logistic Regression, Mixture model

1. GIRIS degiskeninin beklenen degerine baglayan bir link
) fonksiyonunu kullanmaktadir. Genellikle logit, probit
Lojistik regresyon (LR), bagimli degiskenin binom  veya couchit gibi baglanti fonksiyonlar1 kullanilmaktadir
dagilim gosterdigi durumlarda kullanilmaktadir. Baska [3,5,6]. Lojistik regresyonda, goézlenen varyansin,
bir ifadeyle LR, bagimli degiskenin ikili veya sirali  beklenen varyanstan Dbilyik olmasi asir1  yayihim
olmast durumunda bagimli degisken ile bagimsiz  (overdispersion) olarak tanimlanmaktadir [7,8,9].
degiskenler arasindaki neden sonug iligkisini belirlemede

kullanillan bir yontemdir [1,2,3,4]. LR’de, bagimsiz  Asir1 yayihim, genellikle g6zlenemeyen heterojenligin
degiskenlerin dogrusal yapisi, iki durumlu bagimli neden  oldugu  bir  durumdur [4,10,11,13,14].
Gozlenemeyen heterojenligin belirlenmesinde kullanilan

. Bu caligma 2007 yilinda bitirilen Yilmaz KAY A’ nin yiiksek lisans yéntemle_rden biri . karlslmh !OjiStik regresyondur
tezinden almmustir. (KLR;Mixture Logistic Regression=MLR). Karisiml




54

lojistik regresyonda, veri setinin farkl alt veri setlerinden
olusan heterojen bir veri seti oldugu varsayilmaktadir.
KLR’de amag, veri setinin dagilacagi homojen alt veri
setlerin sayis1 belirleyerek, gozlemlerin alt veri setlerine
dagilmasini saglamaktir. Daha sonra her bir alt veri seti
icin  ayr1  parametre  tahminleri  elde  edilir
[10,11,12,15,16,17]. Asin1 yayilim goOsteren veri setleri
icin bagimh degiskenin ikili olmasi durumunda iki
durumlu  karnigimh lojistik regresyon (IKLR: Binary
Mixture Logistic Regression=BMLR) kullanilmaktadir
[17].

IKLR’de parametre tahminleri, beklenti maksimizasyonu
(Expectation-Maximization=EM) algoritmasi kullanilarak
en ¢ok olabilirlik (Maksimum Likelihood=ML) yontemi
ile elde edilir [18]. Veri setini en iyi agiklayan modelin
seciminde, Akaiki bilgi olgiiti (Akaike Information
Criteria=AIC) ve Bayesian bilgi ol¢iiti  (Bayesian
Information Critera=BIC) en ¢ok kullanilan model uyum
Olgiitleridir [4,12,13,19].

Bu c¢alismada, IKLR modelinin teorik &zellikleri
incelenerek, Beden Egitimi ve Spor Ogretmenligi
alaninda elde edilen gercek bir veri setine uygulamasi
yapilmustir. ilk olarak, veri setinin tek bir veri setinden
olustugu varsayilarak LR analizi yapilmistir. Daha sonra
LR analizi sonucunda olusan agir1 yayilimi gidermek igin
veri seti IKLR analizine tabi tutulmustur. IKLR’da her bir
alt veri seti icin ayr1 parametre tahminleri ve alt veri
setine diisen bireylerin sayilar1 tahmin edilmistir.

2. VERI SETIi

Bu ¢aligmada kullanilan veri seti, 20052006 6gretim y1li
icin YYU Egitim Fakiiltesi Beden Egitimi ve Spor
Ogretmenligi Boliimii igin acilan yetenek smavina katilan
467 erkek adaydan olusmustur. Verilerin bir boliimii
(0SS puam, AOOBP) Ogrenci Se¢me ve Yerlestirme
Merkezi’nin (OSYM) web sayfasindan elde edilmistir.
Veri setini olusturan diger degiskenler ise sinav esnasinda
adaylardan bire bir alinmistir. Adaylarin performans
degiskenleri ise sinav esnasinda adaylar izlenerek elde
edilmistir. Adaylarin sinavi kazanip kazanmamasi (sinav
sonucu) bagiml degisken, Mekik Sayisi, Ogrenci Se¢me
Smavi(0SS) puam ve Agirhkh Orta Ogretim Bagar
Puanlar1 (AOOBP) bagimsiz degiskenler olarak modele
almmustir. Veri setine ait tanitict istatistikler Tablo 1’de
verilmistir.

Tablo 1. Bagimsiz degiskenlere iliskin tanitici istatistikler
Degisken N Ortalama+Sta | Minimum Maksimum
ndart Sapma
Mekik 467 112.6+16.233 | 53.000 159.000
Sayisi
OSS Puam | 467 217.7+17.020 | 166.400 257.900
AOOBP 467 78.19+6.475 64.660 98.4600

3. YONTEM
3.1. ki Durumlu Karisumli Lojistik Regresyon

Karisgimli lojistik model i¢in kesikli karigimli dagilim
[10,16],
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K
p(y)= 3 Bily/vi &0 (8%) 7k
= @

bigiminde yazilabilir. Burada 7, , K’mcr alt veri setine ait

olma olasihgini; y, bagimli degiskeni; X, bagimsiz
degisken vektoriinii; £, bilinmeyen parametre vektoriinii;
v, gamma dagilisina sahip tesadiifi bir etki veya degiskeni

gostermektedir. Y;, binomial dagilis gosterir ve,

P(Yi—Yi/pi)_[;iJ pi @-p)"™ )

bi¢ciminde yazilir. Burada pj,istenen olayin gergeklesme
olasiligi, n toplam deneme sayisi, Y; istenen basarili olay
sayisin1 belirtir. Lojistik regresyonda kullanilan logit
baglant1 fonksiyonu,

Logit(z)= ﬁ'x

olarak yazilabilir [2]. Bu durumda y degerlerine iliskin
marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

K K
f(y)= 2 P(C=K)P( =y|C=k)= > 7y T (¥, pk)
k=1 k=1 3)

seklinde yazilabilir [14,16]. Binom dagiligh veri setinin,
K kadar alt popiilasyona ait heterojen bir 6rnek olmasi
durumunda Kk’mnci alt popiilasyona (kategoriye) giren
i’inci sans degiskeninin olasiligi [15] ,

TTik = P(Ci = k)
biciminde verilebilir. Biitiin veriler igin log-olabilirlik
fonksiyonu,

L(Y,X,B,m) = éélcik log , +éélcik log bi(y; /Bk X) 4)

bi¢ciminde yazlabilir. 4 numarali esitlikte, C,

gbzlenemeyen gozlemler olup,

C = {oi,i =12,.mk =12,..K}

Ci=LlCi €K
C, = 0. diger durumlarda

bigiminde yazilabilir [14,15].

3.2. Iki Durumlu Karisimli Lojistik Regresyon modeli i¢in
EM algoritmasi ve en ¢ok olabilirlik yontemi

IKLR modeli i¢in EM algoritmasinin asamalari asagidaki
gibi verilebilir [10,12]

©

Birinci asamada, B© ve ©” baslangi¢ degerleri € ve

€y tolerans degerlerine gore belirlenir.
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E asamasmda, B® ve =@ baslangig degerleri
verildiginde gozlenmis veriler (X, Y) ve parametrelerin
baslangic degerleri iizerinden, C eksik gozlemleri elde
edilir. €, (3®,n) kullanilarak c, *nin k’inc1 unsurunun

kosullu olasiligy,
bi(y./x.,B®
G = (B )= T /%) k=12,..K (5)
kaﬂ"kbi(Yi/)(iv7"7f<0))

bigiminde verilebilir.
M asamasinda,

(. (B” 1) = (20 Zi) 1 121,200

kosullu olasiliklar1 verilmisken, parametre tahminleri,
esitlik 4’te verilen log olabilirlik fonksiyonun B ve =’ye
gore maksimize edilmesi ile,

Q=(B?.pIB?,m?) =E{(L(Y.C.HP.XN/Y. XL ="} (6)
Q = Q1 + Qz

bigiminde elde edilir.Burada, Q,ve Q,,

Q= £ £ o (B log () 0
Q,= iilécivk (Bm),nf(m)mg bi(yi/ni, mik) (8)

bigiminde elde edilir. Esitlik 7 ve 8°de verilen B ve #
tahmin edicileri, Q, ve Q,esitliklerinin = ve P ’ya gore
tiirevlerinin alinmasi ile,

%Ql —0,k=1..K-1 9)
Ty

N,

S0 (10)

biciminde elde edilir. Esitlik 9 kullanilarak #, ,

~ n ~
Ty =— _1Ci,k

S0 k=1..K-1

(11)

bi¢iminde elde edilmektedir [10,11,12]. Yukarida verilen
esitlik 10°da kapal1 formunun ¢6zlimiiniin zor olmasindan
dolayi, parametre tahminleri i¢in Quasi-Newton yaklasimi
kullanilarak E ve M agsamalari,

1.asamada, B(O)=(B§°),...,Bﬁo)) ve n(o):(nio),...,n(ko))
baslangic degerlerinin ¢ Ve g, tolerans degerlerine gore
belirlenmesi,

2. asamada (E- asamasi), esitlik 5 kullanilarak

& =(E0nCin) 12120 (12)
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degerleri hesaplanilir. ¢, 'nin  hesaplanmasinda  agir

tagsmay1 engellemek icin esitlik 5’de verilen fonksiyonun
pay paydasi, payda toplaminin en biiyiik degerine
boliiniir.

3. agamada (M- agamasi),
a) Esitlik 9 kullanilarak & parametresinin hesaplanmasi

b) Quasi-Newton algoritmasi kullanilarak 10 numarali
esitligin ¢oziimiinden B parametresinin hesaplanmasi.

4. asamada, asagidaki kosullardan en az biri dogru ise,
B =B, n” =4 olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda
¢ agsamasina gidilir.

)[B-p|>2 (13)
i) e —n®| 2 (14)
iii)‘L(Y,X,B,&)—L(Y,X,B(O),n(o)) >, (15)
C) B parametreleri igin, # ’ler baslangic degerleri olarak
almr  ve Quasi-Newton algoritmas:  kullanilarak
gozlenmis  L(Y,X,8,n) log olabilirlik fonksiyonu

maksimize edilip, islem sonlandirilir [10,11].
3.3. Uygun Model Se¢imi

Karisimli modellerde uygun model se¢iminde kullanilan
uyum dlciitleri Akaiki Bilgi Olgiitii (Akaike Information
Criteria=AIC) ve Bayesian bilgi Oolgiiti (Bayesian
Information Criteria=BIC). AIC ve BIC uygun model
se¢imi i¢in kullanilir. Uyum 6lgiitleri genel olarak;

AlC = —Logl + 2p (16)

BIC = —LoglL + pln(n) 17)

biciminde yazilabilir. Burada,

gostermektedir [10].

p parametre sayisini

4. UYGULAMALAR

Caligmada, analizler ig¢in R yazilimi kullamilmigtir. R
istatistik, matematik, veri madenciligi gibi c¢ok farkli
amaglar i¢in kullanilabilecek bir programlama dilidir [20].
Acik kaynakli bir program olup GNU lisans1 altinda
dagitilmaktadir.

Veri setinin ilk once lojistik regresyona gore analizi
yapilmigtir.  Lojistik regresyonda, devians (deviance)
uyum istatistigine iliskin yayilim parametre degeri 6.328,
Pearson Khi-kare uyum istatistigine iliskin deger ise
6.121 olarak bulunmustur. Elde edilen uyum istatistigi
degerlerinin bir (1) degerinden biiyiik ¢ikmasi veri setinde
agir1 yayilim oldugunu géstermektedir [4].

Veri setindeki agirt yayihm tespit edildikten sonra, iki
durumlu karigimli lojistik regresyon uygulanmustir. Iki
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durumlu karisimli lojistik regresyona iliskin elde edilen
model uyum olgiitleri Tablo 2’de verilmistir. Tablo 2’ye
bakildiginda iki alt veri setinden (alt veri seti—2 adet)
sonra AIC ve BIC uyum Oolgiitlerinin  biiyiidiigi
goriilmektedir. ikinci alt veri seti icin uyum istatistikleri
AIC=52.672 ve BIC=67.260 olarak bulunmustur. En
kiigiik AIC ve BIC degerlerine sahip model, veri setini en
iyi agiklayan model olarak bilinmektedir. Bundan dolayt,
koyu harflerle gosterilen iki alt veri setli model en iyi
model olarak segilmistir. Alt veri seti segme islemine ait
kaba kod asagida verilmistir.

BASLA;

P=1; //Alt veri seti sayisi

1=1;

AICi, BICi hesapla

P=P+1; I=I+1;

EM algoritmasina gére gozlemleri gruplara dagt.
Her alt veri seti i¢cin parametre tahminlerini hesapla
AICIi, BICi hesapla ve sakla;

Eger AICi-1<AICi veya BICi-1<BICi GIT 11

10. GIT5

11. DUR

12. YAZ (“Alt Veri Sayisi="+P);

13. BITIS

©CoNOGR~LNE

Tablo 2. Farkl: alt veri setleri i¢in uyum olgiitleri

# Alt Veri Setleri AIC BIC

1 adet 104.293 109.16
2 adet 52.672 67.260
3 adet 60.533 84.847
4 adet 92.287 126.33

En iyi model olarak se¢ilen iki alt veri setli modelde, her
bir alt veri seti igin elde edilen parametrelerin ortalama
degerleri Tablo 3’te verilmistir. Birinci alt veri setinde
ortalama mekik sayisi 100.133, ortalama OSS puani
209.249 ve ortalama AOOBP puanmi 78.362 olarak elde
edilmigken, ikinci alt veri setinde ortalama mekik sayisi
115.892, ortalama OSS puan1 219.960 ve ortalama
AOOBP puani 78.142 olarak elde edilmistir.

Tablo 3. iki alt veri setli modele ait ortalama parametre

degerleri
Alt Veri | Mekik 0SS AOOBP
Setleri Sayisi
1.alt veri seti | 100.133 209.249 78.362
2.alt veri seti | 115.892 219.960 78.142

Iki durumlu karisimli lojistik regresyon igin elde edilen
parametre tahmin degerleri ve standart hatalar1 Tablo 4’te
verilmistir. Mekik sayis1 ve OSS puaninin alt veri setleri
arasindaki 6nemli farki, bu iki degiskenin sinavi kazanma
tizerine direk bir etkisinin oldugu goérilmektedir. Tablo
4’te verilen parametre tahminlerine goére AOOBP
degiskenin alt veri seti i¢i smav basarisi tizerinde ¢ok
kiigiik bir etkiye sahip oldugu goriilmektedir.
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Tablo 4. Karigimli lojistik regresyon analiz sonuglari

Alt Dagihm Inter Mekik 0SS AOOBP
Veri Oranlari cept Sayisi
Setleri | (%) (Standart
Hatalar)
211 -15.8 0.04
1 209 1643 1 (0oaay | ©027)% | (0.014)*
30.7 0.01 0.04
2 79114010 |6 03y | (0.020)¢ | (0.045)
* p<0.05

iki alt veri setli modelde, bireylerin her bir alt veri setine
dagilma oranlar1 Tablo 5°te verilmistir. Birinci alt veri
setinde bireylerin 58’1 (20.9%), ikinci alt veri setine ise
409’u (79.1%) dahil olmustur. Her iki alt veri setindeki
(p<0.05) degerlerine gore smavi kazanmada Mekik
Sayisi, OSS ve AOOBP degiskenlerinin énemli oldugu
saptanmuigtir.

Tablo 5. Adaylarin alt veri setlerine dagilim.

Alt Veri Setleri Say1 Oran %

Alt Veri Seti 58 20,9

Alt Veri Seti 409 79,1
5. TARTISMA
Binom dagilimda, gozlenen varyansin  beklenen
varyanstan  biiyllk oldugu durum, asir1 yayilim

(overdispersion) veya extra-binomial varyasyon olarak
adlandirlmaktadir  [7,9,17]. Bu durumda lojistik
regresyonun kullanilmast dogru ve tutarhi olmayan
parametre tahminlerinin ve standart hatalarin elde
edilmesine neden olmaktadir. Caligmada, lojistik
regresyonda meydana gelen asir1 yayilim, veri seti kendi
icerisinde iki alt wveri setine ayrilarak giderilmistir.
Boylece her bir alt veri seti i¢i homojenlik saglanirken,
alt veri setleri aras1 heterojenlikte ortaya konmaya
calisilmstir.

Tablo 2°de farkli alt veri setli modeller i¢in hesaplanan
AIC ve BIC uyum Olgiitleri iki alt veri setli modelden
sonra giderek biiyiidiiklerinden dolayi, dort alt veri setli
modelden sonraki alt wveri setli modellere yer
verilmemistir.

Tablo 3°te birinci alt veri seti igin mekik sayilar1 ve OSS
puanlarinin ortalama degerlerinin ikinci alt veri setinden
elde edilen ortalama degerlere gore daha kiigiik oldugu
saptanmistir. Calismada, 6zellikle mekik sayis1 ve OSS
puanin, Ogrencilerin smavi kazanmalarinda dogrudan
etkili oldugu belirlenmistir. Bununla birlikte, AOOBP
ortalama degeri her iki alt veri seti igin benzerlik
gostermigtir. Bu bakimdan, Tablo 4’te verilen bagimsiz
degiskenlerin tamaminin, sinavi kazanma {izerindeki
etkilerinin 6nemli olmasi, Tablo 3’de verilen ortalama
degerleri ile birbirlerini desteklemektedir. Tablo 3’e
bakildiginda 6zellikle mekik sayist ve OSS puaninin her
iki alt veri seti i¢in farklilik géstermeleri, bu her iki
ozelligin smmav  sonucunu dogrudan etkiledikleri
sOylenebilir.
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Bu

calismada, bagimli degiskenin iki durumlu oldugu

durumlarda veri setinde meydana gelene asir1 yayilimi
modellemek i¢in iki durumlu karigimli lojistik model
kullanilmustir. Elde edilen sonuglar dogrultusunda, iKi
durumlu karisimli lojistik modelin, lojistik regresyonda
meydana gelen asirt yayilim modellemede onemli bir
yontem oldugu gézlenmistir.
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