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Oz

Bu calismada, klasik analizden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemlerin &zel bir hali olan Cauchy-Euler
diferansiyel denklemi ve Legendre diferansiyel denkleminin 6zellikleri baz alinarak; Carpimsal analizde degisken iislii
carpimsal lineer diferansiyel denklemlerin 6zel bir hali olan ¢carpimsal Cauchy-Euler diferansiyel denklemi ve ¢arpimsal
Legendre diferansiyel denkleminin tanimi verilmis ve ¢dziimleri incelenmistir. Ayrica ¢arpimsal mertebe diiglirme
metodu verilmistir.
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Abstract

In this study, taking properties of Cauchy-Euler differential equation and Legendre differential equation, which are
particular instances of linear differential equations with variable coefficients in classical analysis, as a basis,
definitions of multiplicative Cauchy-Euler differential equation and multiplicative Legendre differential equation ,
which are types of multiplicative linear differential equations in multiplicative analysis, are given and also their
solutions are investigated. In addition, multiplicative reduction of order method is given.
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1. Giris

Giiniimiizde oldukc¢a yaygin bir kullanima sahip
ve matematiksel teori olan klasik analiz,
17.ytizyilin ikinci yarisinda Gottfried Leibnitz ve
Isaac Newton tarafindan tlirev ve integral
kavramlar1 temel alinarak tanimlanmistir. Cebir,
trigonometri ve analitik geometri konular1 tizerine
insa edilen klasik analiz limit, tiirev, integral ve
seriler gibi kavramlardan olusmaktadir. Bu
kavramlar toplama ve ¢ikarma islemlerinin basit
versiyonlart ile kullanildigindan bu analiz
toplamsal analiz olarak ifade edilmektedir.

Klasik analiz temel alinarak farkli aritmetik
islemlerin kullanimi ile alternatif analizler de
tanimlanmigtir. Bu duruma ornek, 1887 yilinda
Vito Volterra tarafindan gelistirilen Volterra tipi
multiplikatif —analiz olarak da adlandirilan
analizdir (\Volterra ve Hostinsky, 1938). Bu yeni
yaklagimda carpma islemi temel alindigi igin bu
analize ¢arpimsal analiz (multiplikatif analiz) de
denilmektedir. Son yillarda bu analizin uygulama
alanlart ortaya konularak bazi c¢aligmalar
yaptlmigtir  (Aniszewska, 2007; Kasprzak vd.
2004; Rybaczuk vd., 2001). Volterra analizinin
tanimlanmasindan sonra Michael Grossman ve
Robert Katz tarafindan 1967 ve 1970 yillan
arasinda bazi yeni caligmalar yapilmistir. Bu
caligmalarin sonucunda ise geometrik analiz,
bigeometrik analiz ve anageometrik analiz olarak
adlandirilan yeni analizler tanimlanmistir. Non-
Newtonian analiz olarak da adlandirilan bu yeni
analiz ile ilgili bazi temel tamim ve kavramlar
verilmistir (Grossman ve Katz, 1972).

Non- Newtonian analizlerden bir digeri ise
geometrik analiz Dick Stanley tarafindan
carpimsal analiz olarak ifade edilmigtir (Stanley,
1999). Klasik analizdeki toplama ve ¢ikarma
islemi, geometrik analizde carpma ve bolme
islemlerine  karsilik  gelmistir. Bunun igin
geometrik analize ¢arpimsal analiz (multiplicative
calculus) denilmistir. Ilerleyen yillarda carpimsal
analiz ile ilgili baz1 g¢alismalar Duff Campell
araciligiyla yapilmisgtir (Campbel, 1999). Daha
sonra 2008 yilinda Bashirov vd. tarafindan
carpimsal analizin temel kavramlari tanimlanmig
ve bazi uygulamalar1 verilmistir.

Son yillarda yapilan bazi galigmalar (Bashirov vd.,
2008; Bashirov vd., 2011), klasik analize bir
alternatif olarak ortaya ¢ikan ve bilim ve
mithendislikte karsilagilan problemlere farkli bir
bakis ac¢ist sunan ¢arpimsal analiz kavraminin
olduk¢a hizli bir gelisme gostermis oldugunu
kanitlamustir.
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2. Onbilgiler

Simdi carpimsal tiirevin analizi ile alakali bazi
temel kavramlar verelim.

Tanum 2.1. (Carpimsal Tiirev): Klasik analizden
fx+R)—f(x) )

bilinen tiirev taniminda (f "(x) = }lirr(l)

h
f(x+h)—f(x) farkinin yerine fQx+h) / o)

ifadesi yazilip paydadaki h ifadesinin ¢arpmaya
gore tersi olan 1/ h terimi de {lis olarak yerine
yazilirsa tiirev formiilii

1
. (fe+)\ /h
L‘i%( ) )

olarak elde edilir.

1)

Eger (1) tanmimhi ise f fonksiyonunun x
degiskenine gore c¢arpumsal tirevi olarak
adlandirilir ve f*(x) sembolii ile gosterilir. £ nin
pozitif oldugu disinilip, klasik tiirevin
ozellikleri kullanilarak ¢arpimsal tiirev,

*( ) =i (f(x+h))1/h
fre0 = lim (&
f )
=lim|1

h-0

fx)  fO+h)-f(x) 1
fix+h)—f (x))f(x+h)—f(x) h Ji¢))

f)

€3]
f*(x) = e fx)

f*(x) = etnof)

seklinde tanimlanir. Burada Ine f fonksiyonu
logaritma fonksiyonu ile f fonksiyonunun
bileskesi olarak tanimlanmigtir.

Teorem 2.1. f pozitif tanimli bir fonksiyon olsun.
f° nin herhangi bir t noktasinda c¢arpimsal
anlamda  diferansiyellenebilir  (tiirevlienebilir)
olmas1 i¢in gerekli ve yeterli sart f° nin bu t
noktasinda klasik anlamda da tlirevlenebilir
olmasidir. Carpimsal  tiirev ile klasik tiirev
arasindaki iligki asagidaki esitlikte verilmigtir:

fr@®=f@OInf* () )

Teorem 2.2. Vt € (a,b) araligi igin f*(t) =1
olmasi igin gerek ve yeter sart f(t) =C >0
fonksiyonunun (a, b) araliginda sabit fonksiyon
olmasidir.
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Teorem 2.3. g fonksiyonu c¢arpimsal anlamda, h
fonksiyonu da klasik anlamda diferansiyellenebilir
iki fonksiyon olsun. Eger,

f(@®) =(g°n)),
ise bu taktirde f nin ¢arpimsal tiirevi

£1© =g (r@)]"

seklinde yazilir (Bashirov vd., 2008).

®)

Teorem 2.4. f pozitif bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde f*(t) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f'(t) =0 olmasidir.

Tamim 2.2. Eger, f* fonksiyonunun tekrar tiirevi
almirsa ikinci mertebeden carpimsal tiirevi olarak
adlandirilir ve f** ile gosterilir. Benzer sekilde
£*™ notasyonu ile gosterilen f fonksiyonunun n.
mertebeden carpimsal tiirevi de tanimlanabilir. n
kez tekrarlanan tiirev alma islemi ile pozitif bir f
fonksiyonunun x noktasinda n. mertebeden
carpimsal tiirevi vardir ve

Fr ™ (x) = eoN™@ (4)
seklinde tanimlanir (Ozyapici, 2009).

2.1. Carpimsal Tiirev Alma Kurallar

Bu  baghk  altinda, c¢arpimsal tiirevin

(multiplicative derivative) bazi temel tanim ve
teoremleri verilecektir.

Teorem 25 f ve g gibi
diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun.

taktirde c.f, f.g, f+9, 5,
carpimsal analizde agagidaki 6zelliklere sahiptir

carpimsal
Bu

f9 fonksiyonlari

1L ()@ =),

2. (f9r(x)=[f)g" (x)

3. fF+9)'x)=r" (x)f(x)+g(x)g (x)f(x)+g(x) (5)
_f)

4 ( ) ()= gr(x)

5. (f9)"(x) = f*()9IPf(x)9'®

Tamm 2.3. (Carpumsal Integral): Eger f
fonksiyonu [a, b] araliginda pozitif ve siirekli ise

(a,b) araliginda carpimsal anlamda
integrallenebilir ve

b b
[ f0)® = el In(rG)dx (6)

seklinde tanimlanir.
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2.2. Carpimsal Integral Alma Kurallart

Teorem 2.6. f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda
carpimsal anlamda integrallenebilir ve (a, b) agik
araliginda pozitif ve siirekli olsun. Bu taktirde

k€Rvea<c<bh fk,f,g,g

anlamda

olmak tzere

fonksiyonlari carpimsal
diferansiyellenebilirdir ve integralleri

L PGE@HE = (PFe)™)

2. [P (F@g@)™ = [LF@)™ [L(g@)™ @
FEN  [2(re0)™
3. f (g(x)) _f;’(g(x))dx

4 f, FE™ = [ FE®™ [ F oo
seklinde hesaplanir.
2.3. Carpimsal Lineer Diferensiyel Denklemler

Carpimsal bir lineer diferensiyel denklem:

(@) )L a0 gra0yso < 6 (8)

seklinde tanimlanir. Burada f(t) pozitif tanimh
fonksiyondur. Eger tiim a,, (t) isleri sabit ise (8)
denklemine sabit islii  c¢arpimsal lineer
diferensiyel denklem denir. Aksi takdirde, (8)
denklemine degisken {islii carpimsal lineer
diferensiyel denklem denir. Diger yandan, (8)
denkleminde f(t) =1 ise denkleme garpimsal
homojen lineer diferensiyel denklem aksi halde,
carpimsal homojen olmayan lineer diferensiyel
denklem denir. Simdi sabit {slii g¢arpimsal
homojen ve homojen olmayan lineer diferensiyel
denklemlerin tanimini verelim.

Sabit islii ¢garpimsal homojen lineer diferensiyel
denklem:

(y ) (=)t (a2 (y) iy =1 (9)

seklinde tanimlanir. Burada ay,(k =1,...,n)

keyfi sabitlerdir.

Bu denklem sinifi klasik analizde asagidaki lineer
olmayan denklem sinifina karsilik gelir (Yal¢in ve
Celik, 2018).

dan-t (1 dy) dn—2 (1 dy)
a,—— a
nan-1\y dt 1 -1 ym= y dt Tt

a, % (i%) +aq G%) = —aglny. (10)
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Bu nedenle (9) denkleminin ¢oziimleri (10) lineer
olmayan denklemin ¢éziimlerine karsilik gelir.

Sabit iislii carpimsal homojen olmayan lineer
diferensiyel denklem ise,

(y )™ (yr (D)t (y*)az(y*)arydo =
f@® (11)

seklinde yazilir. Burada f(t) pozitif tanimli bir
fonksiyon ve ay,ay,..,a, TUstleri reel degerli
sabitlerdir. (11) denkleminin genel ¢6ziimii:

el®nyp = 5 L) = 1, (12)
homojen denkleminin y;, genel ¢oziimii ile

et = 3, k) = £ (1) (13)
ikinci tarafli (homojen olmayan) carpimsal lineer

denklemin y, 6zel ¢dziimiiniin ¢arpimdir. Yani,
(11) denkleminin genel ¢oziimii:

Y= YnYp (14)
D(y)

y* = D%y = eD?ny) — P yy)
D(,

y** = P3y = P’Uny) = > yy ),

' n—2(D)

n—-1(DW)

y*(n) — 5ny — eD"(lny) — eD 1(73’)

seklindedir. Burada n-tane lineer bagimsiz keyfi
sabit igeren y, a tamamlayici1 fonksiyon, hi¢ sabit
icermeyen y,, ye de dzel ¢dziim denir (Yalgin ve
Celik, 2018).

2.4. Carpimsal Diferensiyel Operator

Klasik analizde tiirev islemi D ile gosterilir. Buna
gore bir y fonksiyonunun tiirevi

dy
a DY

dir. Burada D ye klasik analizde tiirev operatorii
denir. Carpimsal analizde ise tiirev operarérii D ile

gosterilir (Grosmann ve Katz, 1972). Buna gore
bir y fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi

— Dy
y =Dy =ePtV =¢ (15)
seklinde yazilir. Bu takdirde, bir y fonksiyonunun
yiksek mertebeden carpimsal tlirevleri ise

carpimsal tiirev operatorii yardimiyla asagidaki
sekilde yazilir (Yalcin ve Celik, 2018).

(16)

Simdi asagidaki ¢arpimsal lineer diferensiyel denklemi g6z oniine alalim:

(y @) (yr =) (yr)az(y*)arye = £(¢)

Bu denklemi ¢arpimsal tiirev operatorii yardimriyla

(5™ (@)™ . (57)™(D)™ (5°) " |y = £ ©

seklinde yazilir. Boylece, yukaridaki

(5" (07" . (5%)" (D) (0°)"

ifadesine n. mertebeden (dereceden) bir ¢arpimsal diferensiyel operatdr denir ve L* (veya L*(E)) ile

gosterilir (Yalgin ve Celik, 2018). Buna gore

£(D) = (B (") . (%) (B)" (D)

(17

dir. Burada L* bir fonksiyona uygulanacak islemi tanimlayan semboldiir. Yani, L* ¢arpimsal diferensiyel
operatorii bir [ araliginda n defa ¢arpimsal tiirevlenebilir her y fonksiyonuna
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/(D}y = (D™ (D)™ .. (D)™ (D)™ (D°) ]y

ile tanimlanan bir L'y fonksiyonu karsilik getiren bir doniisiimdiir. (17) ile tanimlanan L* c¢arpimsal
diferensiyel operatoriiniin 6nemli bir 6zelligi ¢arpimsal lineer olmasidir. Yani, S bir I araliginda n kez
carpimsal tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. y; ve y, bu kiimeye ait herhangi iki fonksiyon ve
c1, C, iki keyfi sabit ise

L', y,2) = [L* ()] L (v2)] (18)
dir. Genel olarak
L'y, 2 oyn™) = [L(y)1 L )] o (L () ] (19)
seklinde yazilir.

2.5. Carpimsal Laplace Doniisiimii

Tanim 2.4. f(t) fonksiyonu [0, ) araliginda pozitif tanimli, Inf(t) ise [0, ) araliginda tanimli olmak
tizere f(t) fonksiyonunun ¢arpimsal Laplace dontistimii:

Lalf (0} = Fu() = [7(f@©)7)" = el e N0t = petins(©) (20)

seklinde tanimlanir. Burada garpimsal integral | Ooo fO% = efow Inf(©at oldugu biliniyor (Yalcin vd., 2016).

Ornek 2.1. Baz1 f fonksiyonlari icin carpimsal Laplace doniisiimleri asagidaki gibidir (Yalcin vd., 2016).
o L,{1}=FE,(s) = elo Inte™rdt _ 4
o L, {ef}= olo inetestar _ ,[°te~stdt _ L) _ esiz
o Lpfe"}= etline™} — e = es’:%
o Lnfe™) = et = eva
o Lpfesinat) = gtlsinat) = oTra?
o L, {ecosat) = gllcosat) ora?
o L{esinhat) = Llsinhat} = gz

S
° Lm{ecoshat} = ellcoshat} _ 5252

3. Carpimsal Mertebe Diisiirme Metodu

Bu bolimde oOzellikle ikinci mertebeden degisken iislii ¢arpimsal lineer diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinde ise yarayacak olan, homojen olmayan (dolayisiyla homojen olan) denklemlerin mertebesini
diisiirmek i¢in bir metod verecegiz. Bunun i¢in 6ncelikli olarak asagidaki dnermeyi verelim.

Onerme 3.1. (f™9)" = (f)m9(f)ng’
Ispat. ’

(F9) = (FIo DT
(flng)* _ (f*)lng(elnf)%
(7ey = gy ()
(F"9)" = (g™

yazilir. Buradan klasik analizdeki logaritmik fonksiyonlarin ozelliklerinden bilinen (f"9 = g'nf)
ozelliginden

nf
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(fmI(gHnS = (fHm(f)ne
(Fin9)" = (Fyma(fyins’ (21)

oldugu gortiliir.
Teorem 3.1. Ikinci mertebeden
(=0 )0y ®® = £(0) (22)
Carpimsal diferansiyel denklemini ele alalim bu denklemin
()= O () HOya® = 1 (23

homojen halinin bir ¢dziimii y = y; olsun. Bu taktirde bu denklem mertebe diisiirme metodu ile birinci
mertebeden carpimsal lineer diferansiyel denkleme indirgenir.

Ispat. y =y, homojen denklemin bir ¢6ziimii olduguna gore y = y;"™* déniisiimiinii uygulayalim.

y
v = (") = () (y)
v =[] [

Y= (y )Yy )Y (IR ()
Y= ()R (y, )W (yy ) Inw”

carpimsal tiirevleri yukaridaki (23) denkleminde yerine yazilip denklem diizenlenirse,

. " Inu Inu** N Inu*
[(r1*) %20 (3, ) 41O (y, )2 O) 77 (3, 22 O) 77 ((377)202 O+ ®) 5 = £(1) (24)

elde edilir. y = y; homojen denklemin bir ¢oziimii oldugundan (24) denkleminde késeli parantezin igi 1
olmalidir. Boylece

(ylaz(t))lnu**((yl*)Zaz(t)+a1(t))1““* = F(®) (25)
olur. Bu denklemde yine klasik analizden bilinen f"9 = g!n/ esitligi yardimiyla

) R () LR (5

(u™) @Oy (262 O+a OINGL") = f(p) (26)

yazilir. Burada u* = v denirse
(v*)@2®O Iy (y)2a:O+a OO = £(¢) (27)

seklinde birinci mertebeden garpimsal lineer diferansiyel denkleme indirgenmis olur. Bundan sonra birinci
mertebe carpimsal lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metodlar1 kullanilarak sonuca ulasilir (Yalgin,
2016).

4. Carpimsal Cauchy-Euler Diferensiyel Denklemi

* antn *(n— an-— tn_l *% *
™)™ ()L E () Bty = f(D) (28)
seklindeki denklemlere carpimsal Cauchy-Euler denklemi denir. Burada, ay, a4,..., a, sabitlerdir. Cauchy-
Euler denklemi D carpimsal tiirev operatorii yardimiyla;

L*(D)y = ey = £ (1) (29)
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seklinde yazabilir. Burada, L(D) = a,t"D™ + a,,_1t" D" 1 + ---+ a,tD + a, degisken katsayili klasik
lineer operatordiir. Bu denklemde t =e* & x =Int doniisimi yapilirsa (28) denklemi, sabit tslii

carpimsal lineer diferensiyel denkleme indirgenir. Bu tip ¢arpimsal lineer denklemlerin ¢oziimleri (Yalgin ve
Celik, 2018) makalesinde incelenmistir.

Lemma 4.1. f ve g sirastyla y = f(x), x = g(t) seklinde tanimlanan iki fonksiyon olsun. Bu durumda y
fonksiyonunun t ye gore ¢arpimsal tiirevi;

~ * * dx/ . dx
(By) == () " =0w) (30)
seklindedir.

Yukarida verilen t = e* < x = Int doniisiimii ve Lemma 1 baz alinarak (y*)* carpimsal tiirevi,
* t *
*\t _ d Yy — d y
o) =(F) = (&) (32)
seklindedir. Bu ifadeyi carpimsal operator yardimiyla yazacak olursak:

(Dy)" = (Dyy) (32)

olur. Burada, D,, y fonksiyonunun x e gore carpimsal tiirevini gostermektedir. Simdi y** ifadesini x e gore
carpimsal tiirev olarak,

%@
Y T ar\ar

d [ sdry\
-l ]

* %

T

. d* (d*y)l/t
Y =@\ Vax
seklinde yazilir. Teorem 2.3 ve Teorem 2.5 (5) geregince,

() e

dx
[ dx 1/t

= -1
N A I
Y= (dxz) (dx)

() ()"

dx? Ez
seklinde yazilir. (y**)t" ifadesi de
I ﬂ d'y -1
0 = () (&) )
seklinde bulunur. Bulunan son ifadeyi operator yardimiyla yazacak olursak
~ t? ~ ~ -1
(0@y)" = (by)(Diy) (34)

olur. Burada D;y, y nin x e gore ¢arpimsal tiirevidir. Benzer olarak,

~ ¢3 ~ ~ =3 32
(D(3)y) = (Dl(g)y) (Dl(z)y) (Dly) (35)
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek bulunan ifadeler (29) denkleminde yerine yazilirsa

379



Yalgin ve Celik / GUFBED 9(3) (2019) 373-382
L*(‘D‘l)y — eL(D1) Iny _ e[anDl(Dl—l)...(Dl—n+1)+an_1D1(D1—1)...(Dl—n+2)+~»+a1D1+a0] Iny _ g(x)

elde edilir. Bu denkleme sabit iislii garpimsal lineer diferensiyel denklem denir (Yalgin ve Celik, 2018). Bu
denklem daha 6nce gordiigiimiiz yontemlerle ¢6ziiliip x = In t doniisiimil yapilarak genel ¢6ziim bulunur.

Ornek 4.1. (y*) (y*)3t(y) ™3 = e'” ¢arpimsal Cauchy-Euler denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim: Bu denklem igin t = e* & x = Int doniisimii yapilir ve asagidaki esitlikler dikkate alinirsa,
(y*)t — [eD(lny) ]t — eDl(lny)

(y**)tz — (eDZ(lny))t2 — eDl(Dl—l)(lny)

verilen denklem,

e(@P1(D1—1)+3D;-3)Iny — eezx

seklinde x e bagli olarak yazilabilir. Elde edilen sabit iislii x e bagli diferensiyel denklemin tamamlayici
fonksiyonu:

yp, = ecle‘3xeczex
seklindedir. Ozel ¢oziim ise operatdr metodu yardimiyla (Yalgin ve Celik, 2018),
1
Y = eD2+2D—3ezx
1 2x
Vp = est

seklinde bulunur. Boylece x degiskenine bagli genel ¢6ziim:

_ 1
Y = Yayp =2 e es
olur. Son olarak x = In t doniisiimii yapilirsa genel ¢6ziim:
- 1
— eft 3+c2t+§t2

eZX

olarak bulunur.

5. Carpimsal Legendre Diferensiyel Denklemi

o (y )yt (y ) ey (36)

seklindeki denklemlere carpimsal Legendre diferansiyel denklemi denir. Burada, ay,a,...,a, sabitlerdir.
Legendre denklemi D ¢arpimsal tiirev operatérii kullanilarak (Yalgin ve Celik, 2018);

L'(D)y = e!®ny = £(t)

seklinde de yazilabilir. Burada, L(D) = a,(at + b)"D™ + a,,_,(at + b)* D" 1 + ...+ a,(at + b)D + a,
dir. Denklemde (at + b) =e* & x = In(at + b)doniisimii yapilirsa sabit Uslii denkleme indirgenir.
Burada (at + b) > 0 dur.

Yukarida verilen (at 4+ b) = e* & x =In(at +b) doniisimii ve Lemma 1 baz alinarak (y*)(@+D)
carpimsal tiirevi,

(y*)@t+h) = (%)(atw) — (‘Zj)a (37)

seklinde olur. Bu ifade operator yardimiyla asagidaki sekilde yazilir:

(D)™ = (Buy)". (38)

Burada D;, y fonksiyonunun x e gore carpimsal tiirevini gostermektedir. Simdi de y** ifadesini x e gore
carpimsal tiirevi,
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=& (@)
ERTAPT:
[ yd7y\Var+n)
T (E)

seklinde yazilir. Lemma 4.1 geregince

a da a
. rd* d*y /(at+b) d*y E((aHb))
Yo = lat (E)] (H)
' dx1*/(at+b) ~a?
o d**y dt d*y (at+b)2
yo= (dxz) (E)

a2 a2
o qdeyy laeeny? gdtyy " Jatsn)
Y= (dxz) (d_Jg)

seklinde yazilir. (y**)(@t+P)” jfadesi de

oy = (£ (52 )

dx? dx
seklinde bulunur. Bulunan son ifadeyi ¢arpimsal tiirev operatorii yardimiyla yazacak olursak,

~ (at+b)? ~ a’? _ | —qg?
(6@y)“"™ = (BPy) (Bry) (40)
olur. Bu sekilde devam edilirse;

(D) ¥ = @104 (-4 1(Iny) (41)
seklinde bulunur. Bu ifadeler denklemde yerine yazilirsa,

L*(ﬁl)y — e[ana"Dl(Dl—l)...(Dl—n+1)+an_1a”_1D1(Dl—1)...(Dl—n+2)+~~-+a1aD1+a0] Iny — g(x)

elde edilir. Bu denklem sabit {islii ¢arpimsal lineer diferensiyel denklemdir (Yal¢in ve Celik, 2018). Bu
denklem daha once gordiigiimiiz yontemlerle ¢oziilip x = In(at + b) doniisiimii yapilirsa genel ¢oziim
bulunmus olur.

Ornek 5.1. (31””")(3“5)2 (y*)3Bt=3) ()36 = e (3t=5)° carpimsal Legendre diferensiyel denkleminin genel
¢Oziimiinii bulunuz.

Coziim: Bu denklem i¢in 3t — 5 = e* & x = [n(3t — 5) doniistimi yapilir ve asagidaki esitlikler dikkate
alinirsa,

(y*)(St—S) — (eDlny)(3t_5) — e3D11ny

(y**)(3t_5)2 — (eDZ lny)(3f—5)2
verilen denklem,

= 932D1(D1—1)1n}/

e[9D1(D1-1)+9D;-36]Iny _— ee”
2 3
eloDi-36]Iny _ e3*

seklinde x e bagli olarak yazilabilir. Elde edilen sabit iislii x e bagl carpimsal diferensiyel denklemin
tamamlayici fonksiyonu;

cle~?* _c,e?X

Yp = € e
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seklindedir. Ozel ¢oziim ise operator yardimiyla,

21 3%
— p9Ds-36
Yp = €°Pi
1 3x
yp = e45

elde edilir. Son olarak x = In(3t — 5) doniisiimii yapilirsa genel ¢oziim:

_ 1
Y= Ynyp = ec1(3t—5) 2+cz(3t—5)2+ﬁ(3t—5)3

olarak bulunur.

6. Sonug¢

Bu c¢alismada klasik analize alternatif olarak
gelistirilen carpimsal analizin temel tamim ve
teoremleri kullanilarak degisken {islii ¢arpimsal
lineer diferansiyel denklemlerin 6zel bir hali olan
carpimsal Cauchy-Euler diferensiyel denklemi ve
carpimsal Legendre diferensiyel denklemlerinin
¢oziimii iizerinde durulmustur. Ayrica ikinci
mertebeden ¢arpimsal diferansiyel denklemler i¢in
carpimsal mertebe diisiirme metodu verilmistir.
Klasik tiirev i¢in gecerli olan yontemler ¢arpimsal
tirevin analizine uygun olarak carpimsal tiirev
icin de yazilmistir. Biitlin bu ¢aligmalar gosterdi ki
carpimsal tiirev ve uygulamalar1 klasik analize
uyumlu bir sekilde calismaktadir. Bu da klasik
tiirevin diger ¢alisma alanlari ile alakali da benzer
calismalar yapilabilecegini ima eder. Boylece bu
carpimsal tlirev tanimi yardimiyla sayisal analiz
metotlar1  gelistirilerek ¢arpimsal diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri iizerine yapilan
calismalar gelistirilebilir (Riza vd., 2009).
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