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Anahtar Kelimeler ~ (Ozet: Bir agin (iletisim, tasima, internet, vb.) merkezleri ya da baglanti hatlar1 baz

Graf teori, durumlarda zarara ugrayabilir. Bu durumlar, agda bazi sorunlar ortaya ¢ikmasina sebep

Zedelenebilirlik, olabilir. Burada en ¢ok merak edilen soru ise; bir agda iletisim durana kadar agin ne kadar

Baglanti say1s, surede nasil dayanacagidir. Zedelenebilirlik, iletisim aginda belli merkezlerin ya da

Sagilim sayis1 o .. . o s . . .
baglantilarin zarar gormesinden sonra, iletisim kesilene kadar gecen siiredeki agin
dayanma giliciiniin hesaplanmasina zedelenebilirlik degeri denir. Bu calismada komsu izole
sayl1s1 incelenmistir. Ardindan bazi graflarin transformasyon hallerinin komsu izole sa¢ilim
sayilar1 hesaplanmistir.

Neighbor Isolated Scattering Number of Transformation Graphs

Keywords Abstract: A network (communication, mobile, internet etc.) centers or connection lines
Graph theory, may be damaged in some cases may come in. These situations can cause some extreme in
Vulnerab'ili'ty, the network to appear. Most curious here the question is how long the network will last
Connectivity, until communication is stopped. The vulnerability of a graph is a determination that

Scattering number ], des certain properties of the graph not to be damaged after the removal of a number

of vertices. In this article, we consider the neighbor isolated scattering number of
transformation graphs.

1. Giris tepeler kiimesi V(G) = V(G;) UV(G,) ve ayritlar
kiimesi E(G) = E(G,) U E(G,) dir. G bir graf ve G nin
Graf teori, modern hayatin karmasik ve genis tepeler kiimesi VV(G) olsun. V(G), G grafinin tepeler
kapsamli  bir¢ok  problemin  ¢6zimi  igin kiimesi olmak iizere, V(G) kiimesinde birbirine
kullanilmaktadir. Graf, diiglimler ve bu digimleri komsu olmayan maksimum tepe sayisina bagimsizlik
birbirine baglayan kenarlardan olusan bir tir ag sayis1 denir ve a(G) ile gosterilir.
yapisidir. Bir graf, diigiimlerden (koseler) ve bu
diigiimleri birbirine baglayan ayritlardan Graf teori uygulamalar1 modern hayatin karmasik ve
(kenarlardan) olusur. Oncelikle graf teoride genis kapsamli bircok problemin ¢6zimii igin
kullanilan bazi temel tanimlar verelim. Bu tanimlar kullanilmaktadir. Bu uygulamalar; ekonomi, yonetim
Harary [1] kitabindan alinmistir. Herhangi bir G bilimi, satis pazarlama, bilgi iletimi, tasima
grafinin bir v tepesine baglh ayritlarin sayisina, o planlamasi gibi alanlar1 kapsamaktadir. Ayrica kimya,
tepenin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir. Bir G elektrik miihendisligi, mimarlk gibi sayisal alanlarda
grafinin bir v tepesine bagh ayritlarin sayisi sifir ise o da uygulamalar1 vardir. Graf teorisi problemleri
tepeye izole tepe denir. G grafinin herhangi bir u tanimlama ve yapisal olarak iligkileri belirlemekte de
tepesinin agik komsulugu, N(u) ={v € V(G)|v # faydahdir. Graf teori i¢in 6nemli konulardan biri de
u,uve vkomsu} ve kapali komsulugu, N[u] = {u} U zedelenebilirlik kavramidir. Bir iletisim aginda belli
N(u) seklinde tanimlanir. N[u] kapali komsulugu merkezlerin ya da baglantilarin zarar gérmesinden
graftan atilan u tepesine Kkarsilik gelen tanim sonra, iletisim kesilene kadar gecgen siiredeki agin
subverted tepedir. Tim tepeleri subverted olan X = dayanma giicliniin hesaplanmasina zedelenebilirlik
{uy,uy, ..., up} kiimesine, G grafinin subversion degeri denir. Bir agdaki merkezlerin zarar gormesi
stratejisi denir. X kiimesindeki tiim tepeler, graftan sonucunda, bu merkezlerin komsularinin da
subverted edildiginde geriye kalan graf, baglantisiz etkilendigi bir ag casus ag1 (spy network) olarak
bir graf, bir klik ya da bos graf olabilir. G, ve G, iki adlandirilir. Ciinkii bir casus ag ele gecirildiginde, bu
graf olsun. Iki grafin birlesimi (union) G = G; U G,, casus ag ile etkilesimde olan kisilerin de giivenligi
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artik tehlikededir. Bu nedenle var olan graf bu agi
temsil ettiginden, sadece tepeler yerine, tepelerle
birlikte bu tepelere komsu olan tepelerde graftan
atilir. Zedelenebilirlik degerlerini incelemek i¢in bazi
Olciimler tanimlanmistir, bazilar1 komsu baglanti
sayist [2], komsu sa¢ilim sayisi [3], komsu izole
sacilim sayisidir [4]. Graflarin zedelenebilirligi ile

ilgili [5-14] makaleleri gibi bir¢ok c¢alismalar
yapimistir.

Bazi1  zedelenebilirlik  odlciimlerinin  tanimlarini
verelim.

Tanim 1.1. X, bir G grafinin tepelerinin subversion
stratejisi olmak iizere G grafin1 baglantisiz hale
getirmek icin atilmasi gereken en az tepe sayisina
komsu baglantililik sayis1 (neighbor connectivity)
denir ve VNC(G) ile gosterilir ayrica

VNC(G) = min {IX]} (1)

olarak tanimlanabilir [2].

Tanim 1.2. X, bir G grafinin subversion stratejisi ve
w(G/S), G/S grafinin bilesen sayisi olmak tlizere G
grafinin komsu sac¢ilim sayist (neighbor scattering
number)

VNS(6)= max {w(G/X)-IX]} (2)

olarak tanimlanir [3].

Tanim 1.3. X, bir G grafinin subversion stratejisi ve
m(G/S), G/S grafinin en biiyiik boyutlu bilesenin tepe
sayisi olmak iizere G grafinin komsu biitiinliik degeri
(neighbor integrity number)

VNI(G)= max {[X|+m(G/X) } (3)

olarak tanimlanir [5].

Bu c¢alismada oncelikle transformasyon grafinin
tanimi verilmistir. 3. bélimde komsu izole sagilim
sayisinin tanimi ve bazi genel teoremler verilmistir. 4.
bélimde B+ , Ci*F, Kiy*, Pt ot
transformasyon graflarinin komsu izole sagilim

sayilar1 incelenmistir.
2. Transformasyon Graflar
Bu boliimde oncelikle G*¥# transformasyon grafinin

tanimi verilmistir. Daha sonra var olan G grafinin
ornekleri olarak P, ve C, graflarinin transformasyon

; +++ —++ +++ pr—++ +++ —++
hali olan P/™, B7*", K{7%, Kip™, G, Cy
graflarininin ~ komsu  izole  sagillm  sayilan
hesaplanmistir.

Tamim 2.1. [6] G = (V(G),E(G)) bir graf vex,y,z
degerleri + veya - degerlerini alabilen tli¢ degisken
olsun. G*¥* transformasyon grafinin tepeler kiimesi
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V(G) UE(G) olan ve a,b € V(G) U E(G) olmak lizere
k ve I nin G** de komsu olmasi icin gerek ve yeter
kosul:

1. a,b € V(G) olmak iizere a ve b, x = + ise G de
komsudur; k vel; x = — ise G de komsu degildir.
a,b € E(G) olmak lizere ave b,y = + ise G de
komsudur; k ve [; y = — ise G de komsu degildir.
a €V(G),b € E(G) olmak lizere ave b, z = + ise
G de iliskilidir; k ve [; z = — ise G de iligkili
degildir.

2.

3.

Sekil 1 ‘de Cs grafinin transformasyon hali olan C;+*
grafi verilsin.

]
=

SekKil 1. C5 grafinin transformasyonu C5**
3. Komsu izole Sagilim Sayis1

Bir grafda komsu izole sa¢iim sayisi; grafta bazi
merkezler zarar gordiigiinde, bu merkezlerin kapal
komsulugunun da zarar gordigiinii kabul ederek,
geriye kalan graftaki izole tepelerin sayisi ile graftan
atilan tepe sayisinin farkinin maksimum degerinin
alinmasina dayanir.

Tanim 3.1. G bir graf ve G nin herhangi bir alt strateji
kiimesi X olsun. i(G/X), G/X grafindaki kalan izole
bilesen sayisi olmak ilizere G grafinin komsu izole
sacilim sayisi

NIS(G)=max{i(G/X)-|X|:i(G/X)=1} (4)

olarak tanimlanir [4].

Asagida bilinen bazi izole sagilim sayisi ile ilgili
teoremler verilmistir.

Teorem 3.1. [4] G grafi n tepeli baglantili bir grafise

NIS(G) =2 —n. (5)

Teorem 3.2. [4] G grafi n tepeli baglantili bir graf ise

NIS(G) < n — 2VNC(G) (6)

Teorem 3.3. [4] G grafi n tepeli baglantili bir graf ve
6(G), G grafinin minimum derece sayisi ise;

NIS(G) <n —VNC(G)(5(G) +2) (7)

Teorem 3.4. [4] G grafi baglantil graf ve a(G) ise G
grafinin bagimsizlik sayisi olsun. Buradan
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NIS(G) < a(G) — VNC(G) (8)

Teorem 3.5. [4] G baglantih grafi ve G grafinin
minimum dereceli tepesi ise

NIS(G) = 1 —8(G). 9)

Teorem 3.6. [4] Baglantil G grafi verilsin. Daha
sonra

NIS(G) < VNS(G) (10)
Teorem 3.7.[4] Herhangi bir G grafi i¢in,
NIS(G) =1 —-VNI(G) 1n

4. Transformasyon Graflarin Komsu izole Sacilim
Sayisi

Bu boluimde, B**, By, Kt Kia*, Ci*t, Ct*
graflar1 transformasyon graflar olmak iizere bu
graflarin komsu izole dagilim sayilar1 incelenecektir.

Teorem 4.1. B**, B, yol grafinin transformasyon
grafiven > 5 olmak iizere

1,n =1 (mod 3)
) ’
NIS (B7™7) = { 0,n = 0,2 (mod 3) (12)
Ispat. P/t transformasyon  grafi, V(G)U

E(G) tepeler ve ayritlar Kkiimesine sahiptir. X €
V(B*t), Bt grafinin bir subversion stratejisi ve
|X|=r graftan atilan tepe sayisi olsun. Ispatn tepe
sayisina bagl olarak iki durumda incelenmelidir.

Durum 1.n =1 (/mod 3) olsun. |X|=r tepe segilirse
geriye kalan tepe sayisi

(B /X)<r+1 13
olur. Buradan
iBHY/X)—1X|<r+1-r=1 (14)

elde edilir. Kolayca gorilir ki r = %1 secildiginde

. 2
i(PFH/X) =2 (15)
olur. Tanmimdan;
NIS (B +H)="2 -1 =1 (16)

elde edilir.

Durum 2.n = 0,2(mod3) olsun. |X|=r tepe segilirse
izole tepe sayisi en fazla r tanedir.

(B /X)—|X|<r—r=0 17
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elde edilir.
n = 0(mod3) oldugunda ;

r= gtane tepe graftan atilirsa i(B,**/X) = g olur.
Tanim geregi

NIS(P+) = g— g =0 (18)

olarak bulunur.

n = 2(mod3) oldugunda;

-2 , -2
r= nT tane tepe graftan atilirsa i (P**/X) = nT

olur. Buradan

NIS(PH++) = "T‘Z -2=0 (19)
elde edilir.
Teorem 4.2. K;'/*,n+ 1tepeli K; ,, yildiz grafinin

transformasyon grafi olmak tizere

NIS (K )=n—2. (20)
Ispat. K{';f* yildiz grafin transformasyon grafi olmak
uzere; X, Kiy* grafinm kapall komsulugunun
subversion stratejisi olsun. |X| = r seklinde tepe
segilirse i(K;;7* ) < n — 1 olur. Buradan

i(Kiw* /X) = 1X|<sn—1-7 (21)
elde edilir f(r)J= n—1-—1r fonksiyonu azalan
fonksiyon olup maksimum degerini r =1degerinde
alir. Buradan

)< n-2

NIS (K7 (22)

olur.

Burada |X|=1 olacak sekilde dyle bir X kiimesi vardir
buaradan i(K{#+) =n — lolup

NIS (K5 ¥ )=n—2 (23)

elde edilir.

Teorem 4.3. C;'*t, C, cevre grafinin transformasyon
grafi olmak lizere;

0n = 0(mod3)

—1,diger durum (24)

NIS (c;++):{

ispat. C;}** transformasyon grafi , V(G) UE(G)
tepeler ve ayritlar kiimesine sahiptir. X, C;** grafinin
kapali komsulugunun subversion stratejisi olsun.
Ispat tepe sayisina bagh olarak iki durumda
incelenmelidir.
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Durum 1. n=0(mod3) i¢in C;F** grafindan |X|=r tepe
secildiginde grafta geriye kalan izole tepe sayisi en
fazla r tanedir. Bu durumda

NIS (CH*+)=i(CH*/X) — x| <r—r=0 (25)
olur.
X=§ secildiginde r = g olur. Buradan;
NIS (Ci*)=7 -5 =0 (26)

Durum 2. n # 0(mod3) i¢in C;}** grafndan atilan
subversion strateji eleman sayisi r olsun, izole kalan
tepe sayisi en fazla r — 1 dir.

NIS (CHH) = i(Citt /X) = |X|<r—1—r=-1 (27)
olur.

Bu durumda |X| = |"/5] +1 segilirse i(C;++) = |"/5]
olur ve buradan

NIS(C;H) = -1 (28)

elde edilir.

Teorem4.4. P, **, P, yol grafinin transformasyon
grafl olmak lizere

0,n = 2(mod4)

—++) —
NIS(B; *7) = {_1, diger durum .

(29)

ispat.P; ** grafinin teoremdeki sarta gore iki
durumda incelenmeli

Durum 1. n = 2(mod4) i¢in X kiimesinin kapali
komsulugu P, * *grafindan atildginda grafta geriye
kalan izole tepe sayisi en fazla r tanedir. Yani
(BT /X)) <r.

Bu durumda i(B; **/X) <r —r = 0 dir.Yani

NIS (B *4) <0 (30)
Kolayca goriilebilir ki |X| = nT” secildiginde ;
i(Py**/X) == olup
NIS (Br+*)="2-"2=0 (31)

elde edilir.

Durum 2.n = 1,3,4i¢in P, ** transformasyon grafi
icin |X| = r tepe segilirse graftan geriye kalan izole
tepe sayisi r — 1 tanedir.

Bu durumda (B, *t/X)<r—-1-—-r=-1 dir
Ardindan |X| = |"2| +1 segilirse i(P;**) = ||
olup
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NIS (B7+H) = —1 (32)

elde edilir.

Teorem 4.5. K;;/*,n+ 1tepeli K; ,, yildiz grafinin
transformasyon grafi olmak tizere

NIS (Ki7*)=1-n. (33)
Ispat. K7+ yildiz grafin transformasyon grafi olmak
uzere; X, Ki,* grafimm kapall komsulugunun
subversion stratejisi ve |X|=r olsun.

i. r<noldugu durumlarda i(K;;*) = 0 olacagindan
dolay1 boyle bir segim tanim geregi yapilamaz.

ii. r>noldugunuda i(K;,;*) = 1 olur. Buradan
i(Kig* /X) = 1XI<1-7 (34)

elde edilir. f(r)=1 — r fonksiyonu azalan fonksiyon
olup maksimum degerini r=n degerinde alir. Buradan

NIS(Ki7*)< 1-n (35)

olur.

Burada |X|=n olacak sekilde dyle bir X kiimesi vardir
buradan i(K;;7* ) = 1 olup

NIS (Kif*)=1—-n (36)

elde edilir.

Teorem 4.6. C, ™", C, cevre grafinin transformasyon
grafi olmak lizere;

- 0,n = 0(mod3)
NIS(C; ™) = {—1 diger durum . (37)
ispat . Teoremin ispati Teorem 4.3 ‘e benzer
sekildedir.

4. Tartisma ve Sonug¢

Giiniimiizde bilgi teknolojilerindeki hizli gelismenin
ve rekabetin etkilesimi sonucunda bir agin
giivenirligi, ne kadar saglam kaldigi o6nemlidir.
Komsuluk zedelenebilirlik parametreleri bir agdaki
birimlerin diger birimleri ile arasindaki komsuluk
iliskisine gore zedelenebilirlik degeri bulur. Komsu
izole sacilim sayisi biiylik ise graflar igin kolay

zedelenebilir  graflardir,  kiigik  ise  kolay
zedelenmeyen graflardir. Bu c¢alisma sonucunda
komsu izole sacilim sayis1 yardimiyla

Ki{;* transformasyon grafinin kolay zedelenmedigi,
Kiy* olduk¢a kolay zedelendigi goriilmektedir.
Bitt, C;tt Bt* T transformasyon graflarimin ise
Kiy* wyildiz transformasyon grafindan daha
zedelenebilir olduklari, Ki * grafina gore ise daha az
zedelenebilir olduklari elde edilmistir.
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