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Cok degiskenli veri setlerinde aykiri degerlerin varligi anakitle parametre tahminini zorlastirmakta ve hata
varyansini arttirarak kullanilan istatistiki testin glicini azaltmaktadir. Bu durum, degiskenlerin esit varyansa ve ¢ok
degiskenli normal dagilima sahip oldugu varsayimlarindan sapmalara sebep olmaktadir. Cok degiskenli aykiri deger
tespitinde kullanilan tekniklerden biri olan Mahalanobis uzakhgi, aykiri degiskenlere karsi hassas o6lgitler olan ¢ok
degiskenli ortalamalar ve kovaryans matrisine dayali olarak hesaplanmakta; ¢ok degiskenli veri setlerinde aykiri
gozlemlerin tespitinin engellenmesi veya normal gézlemlerin aykiri gézlem olarak tespit edilmesi problemlerine
karsi dayanikli 6lgutlerle de kullanilmaktadir. Bu ¢alismada, ok degiskenli aykiri deger tespitinde kullanilan klasik
ve dayanikli Mahalanobis olgUtlerinin aykiri gézlem tespitlerinin karsilastirilmasi amaglanmistir. Uygulama verisi
olarak, Ocak 2013 — Aralik 2017 doneminde New York ve NASDAQ borsasinda yatirimcilar tarafindan
gerceklestirilen 1.239.507 adet hisse senedi alim ve satim islemi kullanilmistir. Aykiri islemlerin tespitinde miktar
ve hacim degiskenleri ele alinarak, her bir islem igin klasik ve dayanikli olgltlere dayali uzaklik skorlari
hesaplanarak, s6z konusu teknikler karsilagtiriimistir. Calisma sonucunda, klasik Mahalanobis 6lgitl ve En Kiglik
Hacimli Elipsoid ile tespit edilemeyen maskelenmis aykiri gozlemlerin, Hizli Minimum Kovaryans Determinant
yontemiyle tespit edilmis oldugu; s6z konusu yontemin finans uygulama alaninda ¢ok degiskenli veri setlerinde
aykiri gbézlemlerin tespiti igin kullanilabilecek etkin bir veri madenciligi ydntemi oldugu sonucuna ulasiimistir.
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CLASSICAL AND ROBUST MAHALANOBIS DISTANCE MEASURES FOR OUTLIER
DETECTION: AN APPLICATION IN STOCK EXCHANGES

Abstract

The existence of outliers in multivariate data sets contaminates the parameter estimations and reduces the power
of the statistical test by increasing the variance of the errors. This situation leads to deviations from the
assumptions that the variables have equal variance and multivariate normal distribution. Mahalanobis distance is
one of the techniques frequently used in multivariate outliers and it is calculated on the basis of multivariate
location and covariance matrix, which are sensitive measures against outliers. In addition, due to the problems
such as misidentification of a normal observation as an outlier and the presence of masking of an outlier, robust
measures have been used. In this study, it is aimed to compare the performance of classical and robust
Mahalanobis measures. 1.239.507 stock transactions executed by investors between the periods of January 2013
- December 2017 in New York Stock Exchange and NASDAQ are used for analysis. In order to determine outlying
transactions, volume and value of trade have been analysed. Mahalanobis distances based on classical and robust
measures have been calculated for each transaction and the measures are compared. As a result, the masked
observations which cannot be detected by classical and robust Minimum Volume Ellipsoid measures, have been
detected as outlying by Fast - Minimum Covariance Determinant (Fast MCD) measure. It has been concluded that
Fast MCD can be used as an efficient estimator of multivariate location and scatter in presence of masked data for
multivariate datasets in financial applications.
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1. Giris

Veri seti karakteristigine uygun olmayan ve veri setindeki diger gézlemlerden belirgin bir sekilde
sapan gozlemler aykiri gézlem olarak adlandiriimaktadir (Hawkins, 1980). Veri setinin gozlenen veya
teorik olarak tahmin edilen 6riintisinin aksine farkli 6riintdler iceren aykiri gbzlemler, verinin tretilme
veya Ol¢iim sirecinden kaynaklandigi gibi, 6rneklem hatasindan veya orneklem dagilimina iliskin
varsayimlardan da kaynaklanmaktadir. Veri setinin kalitesini olumsuz olarak etkileyen aykiri degerlerin
veri setinden gikartilmasi, gergeklestirilecek istatistiki analizlerin sonuglarinin giivenilirligi agisindan
onemli olacagi icin, veri setinde bulunan aykiri degerlerin dogru olarak tespit edilerek veri setinden
¢ikartilmasi, normalize edilmesi veya donusturiilerek homojenligin saglanmasi 6nerilmektedir
(Rousseeuw ve Leroy, 1987).

istatistiksel modellerde parametre tahminlerinin iyilestirilmesi, carpik dagiliml veri setlerinin
normallestirilmesi ve varyanslarin homojen dagiliminin saglanmasi veya veri setine iliskin tanimlayici
istatistiklerin belirlenmesinde aykiri degerlerin tespiti siklikla yapilmaktadir. Bunun yani sira; literatiirde
aykiri deger analizi, veri setinde ¢cogu gézlemden uzak, ug¢ degerlerde konumlanmis ve kolektif olarak
degerlendirildiginde anlamli ve spesifik orlintiler iceren aykiri gézlemlerin tespit edilmesi gibi genis bir
uygulama alanina sahiptir.

Aykiri gbézlemlerin tespitinde kullanilacak yéntemin sec¢imi, verinin hacmi, dagilimi ve degisken
sayisina bagh olarak degismektedir. Veri setinin standart sapmasina bakarak veya kutu grafigi, Dixon
testi, Weisberg t-testi, Walsh ve Grubbs t-testi gibi klasik yontemlerin yani sira; regresyona dayal Cook
uzakhgl, uyumlar arasindaki fark (DFFITS) istatistigi, kaldirag degerleri, S; istatistigi gibi yontemlerle
aykiri deger tespiti yapiimaktadir. Sifira yakin veya negatif degerli gozlemlerin bulundugu ¢cok degiskenli
ve yuksek hacimli verisetlerinde aykiri degerlerin tespiti i¢in gézlemler arasi iliskiye dayali Mahalanobis
Olgutl 6nerilmektedir (Johnson ve Wichern, 2002).

Mahalanobis o6l¢itd, finansal piyasalarda hile tespiti ve iflas tahminlemesi (Cho vd., 2010; Pozollo
vd., 2014; Stockl & Hanke, 2014; Carminati vd., 2015; Vukovic, 2015), cok degiskenli modeller ile
tahminleme (Jaffel vd., 2015; Pompella ve Dicanio, 2017; Qiu vd., 2017), karar destek sistemleri
(Arteaga vd., 2016; Suo vd., 2018), hasta takip ve klinik acil uyari sistemleri (Wang vd., 2011; Haldar vd.,
2017), hata - ariza tespiti ve izleme (Carrato, 2018; Shang vd., 2018), kiimeleme ve siniflandirma
problemleri (Xiang vd., 2008; Melynkov ve Melynkov, 2014; Shulgin vd., 2017; Nguyen vd., 2018; Ke
vd., 2018) ve 6rlintli tanimlama (Chang, 2012; Fauvel vd., 2013; Wang vd., 2018) gibi bir ¢ok uygulama
alaninda kullaniimaktadir.

Bu calismada, cok degiskenli verisetlerinde aykiri deger tespitinde kullanilan klasik ve dayanikh
Mahalanobis olgutlerinin aykiri degerleri dogru olarak tespitindeki etkinlikleri karsilastirilmistir.
Uygulama verisi olarak, New York Borsasinda (NYSE) iceriden 6grenenler tarafindan gergeklestirilen
hisse senedi alim ve satim islemlerine iliskin miktar ve hacim degiskenleri kullaniimistir. Klasik uzaklik
skorlarinin yani sira, gézlemlerin sikismasi veya maskelenmesi problemlerine karsi kullanilan dayanikli
skorlar da hesaplanmigtir. R paket programi ile gergeklestirilen analizde, klasik ve en kiglik hacimli
elipsoid (MVE) dayanikli 6lgUtiyle aykiri gozlem olarak tespit edilemeyen (maskelenen) gozlemlerin,
dayanikli bir 6lctt olan hizlh minimum kovaryans determinant (h-MCD) teknigiyle tespit edildigi; s6z
konusu teknigin, verilerin maskelenmesi veya sikismasi durumunda kullanilabilecek etkili bir yontem
oldugu sonucuna ulasiimistir.

Calismada ikinci béliimde, klasik Mahalanobis &l¢iitii hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii bélimde ise,
klasik Mahalanobis olgitl ile tespit edilemeyen aykiri gozlemlerin tespiti icin literatlirde en sik
kullanilan dayanikh tahminleyiciler MVE ve h-MCD teknikleri incelenmistir. Calismanin dordiinci
bolimiinde, finans uygulama alanindan g¢ok degiskenli bir veri seti kullanilarak klasik ve dayanikh
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olclitlere bagh uzaklik skorlari hesaplanmistir. Ayrica, s6z konusu tekniklerin aykiri degerlerin dogru
tespitindeki performanslari karsilastiriimistir. Son bélimde ise g¢alisma sonuglari degerlendirilerek
onerilerde bulunulmustur.

2. Klasik Mahalanobis Olgiitii

Degiskenler arasi iliskinin varhgi géz ardi edildiginde 6klit uzakliginin genellestirilmis bir sekli olan
Mahalanobis olgiti, ¢cok degiskenli vektorlerin ¢ok boyutlu uzaklklarinin 6lglilmesi esasina dayal
olarak hesaplanmaktadir. Teknikte, merkezi parametre Ol¢iitii ve varyans — kovaryans matrisi
kullaniimaktadir (Aggrawal, 2013). Gozlemlerin 6znitelikleri arasindaki iliskinin (degiskenler arasi
korelasyon) 6lgiimii ve 6znitelik kombinasyonlarinin karsilastiriimasinin miimkiin oldugu Mahalanobis
olgltd, cok degiskenli aykiri deger tespitinde kullanilan istatistiksel tekniklerin basinda gelmektedir
(Hodge ve Austin, 2004).

Cok degiskenli veri seti icerisindeki aykiri degerlerin tespitinde kullanilan Cook uzakhg, kaldirag
noktasi, DFFITS gibi tekniklerden farkli olarak Mahalanobis 6lgiitiinde, parametre tahminleyicisi olarak
kullanilan varyans - kovaryans matrisi ile gbzlemlerin dagihimlari dikkate alinmaktadir. Ayrica, normal
dagilan gézlemler ki-kare (x?) olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak olasiliklara déniistiriilmekte ve
hesaplanan uzaklik degerleri y? tablo degeriyle karsilastirilip aykiri gdzlemler tespit edilmektedir
(Johnson ve Wichern, 2002).

Cok degiskenli aykiri degerlerin tespitinde birgok teknik, ortalamalara dayali olarak uzaklik 6lgimi
gerceklestirirken, Mahalanobis dlgiitiinde konum parametreleri tahmincileri hem ortalamalara dayall
olarak hem de centroid, kirpilmis ortalamalar ve medyan o&lcltlerine dayali olarak
gergeklestirilebilmektedir. Ayrica, hesaplanan mahalanobis skorunun (D) y? dagilimina uygunlugunun
aranmasi, y? kritik degerinin anormal degerlerin tespitinde bir esik degeri olarak kullaniimasini
saglamaktadir. Alternatif olarak, D? degeri ile Hotelling's T?test istatistigi de karsilastirilabilmektedir
(Rousseeuw ve Zomeren, 1990).

Veri setinin merkezine uzak ug degerlerin kaldira¢ noktasi oldugu durumlarda, regresyon dogrusu
s6z konusu ug degerlere dogru kayacag icin, aykiri degerlerin tespitinde artik degerlerin en kiglik
kareler toplamina bakmak yeterli olmamakta ve aykiri olmayan veri noktalarinin veri setinden atilmasi
problemiyle karsilasilmaktadir (Rousseeuw ve Leroy, 1987). Mahalanobis skoru hesaplanirken en kigiik
karelere bakilmadigi gibi, aykiri degiskenlerin centroid ve kovaryans matrisi Uzerindeki negatif
etkilerinin giderilmesinde medyan veya kirpilmis ortalama gibi 6l¢ttlerin kullanilabiliyor olmasi, negatif
etkileri azaltmaktadir. Centroid ve kovaryans matrisi, Mahalanobis 6l¢ltiinde serbestce secilmekte ve
her bir gbzlem igin ayri ayri uzaklik skorlari hesaplanmaktadir.

Mahalanobis olgltiinde varyans - kovaryans matrisi, degiskenler arasi iliskinin tespitini
saglamaktadir. Her bir degisken icin grup ortalamalari ve varyanslarin hesaplanmasi ve oklid uzakhginda
karsilasilan 6lgek farkliliklari ve korelasyon problemlerinin elimine edilmesi, Mahalanobis élgltiiniin en
o6nemli avantajlari arasinda yer almaktadir. Mahalanobis oOlgitd, veri kiimelerinin farkh buydklik ve
uzaklikta oldugu durumlarda, lokal kiime varyanslarinin kullanilarak, hesaplanan korelasyonun yoni
dogrultusunda uzakhk degerlerini o6lgceklendirmektedir. Cok degiskenli aykiri deger analizinde
Mahalanobis 6l¢uti kullaniminin gicli yanlari:

1- Aykiri gozlemleri belirlemede istaitstiki grafik veya nimerik bir esik degerine sahiptir,

2- Centroid ve kovaryans matrisi degerleri icin dayanikh ve bagimsiz secime izin vermektedir,

3- Veri setindeki aykiri gézlemlerin tespiti stiresince, aykiri degerlerin veri setine etkisini azaltici
tekniklerin kullanimina uygundur,

4- \Veri seti icerisinde ¢ok degiskenli gozlem yapmaya imkan sagladigindan dolayi, veri seti
icerisindeki anormal érintulerin tespiti icin elverisli bir yaklasimdir,
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5- Tahminlenecek kesin bir deger olmadiginda, regresyon analizine alternatif sonuglar saglamasi,
olarak siralanmaktadir (Warren et al., 2011).
X; Ve x; ;degiskenleri icin hesaplanan 6klid uzakhgi:

ED; = /(xm - xi,z)2 €Y)

olarak ifade edilirse, her n € N igin, R™ kiimesinde tanimlanan x; = (xl-,l...xi,n) ve X3 = (Xj2...%,)
vektorleriigin 6klid uzakhgi,

ED, = J(xi,l — B+ (s — B)? @

olarak hesaplanmaktadir. p degisken igin standardize edilmis 6klid uzakhgi ise,

3)

seklinde ifade edilmektedir. Degiskenler arasi korelasyon dikkate alinmadiginda (SD?) skoru
Mahalanobis uzakhgina esittir. Degiskenlerarasi korelasyon dikkate alindiginda, n adet gbézlem ve p
adet degiskeni iceren X matrisi,

X111 v Xip
x=| ]
Xn1 xnp
ve,
HE:
xi=1": vefiz—in,
Xn ni=1

XC =X;i — .7?,:
seklinde ifade edilirse, varyans- kovaryans matrisi,

1
Cy =—(X)T(X,), 4
X (n _ 1)( C) ( C) ( )
gibi hesaplanmaktadir. Ayrica, tanimlanan x, ve x, degiskenleri icin varyans - kovaryans matrisi,
of P1,20102
CX = 2 ’ (5)
D1,2010; 03

ifade edilmektedir. of ve o sirasiyla, x;ve x,degigkenleri icin varyans; p,,0y0, degeri ise
X, ve x,arasindaki kovaryansi belirtmektedir. Her bir x; icin hesaplanan Mahalanobis skoru,

2

MD; = | > (i = DTG (i = B) ©)

=1

olarak hesaplanirken, varyans - kovaryans matrisinin tersi ise,
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o3 _P1,20102]
_ det(Cy) det(Cy)
CX 1 — X ) X | (7)
—P1,2010 41

det(Cy)  det(Cy) |

seklinde tanimlanmaktadir. Mahalanobis skoru, p — 1 serbestlik derecesinde x? dagilimina uygun
gozlemler normal kabul edilirken, Mahalanobis skoru kritik degerin lizerinde olan gozlemler aykiri
olarak isaretlenmektedir (Rousseeuw ve Leroy, 1987).

3. Mahalanobis Dayanikli Tahminleyiciler

Cok degiskenli aykiri deger analizinde veri setinin aykiri deger icerdigi durumlarda, aykiri gézlemin
baska bir aykiri gbzlemin tespitini engellemesi (masking) veya normal bir gézlemin aykiri gézlem olarak
belirlenmesi (swamping) problemleri ortaya ¢cikmaktadir. Bir baska ifadeyle, veri kiimesindeki kaldirag
noktalari ve etkin gozlemlerin teshisi icin konum parametresi (X)ve dagilim matrisi
(EX) hesaplanmasinda dayanikli yéntemlerin kullanilmasi énerilmektedir (Rocke ve Woodruff, 1996;
Cheng ve Feser, 2002). Nitekim, ¢ok degiskenli aykiri deger tespitinde klasik Mahalanobis 6lgitiline
dayali hesaplanan uzakhk skorlarinin kritik degerden kiigiik olmasi, s6z konusu gézlemin aykiri olarak
nitelendirilemeyecegi manasina gelmemekte olup, aykiri olan fakat maskelenmis gézlemin dayanakh
Olgutlerle agiga cikariimasi gerekmektedir (Daszykowski vd., 2007).

Rousseeuw (1985) konum parametreleri tahmininde ortalama deger, dagihm parametreleri
tahmininde varyans-kovaryans matrisi yerine, dayanikli konum ve dagilim olgitleri 6nermektedir.
Dayanakl 6lglimlerin, aykiri deger tespiti performansini arttirdig ve maskeleme, veri sikismasi gibi ug
degerlerin tespitini zorlastiran problemlerin 6niline gectigi cesitli calismalarda ifade edilmektedir
(Thode, 2002; Willems vd., 2009).

En kigtk hacimli elipsoid (MVE) dayanikli uzaklik olguta, h =
veri setinde secilen alt gozlem kiimesini belirtmek Uzere, g < h<n O6nermesini saglayan

gozlemler igerisinde varyans-kovaryans matrisi determinantinin en kiiglik oldugu elipsoid’e ait
gozlemlerin tanimlanmasi ve bu kimeden hesaplanan degerlerin dayanikh konum ve dagilim
olcitlerinin belirlenmesini saglamaktadir (Rousseeuw, 1985). Buna gore, belirlenen tolerans elipsoidi
disinda kalan gézlemler aykiri olarak isaretlenmektedir.

Cok degiskenli veri setlerinde, MVE ydnteminin klasik tahminleyicilere gére daha etkin sonuglar
vermesine karsilik, n ve p sayisinin biyilk oldugu veri setlerinde alt kiimelerin belirlenip uzaklik
skorlarinin hesaplanmasi giiglesmektedir. Ayrica, p + 1 boyutlu bir matrisin her alt matrisinin p ranka
sahip oldugu varsayimindan hareketle, herhangi bir alt matrisin rankinin p’den kigiik olmasi, yani
determinantinin sifir olmasi, hesaplanacak elipsoid hacminin de sifir olacagi manasina gelmektedir. Bu
sebeple, cok degiskenli blyilk veri setlerinde aykiri gozlemlerin tespiti icin Minimum Kovaryans
Determinant (MCD) teknigi 6nerilmektedir (Rousseeuw ve Driessen, 1999).

MCD’nin konum ve dagilim tahminleyicilerinin belirlenmesinde yliksek kestirim glicline sahip
oldugu ve cok degiskenli aykiri degerlerin tespitinde kullanilan glvenilir bir yontem oldugu
belirtiimektedir (Coakley ve Hettmansperger, 1993). Yontemde amag, n adet gozlem icerisinden en
kiiclik varyans - kovaryans matrisi determinantina sahip h adet gézlemin bulunarak konum ve dagilim
parametrelerinin belirlenmesidir. Buna gére, h = (n+p + 1)/2 veya (n +p + 1)/2 < h < n olmak
lizere, h adet gozlemden elde edilen ortalama, konum tahmincisini, varyans-kovaryans matrisi de
dagihm 6lglslni belirtmektedir (Hardin ve Rocke, 2005). MCD tahminleyicisi sadece h > p oldugu
durumlarda hesaplanabilmektedir.
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MCD’de n ve p degerlerinin buylk oldugu durumlarda, her h'lik 6rnegin kovaryans matrisinin
hesaplanmasi zaman alici olmaktadir. Bu sebeple, MCD’ye alternatif olarak hesaplamasi daha kolay
olan hizli minimum kovaryans determinanti (h-MCD) o6nerilmektedir (Hawkins ve Olive, 1999;
Rousseeuw ve Van Driessen, 1999). Herbir gozlem ciftinin yer degistirmesi yerine, daha fazla gézlemin
yer degistirmesi esasina dayali olan h-MCD, islem yikini azaltarak hesaplama kolayligi saglamaktadir.

h-MCD teknigi adimlari su sekilde siralanabilir (Rousseeuw ve Driessen, 1999):

Z) kombinasyonu kadar sayida alt gbzlem gruplari olusturulur,

2. Alt gozlem gruplarinin herbiri igin varyans-kovaryans matrisi determinantlari det(h,,) kontrol
edilir. Eger det(h,) = 0 ise, det(h,,) > 0 oluncaya kadar rasgele olarak segilen gézlemler alt
gozlem gruplarina (h) eklenir. Herbir alt kiime i¢in determinant hesaplama islemi tekrar edilir.

3. Her bir alt kime icin mahalanobis skorlari hesaplanarak siralanir. En kiiglik uzaklik degerlerine
sahip h adet gézlem ve en kiicik determinanta sahip grubun tespiti islemleri “C-adimi” olarak
adlandinimaktadir,

4. Determinanti en kiigiik olan alt gézlem grubu igin % istatistigi (ortalama vektorii) ve varyans-
kovaryans matrisi Cy hesaplanir,

5. Herbir alt gbzlem grubu icin hesaplanan |CX| degerinin en kiiglk oldugu alt grup icin 6rneklem
aritmetik ortalamasi, konum parametresi tahmincisi (Xy,cp) ve dagihm tahmincisi olarak ise
varyans-kovaryans matrisi MCD tahminleyicileri olarak belirlenir,

6. Bir dnceki adimda tespit edilen alt gbzlem grubu baz alinarak ortalama vektori ve varyans-
kovaryans matrisi {izerinden hesaplanan mahalanobis skorlari ki-kare kritik degeriyle (¥?)
karsilastirilarak, aykiri ve normal gézlemler tespit edilir.

h-MCD’yi MVE’den ayiran temel 6zelliklerden biri, baslangic alt kiimelerinin olusturulmasina nasil
karar verilecegidir. h-MCD’de en az p + 1 gozlem alinarak segilen alt kiimelerin, hesaplanan varyans-
kovaryans matrisi determinantinin sifirdan biyik olana kadar goézlem eklenmesiyle alt kiimeler
genisletilmekte ve en kiiciik determinanta sahip kiime MCD tahminleyicisi olarak belirlenmektedir.
Etkinlik fonksiyonuna sahip ve konum parametrelerinin tahmininde tanimlanan bozulma noktalarinin
en yiksek degere (%50) sahip oldugu h-MCD 6&lgitd, blylk boyutlu ve ¢cok degiskenli veri setlerinde
aykiri deger tespitinde dayanikh bir 6l¢iit olarak tercih edilmektedir (Hubert ve Debruyne, 2010).

4. Veri Seti ve Uygulama

Calismada, Thomson Reuters veri tabanindan elde edilen ve Ocak 2013 — Aralik 2017 déneminde
New York ve NASDAQ borsalarinda gergeklestirilen 325.548 adet hisse senedi alim islemi, 913.959 adet
satim islemi olmak Uzere toplam 1.239.507 adet islem verisi kullanilmistir. islemler alim ve satim
portfoylerine bolinmis olup, her bir islem icin miktar ve hacim degiskenleri incelenmistir. Yil icerisinde
gerceklestirilen menkul kiymet alim - satim miktarinin menkul kiymetin emrin gerceklestigi tarihteki
dolar cinsinden diizeltilmis kapanis fiyatinin carpimiyla toplam islem hacmi hesaplanmistir.
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Grafik 1: Aim islemleri igin Dagihm Grafigi
islem Miktan islem Degeri

O o

-2

Not: Gosterim kolayligi agisindan, veri setinden rasgele olarak segilen n = 1000 gézlemin MCD o&lgltiine gore
hesaplanan tek boyutlu uzaklik skorlari gosterilmistir. Normal gozlemler yesil renkle, aykiri gdzlemler ise kirmizi
renkle isaretlenmistir.

Grafik 1’de her bir degisken igerisindeki aykiri gézlemlerin tek boyutlu uzayda dagilim grafiginde,
her bir degisken igerisindeki gézlemlerin uzakliklari verilmistir. Buna gore, islem miktari agisindan aykiri
olarak tespit edilen bir gézlemin, islem degeri agisindan normal olarak etiketlendigi; s6z konusu islemin
aykiri olup olmadiginin tespit edilebilmesi igin ¢ok degiskenli konum ve dagilim tahminlerinin
hesaplanmasi gerektigi anlasilmaktadir.

Alim ve satim islemleri icin klasik ve dayanikli Mahalanobis olciitleriyle R programlama dilinde
hesaplanan en yiiksek uzaklik skorlarina sahip olan ilk on gézlem Tablo 1’de verilmistir. Her bir olgit
icin cok degiskenli konum ve dagilim tahminicileri, 6rneklem ortalamalari ve varyans-kovaryans
matrisine dayali olarak hesaplanmigtir. Alim iglemleri igin hesaplanan Mahalanobis uzakhgi skorlari
biylkten kiglge dogru siralandiginda 319697, 319698, 319848 ve 319849 numarali goézlemlerin her
¢ oOlcutte de en blylk uzakhga sahip aykiri gozlemler oldugu tespit edilmistir. 325294, 325295,
325296, 325297, 314766 ve 314767 numarali gozlemler klasik mahalanobis olgiitline gore en yiksek
skorlu aykir goézlemler olarak tespit edilirken, s6z konusu gozlemler dayanikli dlgitlere gore kritik
degerin altinda kalmaktadir. h-MCD ve MVE’ye dayali hesaplanan uzaklik skorlari siralandiginda, en
biylk uzaklik skorlarina sahip olan aykiri gdzlemlerin benzer oldugu ve klasik dlgiite dayali uzaklik
skorlarindan farklilastigl géze carpmaktadir. Alim islemleri icin klasik olgltte 16.072 islem, h-MCD
Olgltiinde 33.143 islem, MVE Olgiitiinde ise 32.155 islem aykiri olarak tespit edilmistir.
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Tablo 1: Alim ve Satim islemleri igin Farkli Olgiitlere gére Hesaplanmis Konum ve Dagilim Tahmincileri

Konum Parametresi
Tahmincisi (x) Dagilim Normal/ En Biiyiik Skora Sahip ilk On
. Tahmincisi An"ormal Aykin Gozlem ve Uzakhk
. Islem - - S Gozlem N
Teknik Toirii Islem Islem Matrisi (Cx) Sayisi Skorlari
Miktari Hacmi
(log) (log)
Klasik Alim 3,239 4,081 1,181 0,826 309476/ | 319697(10,42);319698(10,42)
Mahalanobis 0,826 1,091 16072 ;319848(8,35);319849(8,35);
Olciti 325294(7,15);325295(7,15);
325296(7,15);325297(7,15);
314766(7,01);314767(7,01)
Satim 3,402 4,893 0,893 0,772 879641/ | 212530(9,82);197634(9,80);
0,772 0,997 34318 197635(9,80);639190(9,79);
178293(9,77);178294(9,77);
178295(9,77);43818(9,56);
43819(9,56);43820(9,56)
Hizli Alim 2,963 4,035 1,221 11,0397 | 292405/ | 319697(14,46);319698(14,46)
Minimum 1,039 1,034 33143 ;319848(11,23);319849(11,23
Kovaryans );325529(10,34);325530(10,3
Determinant 4);325531(10,34);325532(10,
34);325533(10,34);325527(10
,33)
Satim 3,385 4,915 1,030 1,006 837917/ | 212530(13,45);197634(13,44)
1,006 1,167 76042 ;197635(13,44);178293(13,42
);178294(13,42);178295(13,4
2);43818(13,26);43819(13,26
); 43820(13,26); 43821(13,26)
En Kiigiik Alim 3,091 4,095 1,231 1,049 293393/ | 319697(14,11);319698(14,11)
Hacimli 1,049 1,128 32155 ;319848(11,00);319849(11,00
Elipsoid );325529(10,01);325530(10,0
1);325531(10,01);325532(10,
01);325533(10,01);325527(10
,00)
Satim 3,387 4,913 0,979 0,933 842467/ | 212530(12,88);197634(12,87)
0,933 1,085 71492 ;197635(12,87);178293(12,85
);178294(12,85);178295(12,8
5);43818(12,67);43819(12,67
); 43820(12,67); 43821(12,67)

Not: Gozlemlere iliskin Mahalanobis Skorlari son siitunda parantez igerisinde gosterilmistir. Tabloda, en yiiksek
uzaklik skoruna sahip olan ilk on gézlem verilmistir. h-MCD igin alim islemlerinde, en kiigiik kovaryans matrisi
determinantina sahip h = 162.775 adet gézlem, satim islemleri icin h = 456.981 adet g6zlem belirlenmistir.

Ayrica, parantez igerisinde ilgili gozlemlere iliskin Mahalanobis skorlari verilmistir. })(22"975 = 2,716 kritik (esik)

degeri olarak belirlenmistir. Ayrica ayni paket programda yapilan islemlerde, alim ve satim veri setindeki her bir
islem igin klasik Mahalanobis uzakhginin hesaplanmasinda toplamda 136 saniye, MVE’ye dayali uzaklik skorlarinda
42 saniye, h-MCD igin ise 8 saniye islem siresi tespit edilmistir.

Satim islemleri degerlendirildiginde ise, klasik Olglite gore en yiiksek Mahalanobis skoruna sahip
aykiri gézlemlerden biri olan 639190 numarali gézlemin, dayanikli 6lgltlerle tespit edilen en yiiksek
uzaklik skoruna sahip gozlemler arasinda olmadigi gorilmektedir. Ayrica dayanikl olgltlerde
hesaplanan uzaklk skorlarinin klasik ol¢tt skorlarindan biyiik oldugu; h-MCD o6l¢iitiinde 76.042, MVE
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olclitlinde ise 71.492 islemin aykiri gézlem olarak isaretlendigi gorilmektedir. Konum parametresi
tahmincilerine bakildiginda, alim ve satim islemleri icin islem hacmi degiskeninde MVE ve klasik olgit
konum ortalamalarinin benzerligi goze carpmaktadir.

Grafik 2’de, alim islemleri icin klasik ve dayanikli uzaklik skorlariyla olusturulan tolerans elipsinde,
sinirda ya da sinirin disinda bulunan gozlemlerin X konum parametresinden uzakta ve bliylk sapmaya
sahip olan aykiri gozlemler oldugu goriilmektedir. Cok degiskenli normal dagilim varsayimi altinda,
Mahalanobis uzakliklarinin dagilimi ile klasik ve dayanikli elipsler icerisinde kalan normal goézlemlere
iliskin Mahalanobis skorlarinin dagilimi, p — 1 serbestlik derecesinde y? dagilimina uygundur. Klasik ve
dayanikli dlgitler icin aykiri gézlem tespitinin farklilagmasi, veri setinde aykiri bir gézlemin diger aykiri
bir gézlem tarafindan maskelenmesi veya verideki aykiri gbzlemlerin regresyon dogrusunu cekerek
sorunsuz gozlemlerin aykiri olarak belirlenmesi gibi problemlere isaret etmektedir. Bu durumda, veri
kiimesinde regresyon dogrusunu en ¢ok saptiran gézlemin silinerek, kalan gozlemler icin parametre
tahminlerinin yeniden hesaplanmasi gerekmektedir.

Grafik 2: Alim islemlerine iliskin Tolerans Elipsi

@72

Dayanikl: Olgiit

Klasik Olgiit

T T T T
0 2 4 6

Not: Grafikte veri setine iliskin n = 1000 goézlemin klasik ve dayanikh 6lgiite dayah uzakliklari hesaplanmig ve
%97,5 gliven elipsoidinde gdsterilmistir. x ekseni islem hacmini, y ekseni ise islem miktarini géstermektedir.

Grafik 3’de alim islemlerinde, uzaklik skorlari kritik degerin ( )(5_975 = 2,716) uzerinde olan ve

klasik ve dayanikli MVE élgltinde aykiri olarak etiketlenen 9, 11, 19, 24 no’lu goézlemlere ek olarak, h-
MCD olcitl ile aykiri olarak tespit edilen 20, 58 ve 86 no’lu gozlemler yer almaktadir. Parametre
tahminine etkisi olan ve en yiiksek uzaklik skoruna sahip gézlemin (11 numaral gézlem) veri setinden
silinmesiyle yeniden hesaplanan klasik ve h-MCD skorlarina gore 9, 19, 20, 24, 58, 86 no’lu gdzlemlerin
kritik degerin lzerinde, bir baska ifadeyle, klasik ve dayanikli dlgiitlere gore aykiri gbzlem olarak tespit
edildigi anlasiimaktadir. Bu durum, Tablo 2’de de gosterildigi Uzere, veri setinde aykiri gézlemler
bulundugunda aykiri gozlemlerin 6rnek ortalamasina olan uzakliklarinin kaguldugld ve aykiri
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gozlemlerin normal gozlem olarak tespit edildigi bir durum olan maskeleme problemine isaret
etmektedir (Tablo 2).
Grafik 3. En Biiyiik Uzaklik Skoruna Sahip Alim isleminin Veri Kiimesinden Cikartilmasi Oncesi ve
Sonrasi Mahalanabis Skorlari ve Q-Q Plotu
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Not: Gosterim kolayligi agisindan n = 100 gozlem veri setinden rastgele olarak segilmistir.

Baslangicta klasik ve dayanikli MVE oOlgitiiyle tespit edilemeyen aykiri gdzlemlerin, parametre
tahminleri Gzerinde etkiye sahip, en biyuk uzaklik skorlu tek gdzlemin silinmesiyle tespit edilebilir hale
geldigi ve baslangic ¢6ziminde aykiri goézlemlerin h-MCD ile basarilh bir sekilde tespit edildigi
gorilmektedir.

Tablo 2: Tek Gozlemin Silinmesi Oncesi ve Sonrasi Aykiri Gézlemler

Olgiit Aykiri Gozlemler Tek G6zlem Silinmesi Sonrasi Aykiri Gézlemler
Klasik 9(3,18), 11(4,32), 19(3,13), 24(2,73) | 9(3,18),19(3,08),20(2,77),24(2,81),58(2,89),70(2,72),86
(2,92)
MVE 9(3,19), 11(5,03), 19(3,14), 24(2,80) | 9(3,20),19(3,12),20(2,95),24(3,08),58(2,92),70(2,85),86
(3,08)
h-MCD 9(3,19), 11(5,24), 19(3,18), 20(2,92), | 9(3,30),19(3,15),20(3,01),24(3,13),58(3,07),70(3,10),86
24 (3,09), 58(3,02), 70(2,95), 86(3,22) (3,28)

Not: Aykiri gozlemlere iliskin uzaklk skorlari parantez igerisinde verilmistir.

5. Sonug¢

Bir veri setinde aykiri gozlemlerin varlg, istatistiki acidan yiksek hata oranlari ve parametre
tahminlerinden énemli 6lgiide sapmalara sebep olmaktadir. Ozellikle ekonomi ve finans alaninda
kullanilan veri setlerinde degiskenler arasi korelasyonun oldugu durumlarda, tek bir aykiri gézlemin
arastirilmasi yerine, s6z konusu gozleme etki edebilecek diger gdzlemlerin tespiti, Gzerinde durulmasi
gereken bir probleme isaret etmketedir. Ornegin, hileli kredi kart islemlerinin tespitinde islemin hacmi,
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miktari, stresi ve tirQ, islemin gerceklestirildigi tarih gibi kullanici davranislarini aciklayan birden fazla
degiskenin varhiginda, degiskenlerarasi iliskilerin de g6z 6niinde bulundurulmasi, bir baska deyisle, cok
degiskenli konum ve dagihm olgitlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Cok degiskenli veri seti
icerisinde gerek istatistiksel olarak veri setinin dagihmdan uzak tekil aykiri gézlemlerin tespiti, gerekse
anormal bir paterni isaret edebilecek toplu aykiri gézlemlerin tespitinde Mahalanobis 6l¢litli genis bir
uygulama alanina sahiptir.

Aykiri deger tespitinde degisken ve gozlem sayisinin arttigi durumlarda, kaldirag degeri biiylik olan
bir gdzlemin regresyon egrisinin egimini degistirmesi, ¢cok degiskenli gbzlemlerin elipsoid serpilme
diyagraminin agirlik merkezinden uzakliginin tespitini gerektirmektedir. Ozellikle cok degiskenli veri
setlerinde, aykiri gozlemin tespitinin bir baska gézlem tarafindan engellenmesi veya aykiri olmayan bir
gozlemin aykiri olarak siniflandirilmasi en sik karsilasilan problemlerden olup; bu gibi durumlarda klasik
yontemlerin kullanimi aykiri degerlerin tespitini engellemektedir. Ayrica, veri setinin normal
dagilmadigi durumlarda klasik dogrusal regresyon modellerinin aykiri degerlerin tespitine asiri duyarh
olmasi, baska bir ifadeyle, asiri degerlerin regresyon dogrusunu kaydirmasi, parametre tahmin
degerlerini olumsuz olarak etkilemektedir. Bu sebeple calismada, ¢ok degiskenli klasik konum ve
dagilim tahminleyicisinin yani sira; hizh minimum kovaryans determinant ve en kigiik hacimli elipsoid
dayanikli yontemleri kullanilarak, s6z konusu tekniklerin aykiri gézlemlerin dogru olarak tespit
edilmesindeki etkinlikleri karsilastirilmistir. Calismada, klasik olglite dayali konum ve dagilim
parametreleri kestirimlerinin aykiri gézlemlerden etkilendigi, aykiri gézlemlerin tespitini engelledigi ve
bu nedenle aykiri gbzlemlerden etkilenmeyen dayanikli yontemlerin kullaniimasi gerektigi; gozlem ve
degisken sayisinin biyik oldugu veri setlerinde MVE 0lgutl yerine h-MCD o6lgiitiniin daha hizli ve
guvenilir sonuglar verdigi sonucuna ulasilmistir. Calisma sonucunda, birden fazla degiskenli, ylksek
hacimli ve degiskenlerarasi iliskinin énemli oldugu veri setlerinde, 6zellikle de aykiri degerlerden
siiphelenildigi durumlarda; x? dagilimina uygun bir dagilim izlemesi, aykiri gézlemler igin kritik degerin
hesaplanabilmesi ve daha hizli islem siiresine sahip oldugundan dolayi, dayanikli h-MCD tekniginin
kullaniimasi 6nerilmektedir.

Ayrica bu baglamda, aykiri deger tespiti icin gozlemlerin tekil veya kolektif olarak mi incelenecegi
konusu, problemin hile tespiti kapsaminda mi yoksa veri 6n isleme siirecine yonelik mi ele alindigina
gore degismektedir. Calisma kapsaminda incelenen yontemler, veri analitigi icerisinde finansal
piyasalarda hile tespitinde kullanilabilecegi gibi, bir veri setinin analize hazir hale getirilmesinde etkin
olarak kullanilabilmektedir. Gozlemler arasi iligskilerin 6nemli oldugu isletme problemlerinde aykiri
degerlerin tespitinde Mahalanobis 6lc¢litine alternatif olarak, derinlik tabanli, en yakin komsu tabanh
ve kimeleme tabanh olcitlere iliskin hesaplanacak uzaklik skorlarinin karsilastirilarak en uygun
yontemin kullanilmasi énerilmektedir.
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CLASSICAL AND ROBUST MAHALANOBIS DISTANCE MEASURES FOR OUTLIER
DETECTION: AN APPLICATION IN STOCK EXCHANGES

Extended Abstract

Aim: The detection of outliers is a neccesity to increase the power of a statistical test. Due to parameter
estimation, normalization of data sets and homogenous distribution of variances or determination of
outliers for descriptive statistics, outlier analysis is frequently used. Besides that, in the literature, the
outlier analysis has a wide range of applications, such as the detection of unusual patterns which is far
from the other observations in the data set.

In multivariate outlier analysis, statistical techniques are based on the assumption that an outlying
observation is located far from the center of the data distribution and the vector space is orthogonal.
The use of many distance measures is not recommended in data sets where data size and type increase
and the values are zero or negative. Mahalanobis distance is used to detect unusual patterns and
outlying observations within the data set where the number of variables and the sample size are large.
It considers the relationship between the observations. The application of Mahalanobis distance ranges
from pattern recognition to classification and clustering problems, financial fraud detection,
multivariate forecasting and fault detection — diagnosis.

Method: In this study, a total of 1,239,507 transactions are obtained from the Thomson Reuters
database. Transactions are divided into purchase and sale portfolios. Value and volume of each
transaction are used for outlier analysis. Classical and robust Mahalanobis distance scores are
calculated for each transaction with R programming language.

Mahalanobis distance, which is a generalized form of euclidean distance, is calculated based on the
measurement of multidimensional distances of multivariate vectors. While many statistical techniques
perform distance measurements based on averages, Mahalanobis distance can be performed based
on averages, centroid, cropped averages or median for detecting multivariate outliers. In addition, the
normally distributed observations are converted to probabilities using the chi-square probability
density function and the calculated distances are compared with the table values to determine outliers.

In particular, if the data set contains an outlier, it is necessary to prevent misclassification errors:
masking (an undetected outlier) and swamping (detecting a nonoutlier as an outlier). It is
recommended to use robust methods which calculate multivariate location parameter and scatter
matrix for the diagnosis of leverage points and influential observations in the data set.

Minimum Volume Ellipsoid (MVE) measure is an equivariant robust estimator based on the ellipsoid
with minimal volume. It allows to calculate robust multivariate location and scatter matrix that meet

the g < h < n criterion, where h indicates a subset of dataset which consists n observations. Since

MVE has more effective results than classical estimators, it is difficult to calculate the distance scores
in multivariate datasets, where the number of variables or observations is large. For this reason,
Minimum Covariance Determinant (MCD) technique is recommended for detection of outliers in large
multivariate datasets. In this technique, the aim is to determine the location and scatter parameters
by finding the smallest variance - covariance matrix determinant within n observations. In the MCD
technique, the calculation of the covariance matrix of each sample, containing h observations, is a time-
consuming task. In such cases, the fastest minimum covariance determinant (h-MCD) has been
proposed by Rousseeuw and Van Driessen (1999) as an alternative to MCD, which is easier to calculate.
One of the key features that distinguish h-MCD from MVE is how to decide and create initial subsets.
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Findings: It is observed that outlying observations with the largest robust distance scores are similar
for robust MCD and MVE measures and the scores differ from the distance scores which are based on
classical Mahalanobis measure. The number of outlying transactions are 16,072 for classical distance
measure, 32,155 for MVE and 33,143 for h-MCD in purchases portfolio. Besides, 34,318 transactions
for classical measures, 71,492 transactions for MVE and 76,042 transactions for h-MCD are detected
as outliers for sales portfolio. This shows a potential masking problem or influential observations that
affect the slope of regression. For this reason, we re-calculate the parameter estimates for the
remaining observations in the data set by deleting the observation that distorts regression line. At the
initial solution, while some observations are flagged as nonoutliers (based on classical and MVE
measures), these observations are detected as outliers by using h-MCD. This situation indicates the
masking problem, where the distances of outlying observations to the sample means are reduced and
the outliers are determined as nonoutliers. It is shown that outliers are efficiently detected with h-MCD
measure, compared to the other measures.

Conclusion: The use of classical Mahalanobis distance measure results in the prevention of the
detection of outliers. In this study, it is shown that the estimates of location and scatter parameters
based on classical and robust MVE measures are affected by outliers and therefore, the detection of
outliers is prevented. We conclude that instead of MVE measure, h-MCD gives more reliable results in
determining the outliers in the data sets where the number of observations and variables are large.
Mahalanobis distance can be used effectively to determine multivariate deviations in the field of
financial application. As an alternative to statistical techniques, it is recommended to use depth-based,
nearest neighbor and clustering-based algorithms for outlier analysis.
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