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Matematiksel Genelleme Siirecinde Gorsellestirme ve Onemi”

Visualization in the Mathematical Generalization Process
and its Importance

Rezan YILMAZ ~, Ziya ARGUN

OZ: Arastirmanin amaci, matematik yapma yontemlerinden biri olan genelleme siirecinde gorsellestirmeyi ve
o6nemini incelemektir. Bunun i¢in, katilimeilarin genelleme yapabilecekleri uygun ortamlar iginde hangi
gorsellestirmeleri nasil kullandiklar1 ve ne tiir gorsel imajlara sahip olduklar1 arastirilmigtir. Nitel yaklagimlarindan
durum ¢aligmas: (case study) ile 5 Ogretmen adaymin katilimer oldugu arastirmada bulgular, katilimcilarin
gorsellestirmelere siklikla ve farkli sekillerde bagvuruldugunu ve farkli goérsel imajlara sahip olundugunu
gostermektedir. Kullandiklart gorsellestirmeler kavramlar ve kavramlar arasindaki iligkileri tamamlamada 6nemli bir
yere sahip olmus ve genelleme siirecinin gelisimine tespit edilebilen etkilerde bulunmustur. Bulgular 1siginda
genelleme siirecini daha anlasilir hale getirmek igin gorsellestirme ve gorsel imajlarla ilgili matematik 6gretimine
yonelik ve ileride yapilacak bilimsel arastirmalara dair oneriler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: genelleme, gorsellestirme, gorsel imaj, matematik egitimi.

ABSTRACT: The purpose of this study was to investigate the visualization in mathematical generalization
process and its importance. To do this, we searched which visualizations were used by the participants in appropriate
situations, how they set forth these and what kind of visual images they had. We employed case study technique as a
quantitative research method on five participants that were pre-service mathematics teachers. The results showed that
the visualization was widely employed by the participants, but in different styles and different visual images were
presented in the process. Visualizations had an important place on the relations between concepts, had observable
effects on the development of the processes. In the light of the results, some suggestions were given about
visualization and visual images to make clear this process for mathematics learning and future academic researches.

Keywords: generalization, visualization, visual image, mathematics education.

1. GIRIS

Matematik 6gretiminin etkili yollarindan birisinin matematik yaptirma oldugu matematik
egitimcileri tarafindan ¢okg¢a vurgulanmaktadir. Matematik yaptirma yOntemlerinden
genellemenin  Ogretimdeki Onemi ise iyi bilinmektedir. Genelleme siireci matematiksel
kavramlar1 tanimay1 ve bu kavramlarla iliskiler kurmay1 gerektirmektedir. Bu nedenle, kurulacak
iligkiyi temsil eden dogru bir zihinsel imajin, bu kavramlarin iligkilendirilmesinde énemli bir
paya sahip oldugu disiliniilmektedir. Calisma, zihinsel imajlarin anlamli sekilde
kurgulanmasinda farkli bir bakis olarak goriilebilecek olan gorsellestirmenin, genelleme siireci
icindeki yerini ve onemini gérmek amacini tagimaktadir.

1.1. Genelleme

Matematikte genellemeler, teoremlerin formiilasyonuna onciilik eder ve makul
ortintlilerin ortaya c¢ikarildigi orneklerin yapilandirilmalart ile baglayan muhakemelerin ve
yanilmalarin bir zigzagl tiimevarim yolunun sonucudur (Sriraman, 2004). Matematik egitimi
literatiirli, genellemeyi belirli durumlardan saglanan veya belirli durumlara neden olan bir siire¢
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olarak tanimlamaktadir (Davydov, 1990; Krutetski, 1976; Polya, 1954). Piaget (1970),
genellemeyi {ist sira operasyon olarak gérmiis ve reflektif soyutlamay gelistiren bir siire¢ olarak
tanimlanmustir. Skemp (1986), matematiksel genellemenin sofistike ve giiglii bir aktivite siireci
oldugunu sdylemektedir. Sofistikedir, ¢linkii icerigini gegici olarak ihmal eder ve metodu sekli
lizerinde yansimay1 gerektirir. Glgliidiir, ¢iinkii sadece karsilasilan yeni durumlarin
Ozlimlenmesi talebine cevap vermekle kalmaz, ayni zamanda bu taleplerin ilerisi i¢in de ortaya
konulan semalarin tam ve bilingli olarak yeniden yapilanmalarina katki saglar. Krutetski (1976),
ogrencilerin genellemeleri dogru formiile edebilmeleri i¢in 6zel igeriklerden soyutlamalari ve
benzerlikleri, yapilar1 ve iliskileri se¢gmeleri gerektigini ileri stirmektedir.

Mitchelmore (2002) genellemeyi, soyutlama veya kavram ile anlamdaslik, mevcut bir
kavramin genislemesi ve mevcut olan kavramla ilgili bir teorem seklinde siniflamistir. Garcia-
Cruz & Martinon (1998) lineer oriintiilerde genelleme seviyelerini su sekilde belirlemiglerdir:
1.Seviyede (Prosediirel Aktiviteler); kisi ardisik ve yinelemeli karakterlerin farkina varmaktadir.
Bu stratejiler genellestiremezler ancak bu rutin davraniglar daha sonra (diger seviyede)
gelistirilen kurallarin degerlendirmelerini kontrol ederken kullanilir. 2.Seviyede (Prosediirel
Anlama, Lokal Genelleme); kisi yerel bir genelleme tespit etmektedir. Bu, problemden probleme
farklilik gostermesine ragmen verilen yeni bir problem i¢indeki niimerik veya resim dizisinde
yerine getirilen bir hareketten degismeyeni elde etmek anlamina gelmektedir. 3.Seviyede
(Kavramsal Anlama, Global Genelleme); kisi bir strateji genellestirir. Bu, onun yeni ama benzer
bir problemde benzer degismezi elde etmesi ve benzer hareketi uygulamasi anlamina
gelmektedir. Gelistirilen ve daha Onceki problemde kullanilan kural artik hareket i¢in uyarici
olacak sekilde bir obje olmusgtur.

Ellis (2007) genellemeyi, genelleme eylemleri (iliskilendirme, arastirma, genisletme) ve
refleksiyon genellemeleri (belirleme veya agiklama, tanimlama, etki) seklinde siniflandirmistir.
Genelleme eylemleri kisilerin aktiviteleri ve konusmalari iginde sonuglanan zihinsel aktiviteler
olarak tanmimlanmaktadir. Kisilerin agikladiklar ifadeler ise refleksiyon genellemeleri olarak
adlandirilmstr.

1.2. Gorsellestirme

Gorsellestirme, yapilandirma, temsillendirme ve zihinsel imajlar arasinda karmagsik bir
doniisiim siirecidir (Wheatly,1998). Daha 6nceden bilinmeyen fikirler, gelisen ve degisen
anlamalar ve bilgiler arasinda baginti kurma sirasinda ortaya cikar ve betimleme yapmak
amaciyla resimlerin, imajlarin ve diyagramlarin kullanilmasidir. Bu siire¢ zihnimizdeki
semalarin, kagit {izerinde veya teknolojik araglarla yansimasi, yorumlanmasidir (Bishop 1989;
Hershkowitz, 1989; Zimmermann & Cunningham, 1991). Bu tanim matematik 6greniminde
gorsellestirmenin, matematiksel problemleri arastirmak ve matematiksel kavramlara ve
aralarindaki iligkilere anlam vermede giiclii bir ara¢ oldugunu vurgulamaktadir. Zazkis,
Dubinsky & Dautermann (1996) ise gorsellestirmeden, bireyin i¢sel bir yapilanma ve hisleri ile
kazanima eristigi bir sey arasinda giiclii bir baglant1 kurma davranis1 seklinde bahsetmislerdir.
Kisi uzamsal bir diizenleme olusturdugu zaman zihninde bu olusuma rehberlik yapan bir gorsel
imaj bulunmaktadir. Bu nedenle gorsellestirme, matematikle ugragsmada hem uzamsal bir
doganin tiim yazilimlarin1 ve hem de gorsel olan zihinsel imajlarin yapilanma ve doniigiim
sireglerini igerir (Presmeg, 1997). Gorsellestirme, bilginin ¢oklugu durumunda karmasikligi
azaltmaya imkan vermektedir. Ancak gorsellestirme hakkindaki simirliliklar, zorluklar ve
gorsellestirmeye karst olan goniilsiizliik sik sik tartisilmistir (Arcavi, 2003; Eisenberg, 1994;
Stylianou ve Silver, 2004).

Matematik, nesnelendirme ve ger¢ek durumlardan soyutlama, temsillendirme ve bu
temsillerin ¢cogunun gorsel olduguyla ilgilidir (Bishop, 1989). Bu anlamda, gorsellestirme bilgiyi
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anlamli yapilar olarak organize etmekle kalmaz ayn1 zamanda bir ¢oziimiin analitik gelisimine
rehberlik eden 6nemli bir faktordiir. Presmeg (1992) gorsellestirmeden, anlamak i¢in bir destek
veya sonuca ulagsmak i¢in bir ara¢ olarak bahsetmis ve bu nedenle de bir diyagramin degil, bir
kavramin ya da bir problemin gorsellestirilmesinden bahsedilebilecegini sdylemistir. Bunun igin,
problemin zihinsel bir imajina bagvurulur ve bir problemi gorsellestirme diyagram veya gorsel
imaj terimlerinde problemi anlama manasina gelir. Bdylece, bu siire¢ ¢6ziim metodunun gerekli
bir pargasi olarak gorsel imaj1 icermektedir.

Presmeg (1986), Ogrencilerde saptadigi bes farkli ¢esitte gorsel imaji su sekilde
siralamaktadir: somut imaj, giinlilk objelerin pargalarinin zihinde biraraya gelip olusturdugu
biitiinsel bir resim seklindeki; oriintii imaj1, gérsel-uzamsal semada tasvir edilen sade iliskiler
seklindeki; formiillerin hafiza imaj1 genellikle zihin goziiyle gordiiglimiiz ve tahta veya defterde
yazili sekildeki formiillerin hafizamizda olusmasi seklindeki; kinestetik imaj, kas giicii
aktiviteleri gerektiren seklindeki ve dinamik imaj ise, hareketli sekildeki imajdir.

Guzman (2002), kisinin gorsellestirmesinin, sadece gozlerimizin optik siireglerini
gerektiren bir siire¢ degil, psikolojik duyunun da i¢inde oldugu vizyon diye adlandirdigimiz daha
derin bir fenomen oldugundan bahsetmekte ve bu anlamda gorsellestirmeyi dort cesitte
siniflandirmaktadir. Bunlar; objelerin gorsel manipiilasyonunun soyut matematiksel iliskilere
dontstiirtilebildigi  temsiller seklindeki izomorfik gorsellestirme, soyut objeler arasindaki
iligkileri yeterince taklit eden ve belirli karsilikli iligkilere sahip bazi elemanlarin tahmin,
arastirma, ispat gibi siireglerdeki imajlarin olusumuna destek sagladigi subjektif sekildeki
homomorfik gorsellestirme, daha 6nce incelendigi i¢in davranisini daha iyi bildigimiz veya daha
kolay elde ettigimiz ve analojik bir yoldan birbirleri ile iliskili olan objeleri zihinsel olarak
yerine koyarak yaptigimiz analojik gorsellestirme ve son olarak diisiinme siireglerimize yardimci
olan, diyagramlarla temsil edilmis zihinsel objelerimizin ve karsilikli iliskilerin goérsellendigi
diagramatik gorsellestirmedir.

2. YONTEM

Caligma, genelleme siirecinde gorsellestirmenin 6nemini incelemek i¢in, neden veya nasil
sorularina cevap arandiginda tercih edilen ve bazi ger¢ek hayata iliskin iceriklerde giincel
fenomenlere odaklanildiginda kullanilip bir karar veya kararlar kiimesini agia ¢ikaran nitel
aragtirma yontemi desenlerinden durum c¢alismasi ile yapilmigtir (Schramm, 1971; Yin, 2003).
Arastirma, bir devlet iiniversitesinde 6grenim goren dordiincii sinif 6grencileri arasindan, 2008-
2009 egitim Ogretim yili giiz doneminde agilan bir dersi alan matematik 6gretmeni adaylar
iizerinde yapilmigtir. Oncelikle ogrencilerin dersteki genelleme siirecleri incelenerek bu
siireglerdeki yorumlamalari ve bu yorumlamalardaki gorsellestirmeleri dikkate alinmigtir. Bunun
sonucunda 13 &grenci ile bir pilot caligmasi yapiimis (Yilmaz, Argiin ve Ozer, 2009) ve bu
calisma sonunda veriler degerlendirilerek ikisi erkek 5 Ogrenci ile durum calismasina
baglanilmigtir. Katilimcilarin segiminde, derin bir incelemeye tabi tutulacak siirli sayida ancak
ayn1 Olclide de bilgi bakimindan zengin durumlarin ¢aligmasini 6ngordiigii i¢in agir1 ve aykiri
durum 6rneklemesinden yararlanilmistir (Yildirim ve Simsek 2006).

2.1. Veri Toplama Araclari

Caligmada, oncelikle katilimcilarin dersteki genelleme siireglerindeki gorsellestirmeleri
donem siiresince gozlenmis ve diisiinme sekilleri hakkinda bilgi alinmistir. Bu anlamda yapilan
gozlem, gorsellestirme odakli yapilandirilmamis gozlemlerdir. Daha sonra, genelleme
stireclerindeki gorsellestirmelerini daha detayli incelemek i¢in gozlem degerlendirmelerine ve
yapilan pilot caligmaya gore secilen bes katilimci ile goriismeler yapilmistir. Goriismeler,
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katilimcilarin matematiksel genelleme siireci i¢inde gorsellestirmeyi nasil ve ne kadar
kullandiklarini, ne tiir gorsel imajlara yer verdiklerini incelemek adina yari-yapilandirilmig
sekilde olusturulmustur. Bunun i¢in kendilerinden “Karsuliklt kenarlari paralel olan herhangi
AAA,.. A, (n>2) seklindeki 2n-genler icin n-genlerin agirlik merkezleri, verilen 2n-geni

AAA. A, AAA,. A, . vb. alt parcalara boler ve buradaki olusacak ¢okgenler yine 2n-gen

seklinde olup karsilikli kenarlari esit ve paraleldir” (Villiers, 2007) genellemesini yapmalari
beklenmistir. Bunun i¢in katilimcilardan her birine, 3 asama iginde toplam 4 durum verilmistir
(Tablo-1). Buradaki sekiller ve bagliklar 6grenci ile paylasiimamgtir.

Tablo 1: Genelleme Siireci i¢inde Katilimeilara Verilen Durumlar

I. ASAMA

1. Durum

1. ABCD karsilikli kenarlar1 paralel olan bir doértgen olsun. E,F,G,H noktalar1 ise sirasiyla AB, BC, CD, DA
kenarlarinin orta noktalar1 olsun.

Buradaki EFGH sekli i¢in ne soyleyebiliriz?

Karsilikli kenarlari i¢in ne sdyleyebiliriz?

2. Durum

sirasiyla ABC, BCD, CDE, DEF, EAF ve FAB tiggenlerin
Buradaki GHIJKL sekli i¢in ne sdyleyebiliriz? .
Karsilikli kenarlari igin ne sdyleyebiliriz?

3. Durum

3. ABCDEFGH Kkarsilikli kenarlar1 paralel olan ama esit
noktalari ise sirasiyla HABG, ABCH, BCDA, CDEB, DEE(
olmak iizere;

Buradaki IJKLMNOP sekli i¢in ne sdyleyebiliriz?
Karsilikli kenarlari i¢in ne sdyleyebiliriz?

1. ASAMA

4. Durum

4. Benzer seyleri ongen ve onikigen i¢in de sdyleyebilir miyiz?
111. ASAMA

5. Burada fark ettiginiz bir sey var mi?

2.2. Verilerin Analizi

Verilerin analizi i¢in igerik analizi kullanilmigtir. Bunun igin, ilk olarak yazili dokiiman
haline getirilen video kayd:1 goriintiilerine ait veriler, ilgili literatiire dayali olarak ac¢ik kodlama
ile kodlanmis ve kavramlar belirlenerek bu kavramlarin ozellik ve boyutlar1 anlasilmaya
caligilmistir. Bunun igin genelleme siiregleri i¢inde anlamli olabilecek kavramsallagtirmalar ve
gorsellestirmeler ile iligkili bulunan durumlar siniflandirilmis ve bu yolla alt gruplara ayrilmistir.
Katilimcilarin genelleme siiregleri i¢indeki gorsellestirmeleri karsilagtirmali olarak incelenmeye
caligilmistir. Daha sonra eksensel kodlama ile elde edilen kategoriler ve bunlarin alt kategorileri
iliskilendirilmeye calisilmis ve siirekli karsilastirmalar sonucu ortak temalar olusturulmustur
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(Strauss & Corbin 1990; Yildinnm ve Simsek 2006). Belirlenen ortak temalar frekanslarina
dikkat edilerek tablo haline getirilmistir. Verilerin analizi sirasinda ¢alismanin giivenirligini
artirmak amaciyla ortaya konan kategoriler ve temalar, matematik egitimi alaninda nitel
arastirma konusunda doktora yapan iki arastirmacinin goriisii alinarak yeniden degerlendirilmis
ve ortak goriis saglanmistir.

3. BULGULAR

Verilerin  analizi sonucunda katilimcilar genelleme siirecinin ilk asamasinda
gorsellestirmeleri i durum i¢in de gergeklestirmislerdir. Genellestirme seviyeleri dikkate
almdiginda bunlar 1.seviyedeki iliskilendirme ve arastirma siireclerinde goriilmiistiir. Son iki
asama olan 2. ve 3. seviyelerde ise gorsellestirmeye gerek duymadiklart gozlenmistir.
Katilimcilarin aragtirma ig¢inde kullandiklar1 gorsellestirme ¢esidi izomorfik gorsellestirme
olmus ve bunlar1 genelleme eylemlerinin birinci seviyesinde islemsel aktiviteler olarak
kullanmiglardir. Ortaya ¢ikan 15 izomorfik gorsellestirmenin 5°i iliskilendirme siireci iginde
objeleri iliskilendirirken, geri kalan 10’u ise arastirma siireci i¢inde ayni iligkiyi arastirirken
gorilmistiir.

Katilimcilar genelleme siirecinin tiim seviyelerinde ancak farkli yerlerinde farkli gorsel
imajlara yer vermislerdir. Kullanilan gorsel imajlar ise somut, kinestetik, formiil ve Oriintii
imajlaridir. Tablo 2 de genelleme siirecinde sahip olunan gorsel imajlar, seviyelerine dikkat
edilerek biitiinsel sekilde ele alinmig ve frekanslari ile verilmistir.

Arastirmada katilimcilarin 33 kez gorsel imaj kullandiklari ve bunlarin 15’inin somut
imaj, 11’inin formiil imaji, 6’sinin kinestetik imaj, 1’inin de Oriintii imaji oldugu tespit
edilmistir. Diger bir ifade ile %46’s1 somut, %33’1 formiil, %181 kinestetik, %3’li Orlintii
imajidir. Bunlarin 11’ine ayni iligkiyi arastirirken yer verilmis olup, 10’u aynmi ¢oziimii veya
sonucu arastirma, 5’1 objeleri iligskilendirme, 5’i durum ile iliskilendirme, 1’1 devam ettirerek
genisletme ve 1’1 de genel prensibe ulagma siireglerinde gorilmiistiir. Diger bir ifade ile
%34’ine aym iliskiyi arastirirken, %30’una ayni1 ¢0ziim veya sonucu arastirirken, %15’ine
objelerle iliskilendirirken, %15’ine durumlarla iliskilendirirken, %3’tine devam ettirerek
genigletirken ve %3’line ise genel prensibe ulagsmada rastlanmigtir. Ayni iligkiyi arastirma
siirecinde en ¢ok somut imajin, ayni ¢éziimii veya sonucu arastirma siirecinde ise formiil
imajinin daha fazla kullanildigi sonucu goriilmiistiir.

Katilimcilarin yer verdigi somut imajlar, ¢cogunlukla kavramlarin zihinlerde olusturdugu
resimleri anlatan goriintiiler seklinde olmustur. Bu zihinsel resimler katilimecilarin kimi zaman
iki ya da daha fazla mevcut obje arasindaki benzerliklerin bir ¢agrisimini yaparken siireg iginde
objelerin iliskilendirilmesinde, kimi zaman iki veya daha fazla obje arasindaki sabit iliskiyi
belirlemek i¢in ayni iligkiyi arastirma siireci i¢inde ortaya ¢ikmistir. Somut imajlar katilimeilarin
gorsellestirmelerinde 6nemli bir paya sahip oldugundan, kavramla ilgili net bir somut imaja
sahip olanlar gorsellestirme konusunda daha basarili olmuslardir. Net bir somut imaja sahip
olmayan katilimcilar ise diisiincelerinden emin olamamuslardir. Katilimcilardan yanlis somut
imaja sahip olan kisi olmamustir.

Katilimcilarin zihinlerinde canlandirdiklart formiil imajlar1 ise agirlikli olarak yapilan
eylemlerin sonucunun her zaman gecerli olup olmadigimni belirlemek i¢in ayni ¢6ziimiin veya
sonucun arastirilmasi sirasinda ortaya ¢ikmustir. Bu imaj iki ya da daha fazla durum arasinda
cagrisimi kurmak i¢in durum ile iligkilendirme siirecinde de kullanilmistir. Katilimeilar siireg
icinde diigiincelerinin devamini saglamak adma ayni ya da benzer oranlar elde etmeye
calismislar ve formiil imajin1 net sekilde ifade edemeyen katilimcilar igin bu durum
diisiincelerinden emin olamamalarina neden olmustur.
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Tablo 2: Genelleme Siirecinde Katihmeilarin Sahip Olduklar1 Goérsel Imajlar ve Seviyeleri

Somut Formiil Kinestetik Oriinti Dinamik

. S L L L Toplam
1maJ 1maji 1maJ 1maji 1maJ

Durumlari
iliskilendirme
Objeleri
iliskilendirme

- 4 1 - - 5
iliskilendirme
5 - - - - 5

Ayni iligkiyi
arastirma

Ayni prosediirii
arastirma

Ayni Oriintiiyl 0
arastirma

Ayni ¢6ziim veya
sonucu arastirma

Seviye 1

10 - 1 - - 11

Aragtirma

Genelleme Eylemleri
1
1
1

Uygulanabilirlik

alanimi genisletme
Genisletme Ayrintilari ) ) ) ) )

uzaklagtirma

Islem - - - - -

Devam ettirme - - - 1 -

'
1
'
'
1
o

Seviye 2

Fenomeni devam
Belirleme veya ettirme
agiklama Ozdeslik - - - - .
Genel Prensip - - 1 i ;
Tanimlama Objeler Sinifi - - - - -
Onsel veya Strateji - - - - -
Etki Modifiye edilmig
fikir

Refleksiyon
Genellemeleri
Seviye 3

o OoORFr o O (ko o

Toplam 15 11 6 1 0

w
w

Katilimeilardan Ozge’nin siireg icinde direkt alintilarinin verildigi ve degerlendirildigi
baz1 6rnekler asagida verilmektedir.

3.1. . Asama
3.1.1. 1.Durum

Ozge, ilk durum igin karsilikli kenarlarin paralel olacag: yorumunu yapmis ancak bundan
emin olmamustir. Izomorfik sekilde gorsellestirdigi somut imaji Sekil 1°deki gibidir. Objeler
olarak ele aldigi dortgenin kenar orta noktalarmi iligskilendirmis, olusan dortgenin karsilikli
kenarlarinin Oncelikle esit olmadigimi diistinmiis ancak daha sonra koésegenleri obje olarak
aldiginda bu objeleri iligkilendirerek geri baglanti kurmustur. ‘Su kosegeni diisiinsek... Bu bunu
ikiye bolmiis, bu bunu ikiye bélmiis. O zaman Thales 'ten bunlar da paralel olur. O zaman bu da
zaten paralel oluyor. Bu a ise burasi 2a. Burasi 2a ise burast orta nokta oldugu igin a oluyor. O
zaman bunlar birbirine esit ve paralel. Ayni sey sunlar igin de gecerli. Su karsilikli kenarlar
diisiinecek olursak kosegeni ¢izeriz. Yine Thales’ten burasi b ise burasi 2b. Surast da 2b.
Sonucgta karsilikli kenarlart esit ve paraleldir.” diyerek Thales Teoremi ile buradaki durumu
iliskilendirmistir. Zihnindeki formiil imajina gore kenar ve kdsegen objeleri arasindaki oranlari
diistinerek karsilikli kenarlarin hem paralel ve hem de esit olacagi yorumunu yapmustir.
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Sekil 1. Ozge’nin 1. Durum Temsili

3.1.2. 2.Durum

Ozge, olusturdugu ilk izomorfik gorsellestirmesine gore ‘Ben bunu biraz daha biiyiik
yapsam... Boyle hi¢chir sey anlayamam. Soyle bir sey ¢izelim...” diyerek yeniden gorsellestirmis
ve somut imaj1 olarak ifade ettigi sekil {izerinde diistinmeye baslamistir (Sekil 2). Olusturdugu
altigenin karsilikli kenarlariin paralel olacagim ifade etmis ve bunun agiklarken ‘burada bir
seyi kullanmamiz gerekiyor ama...” diyerek ilk durumda diisiindiigli dortgene geri baglanti
yapmistir. Diislindiigii altigenle bu dortgen arasinda ‘Hani buradaki gibi paralellikleri
kullanabilir miyim? Yine Thales’i kullanarak...’ diyerek ayni iliskiyi aragtirmaya ¢alismis ve ‘Su
uzunlukla su uzunluk arasinda baglanti kurabilir miyim diye diistiniiyorum.’ demistir. ‘Yine
buradaki gibi Thales’in yardimci olacagin diistintiyorum. Yani buradaki gibi sunlarin paralel
olacagint diigiiniiyorum...” diyerek ilk dortgenle ayni ¢6ziim veya sonucu arastirmaya
calismustir. Agirlik merkezi kavramimi diistindiigiinde zihnindeki formiil imajinin sonucu olarak
‘1 e 3 oraminda. Yani... soyle su kestigi parcamn bir birimi tiim ii¢genin kenari. Su da b ye 3b
orani. Yani... bir oran var Thales’i kullanarak... Mesela burasi k ise burast 3k dir. O zaman
paraleldir.’ diyerek buradan 1/3 oranini elde etmistir. Daha sonra olusacak altigenin karsilikli
kenarlarinin paralel ve esit olacagi yorumunu yapmistir.

Sekil 2. Ozge 'nin 2. Durum Temsili

3.1.3. 3.Durum

Ozge, {iglincii durumda dnce zihnindeki somut imaji olan sekizgeni kagitta gorsellestirme
sirasinda  zorlanmis ve bu durumu ‘Sekizgeni nasil c¢izecegim... Anladim ama sekli
olusturamiyorum.,, Sekli ¢izemeyince onun iizerinde yorum da yapamiyorum.’ diye ifade
etmistir. Diisiindiigli sekizgeni birkag kez ¢izmeye ¢alismistir. Ancak zorlaninca havada gizerek
diistinmeye baglamis ve 4 tane kiseden 1 tane dortgen olusur. 1,2,3,4,5,6." diyerek
parmaklariyla kinestetik imajini1 ortaya koyarak sekizgeni ve koselerde olusacak dortgenleri
sayarak ¢izmeye ¢aligmustir (Sekil 3). Bunu yaparken yine sayisindan emin olamamis ve tekrar
kagit lizerinde disiinerek ‘Su bir dortgen... dortgenlerden yola ¢ikarak bir seyler yaparsak...
Sekli tam ¢izemedim ama, bu sekil iizerinde konusalim mi?’ demis ve izomorfik goérsellestirme
yapmustir (Sekil 4). Elde ettigi sekizgenin karsilikli kenarlarini diislintirken ikinci durumda
diisiindiigii altigene geri baglant1 yaparak ayni iliskiyi arastirmaya calismistir. ‘Yani yapmak
istedigim aym su altigen de oldugu gibi. Bir yerde ticgen bulup, kenarlarin oranlarini bulmak
gerek. Oranlart kullanarak paralelligi gérmeye calisiyorum.’ demis ve ‘altigende yaptigimizda
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paralel ¢iktigina gore sekizgende de yaparsak bence paralel diye diisiiniiyorum. Yani 6 dan 8 e
gegersek, paralel ¢ikacagim diistiniiyorum’ diye eklemistir. Benzer sekilde karsilikli kenarlari
esitligini diistinme siirecinde ise yine altigende diisiindiigii oranlar1 ele alip zihnindeki formiil
imaj1 ile bu oranlara benzer oranlar elde etmeye calismistir. Boylece Onceki durumla ayni
¢Oziimil ve sonucu belirlemeye calisarak arastirma yapmistir. Bunun sonucunda ise ‘Karsilikli
kenarlarin uzunluklari da birbirine esit ¢ikacaktir. Ciinkii altigende yaptigimizda egsit ¢ikti.
Altigende gordiigiim icin boyle diisiiniiyorum. Altigende oldugu icin sekizgende de olacagini
hissedebiliyorum dersek daha iyi olur.” demistir. Disiincelerinden ¢ok da emin olamamis ve
‘Sezinleyebiliyorum ama mantiksal olarak géstermek gerekiyor.” diye eklemistir.

Sekil 4. Ozge 'nin 3. Durum Temsili

3.2. ll.Asama

3.2.1. 4.Durum

Ozge, benzer durumlarin ongen ve onikigen i¢in de gegerli olup olmadigi diisiincesini
‘Eger sekizgen i¢gin sezgi yoluyla hissedebiliyorsam ongen i¢in de diisiinebilirim.’ seklinde ifade
etmis ve buradaki durumlarin orijinalinden daha genis bir alanda uygulanmasi siirecine baglh
olarak uygulanabilirlik alanin1 genisletmistir. Bunu, ‘Ongen i¢in diisiindiigiimde, sadece sekizgen
icin degil, ondan dnce altigen igin gegerli idi, dértgen icin de yaptik. Karsilikli kenarlar paralel
ve esit ¢ikti. Bunu sekizgene genellestirebilirsek, sekizgen icinde aymi seyleri séyleyebiliriz.’
seklinde belirtmistir. Ayrica ‘Hep c¢ift seylerden bahsediyoruz burada, 4, 6..." diyerek alinan
cokgenin c¢ift sayida kenara sahip olmasi gerektigini diisinmiiy ve yeni durumlar1 ortaya
cikarmak adina elde ettigi diisiinceyi tekrarlayip devam ettirerek onikigen i¢inde gecerliligini
ifade ederek genisletme yapmustir. ‘Ongen icin... Simdi altigen igin iiggenler olusturduk,
sekizgen icin dortgenler olusturduk, ongen icin de acaba besgenler mi olusturacagiz? Bence
ongen icinde besgen olusturacagiz.” demis ve genisletme yaparken onceki durumlarla ilgili
diisiincelerine paralel olarak oOriinti imajim1 kullanarak aralarindaki iliskiyi elde etmeye
caligsmistir (Sekil 5).

ot

Sekil 5. Ozge 'nin 4. Durum Temsili
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3.3. lll.Asama

Ozge, dnceki durumda tanimladig oriintii iizerindeki yorumlamasina gore, ‘Karsilikli
kenarlart paralel olan ve ¢ift sayida kenarli olan geometrik seklimizde i¢inde olusturulan,
mesela altigense iicgen, sekizgense dortgen, yani yarisimi aldik, kenar sayisinin yarist kadar
olusturulan geometrik sekillerin agirlik merkezlerini hesaba katarak ilk basta alinan seklin
icinde olugsturulan geometrik seklin karsilikli kenarlar: birbirine paralel olur ve ayrica diger ilk
basta alinan sekilden farkli olarak ta esit olur.” ifadesini kullanmis ve ‘Dértgen igin, altigen icin
sekizgen icin soyledik. Sonucta genele dogru gidince 2n i¢in de ben soyleyebilirim. 2n sayida
kenart olan geometrik seklimizde, koselerini hesaba katarak olusturulan n kenarli geometrik
sekilde agirlik merkezlerini hesaba katarak olusturulan 2n kenarli geometrik seklin karsilikl
kenarlart birbirine esit ve paralel olacaktir.” diyerek diigiindiigi genellemenin kuralini elde
etmis ve boylece genel bir prensibe ulasmustir. Ozge bunu sdylerken kinestetik imaj1 olarak elini
havada ¢okgenin kenarlarini ¢iziyormus gibi hareket ettirmistir (Sekil 6). Daha sonra sezgisel
olarak elde ettigi genellemeyi tanimlamistir.

Sekil 6. Ozge 'nin 3.Asama Goriintiisii

4. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, matematiksel genelleme siirecinde gorsellestirmenin yeri ve Onemi
arastirllmistir. Genelleme siirecine bir biitiin olarak bakildiginda izomorfik gorsellestirmenin
kullanildig1 ve bunu ise bu siirecinin ilk seviyeleri olan iliskilendirme ve arastirma sirasinda
yapildigir goriilmistiir. Genelleme adimlarinin ikinci seviyesi olan genisletme siirecinde yerel
genellestirme yaparken katilimcilardan birisi gerek duymadigindan, digeri ise bu tiir tecriibelere
sahip olmadigindan gorsellestirme kullanmamuglardir. Sozii edilen ikinci katilimer ise
diisiincelerini cebirsel islemlerle de desteklememis ve bu durum diislincelerinden emin
olamamasina sebep olmustur. Genellestirme adimlarinin ii¢iincii seviyesinde olan refleksiyon
genellemelerinde ise katilimcilarin global genellestirmeler yaparken gorsellestirme kullanmaya
gerek duymadiklart ortaya ¢ikmistir. Sonugta yapilan gorsellestirmelerin, katilimcilarin
cogunlukla siireci tamamlamalarinda 6nemli bir yere sahip oldugu goriilmiistiir.

Siire¢ i¢inde katilimcilardan bazilar1 oncelikle sezgisel (informal) olarak diigiincelerini
aciklamiglar ancak, daha sonra gorsellestirerek bu diisiincelerinin yanlis oldugunun farkina
varmiglardir. Bu durum Vinner’m (1997) bazi durumlarda sezgisel sekildeki diisiinmelerin bizi
sadece yanlis sekilde yonlendirecegi fikrini vurgulamakta, yanlis olan diisiincelerini gorsel
sekilde tamamlamalar1 ise siire¢ iginde gorsellestirmenin dnemini gostermektedir. Genelleme
siirecine biitliin olarak bakildiginda katilimcilarin ¢ogu gorsellestirme kullandiklar1 adimlarda
genellikle ¢oziime gorsel olarak baglamislar daha sonra iligkiler igcinde cebirsel iglemlerle devam
etmislerdir. Bazen kullandiklar1 gorsellestirmeyi cebirsel olarak dogrulanmadan siirece devam
etmisler. Bu durum ise Arcavi’nin (2003) her zaman giivenilir olmayan gorsel tekniklerin,
analitik tekniklerden biligsel olarak daha destekleyici oldugu fikri ile paralel sekilde
diistiniilebilir.

Katilimcilar en ¢ok somut imajlarina yer vermisler ve bunlar ¢ogunlukla kavramlarin
zihinlerde olusturdugu resimleri anlatan goriintiller seklinde olmustur. Bu zihinsel resimler
katilimcilarin kimi zaman iki ya da daha fazla mevcut obje arasindaki benzerliklerin bir
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cagrisimini yaparken siireg i¢inde objelerin iliskilendirilmesinde, kimi zaman iki veya daha fazla
obje arasindaki sabit iligkiyi belirlemek i¢in ayni iligkiyi arastirma siireci i¢inde ortaya ¢ikmistir.
Somut imajlar katilimcilarin gorsellestirmelerinde dnemli bir paya sahip oldugundan, kavramla
ilgili net bir somut imaja sahip olanlar gorsellestirme konusunda daha basarili olmuslardir. Net
bir somut imaja sahip olmayan katilimcilar ise diisiincelerinden emin olamamislardir.
Katilimcilardan yanlis somut imaja sahip olan kisi olmamuistir.

Katilimcilarin ¢ogunlukla ortaya koyduklar1 ikinci imaj ise zihinlerinde canlandirdiklari
formill imajlar1 olmugtur. Bu durum, yapilan eylemlerin sonucunun her zaman gegerli olup
olmadigimi belirlemek i¢in ayni ¢oziimiin veya sonucun aragtirilmasi sirasinda ortaya ¢ikmistir.
Bu imaj iki ya da daha fazla durum arasinda ¢agrisimi kurmak i¢in durum ile iliskilendirme
siirecinde de ortaya ¢ikmustir. Katilimcilar siire¢ icinde diisiincelerinin devamini saglamak adina
ayn1 ya da benzer oranlar elde etmeye c¢alismislar ve formiil imajin1 net sekilde ifade edemeyen
katilimcilar diisiincelerinden emin olamamuslardir.

Ben-Chaim, Lapan & Houang (1989) indiiktif, dediiktif ve orantili muhakemenin
gelisiminde gorsellestirmenin roliinii vurgulamig ve belirli durumlardaki gozlemlerin bir
oriintiisiinden yapilan genellemeyle olusturulan bir siiregte indiiktif muhakemenin temel bilesen
oldugundan bahsetmislerdir. Yapilan arastirmada siirece biitlin olarak bakildiginda genellemenin
gelisiminde adaylarin farkli gorsel imajlara sahip olmalarinin, gorsellestirmeleri daha fazla
kullanmalarina neden oldugu sonucu elde edilmistir. Boylece sezgisel anlamda sahip olduklari
diisiincelerini gorsel imajlar1 ile biitiinlestirerek bunlar1 gorsellestirmisler ve ileriki adimlardaki
diistincelerinin muhakemesinde kullanmiglardir. Burada ortaya ¢ikan bu durum Ben-Chaim ve
ark.’nin diigiincelerine paralel sekilde gerceklesmistir.

Matematik egitiminde genelleme siireglerinin diizgiin yapilanmasi, bunun i¢in de
kavramlar ve aralarindaki iliskilerin bilingli sekilde yerlestirilmesi gerekmektedir. Arastirmanin
sonucu bunun gerceklesmesinde gorsellestirmenin 6nemli bir roliiniin oldugu seklindedir.
Dolayisiyla, matematik derslerinde Ogrencilerin gorsellestirme yetilerinin  gelistirilmesine
yonelik etkinliklere ve gorsel diisiinmelerine firsat verilmesi yerinde olacaktir. Ogrenciler
kavramlarla ilgili resimsel betimlemeleri kullanmasi konusunda tesvik edilirse, genellenen
kavramlarla ilgili gérsel imaja sahip olup olmadiklari, eger sahiplerse bu imajin dogrulugu veya
yanlislig1 daha iyi anlasilabilir ve bdylece kavramin dogru yapilanmasi saglanabilir. Genellenen
kavrama dair net bir imaja sahip olunmayan veya yanlis imaja sahip olunan durumlarda da
uygun gorseller kullanilarak siire¢ desteklenebilir.

Ogretmenlerin kavramlarla ilgili gorselleri kullanirken veya temsilleri olustururken
duyarli olmalari, Ogrencileri alakasiz detaylarla baglayip, yanlis imaj olusumuna neden
olmamalart igin bir imajin veya bir diyagramin birebir somut sekilde verilmemesine dikkat
etmeleri yerinde olacaktir. Bu durum, standart bicimde verilecek sekil veya diyagramin iginde
farkina varilmasi istenen kavramin algilanmasini engelleyen, esnek olmayan diisiinceleri
beraberinde getirebileceginden, kavramlarin gorsellestirmelerle desteklenmesi siirecinde dikkatli
olunmasi gerekebilir.

Ogrencilerin karsilastiklart énemli zorluklarin, genelleme siirecinin iliskilendirme ve
aragtirma asamasinda ortaya ¢iktig1 dikkate alindiginda, kullanilacak uygun gorsellestirmelerin
kullaniminin 6zellikle siire¢lerdeki bu bosluklar: tamamlamada faydali olacagi diisiiniilmektedir.
Ayrica gorsel imajlar olarak ¢ogunlukla somut imajlara bagvuruldugu sonucu ele alindiginda,
secilecek gorsellerin bu imajlar1 desteklemesi, siirecin gelisiminde olumlu etkilere neden
olabilecektir.
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Extended Abstract

Mathematical thinking involves identifying mathematical concepts and establishing a relationship
between them. Generalizations are important processes in building these relationships during
mathematical thinking. Also, the valid mental image which represents this relationship has a key position.
So, we thought to study about visualizations which can be seen as a different aspect to construct these
images significantly.

In this study we aimed to search the visualization and its importance in mathematical generalization
process. To do this, we first formulated instructions that are appropriate for generalizing and then
determined the visualizations used by the participants, how they established these, what kind of visual
images they had. The study employed case study technique which was a quantitative research method.
Classroom observations and semi-structured interviews were data collection methods. The study was
performed in two steps consisting of a pilot and main research. The pilot study was carried out with 13
participants selected from 24 undergraduate students during the Fall term in 2008-2009. The main research
was conducted with 5 participants selected at the end of the pilot study. The collected data were coded and
content analysis was performed to identify and search out the hidden reality by clustering the similar data
around the certain concepts and themes.

In this study, the participants applied to the visualizations in their first three stages of
generalizations. They needn’t to visualize in the other stages. When we take their generalization levels into
considerations, visualizations were occurred in relating and searching processes in level-1. The
participants visualized isomorphically and used these visualizations as procedural activities in first level of
generalizing actions. This situation set forth the importance of visualization on setting out the
generalization and building a one to one relation. There were 15 isomorphic visualizations. 5 of them were
in process of relating objects and 10 of them were in process of searching for the same relationship. They
had concrete, pattern, Kinesthetic and memory imagery of formulae as visual images in different places
and there is no stage without any visual images. There were 33 visual images. %46 of them were concrete,
%33 of them were memory imagery of formulae, %18 of them were kinesthetic, %3 of them were pattern
imagery. They set forth %34 of them during searching for the same relationship, %30 of them during
searching for the same solution or the result, %15 of them during relating objects, %15 of them during
relating situations, %3 of them were during extending with continuing and %3 of them were during
definition processes.

The event of having mostly concrete imagery and visualizing their intuitive ideas by integrating
visual images had an important role on reasoning of advancing ideas. Concrete images generally emerged
as scenes that represent pictures related to concepts in the minds of the participants. They emerged them
mostly during searching the same relationship and during relating objects. And visualizations provided
them to continue this process surely when their concrete images about the concept and the relations
between these concepts were blurred. Also these visualizations provided them some improvements during
the searching for the same solutions and their extending processes in generalization.

The formulae images, which the participants visualized in their mind, emerged primarily during
searching the same solution and result and during relating situations. Given that most of the participants
felt the necessity to support their ideas algebraically even if they used visualization within the process, this
situation stimulated uncertainty in expressing opinions for the participants who were lacking in formulae
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images. By contrast, the participants who had a clear formulae image carried on with the process more
confidently.

In mathematical education, it is necessary to construct the generalization process properly. To do
this, concepts and their relations between them must be constructed consciously. When we take care the
results for the importance of the visualization, it will be appropriate to admit of the activities for the
improvement of their abilities about visualization and visual thinking and also to encourage them for their
representations about the concepts.

When it is taken into consideration as a result that important difficulty which the students encounter
emerge during relating and searching in generalization process, it has been thought that the usage of
appropriate visualizations will be especially beneficial to fill this gap in the process. Moreover, when we
consider the conclusion of concrete are the most commonly used images among all visual images, visuals’
support of these images will be able to lead to positive effects to the development of the generalization
process.
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