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Bu ¢aligmada, paraboloid tipi bir dalga cephesi boyunca uzanan basamak tipi bir baslangi¢ kosulu i¢in (n+1)
boyutlu Benjamin- Ono denkleminin dispersif sok dalga ¢6ziimleri incelenmistir. Bu amagla, (n+1) boyutlu
Benjamin- Ono denklemi uygun bir ¢6ziim formu kullanilarak, (1+1) boyutlu degisken katsayili Benjamin- Ono
(nBO) tipi bir denkleme indirgenmistir. nBO denkleminin dispersif sok dalgasi ¢oztimiinii betimleyen Whitham
modiilasyon denklemleri uygun Riemann tipi degiskenler cinsinden tiiretilmistir. Tiiretilen bu modiilasyon
denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinden elde edilen dispersif sok dalgasi ¢oziimleriyle, nBO denkleminin
dogrudan sayisal ¢oziimleri n=4 boyutu i¢in karsilastirilmis ve aralarinda iyi bir uyumun oldugu goriilmiistiir.
(n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin paraboloid tipi bir dalga cephesi boyunca yayilan dispersif sok
dalgas1 ¢oOziimiiniin, indirgenmis (1+1) boyutlu nBO denkleminin dispersif sok dalgast ¢oziimiiyle
betimlenebilecegi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Dispersif sok dalgalari, Whitham modiilasyon teorisi, Benjamin- Ono denklemi

WHITHAM MODULATION THEORY FOR (N+1) DIMENSIONAL
BENJAMIN- ONO EQUATION WITH A SPECIAL INITIAL
CONDITION

ABSTRACT

Dispersive shock waves (DSWSs) in (n+1) dimensional Benjamin—Ono equation (nDBO) is considered using
step like initial data along a paraboloid front. Employing a similarity reduction exactly reduces the study of such
DSWs in (n + 1) dimensions to finding DSW solutions of (1 + 1) dimensional equations. With this ansatz, the
nDBO equation can be exactly reduced to a Benjamin—Ono (nBO) type equation. Whitham modulation equations
which describe DSW evolution in the nBO equation are derived and Riemann type variables are introduced.
DSWs obtained from the numerical solutions of the corresponding Whitham systems and direct numerical
simulations of the nBO equation are compared with very good agreement obtained. It is concluded that the (n+1)
DSW behavior along self similar parabolic fronts can be effectively described by the DSW solutions of the
reduced (1 + 1) dimensional equations.
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1. GIRIS

Sok dalgas1 ortamda meydana gelen ani bir degisimi ifade eder ve genellikle bu dalga tipi yerel dalga hizindan
daha hizli hareket eder. Eger yayilma ortamindaki dispersiyon ve disipasyon etkisi ihmal edilirse, baslangicta
iletilen dalga sinyali kritik bir zaman degerinde kirilmaya ugrar. Fakat fiziksel olarak genellikle bu etkiler ihmal
edilemediginden, cogu model zayif dispersiyon ve zayif disipasyon etkisi icerir. Eger disipasyon dispersiyona
gore daha baskinsa viskoz sok dalgast (VSD) olusur. VSD genellikle akiskanlarda ve sikisabilir gazlarda goriiliir.
Diger taraftan, dispersiyon etkisi daha baskinsa dispersif sok dalgast (DSD) olusur. DSD, zayif dispersiyon ve
zayif nonlineerligin hakim oldugu sistemlerde meydana gelen fiziksel olarak 6nemli bir olaydir ve atmosfer
olaylari, su dalgalari, soguk plazmalar, siiper akiskanlar ve optik gibi alanlarda yapilan birgok gdzlemin ve
deneyin konusu olmuslardir.

DSD, nonlineer ortamda kendiliginden gelisen, duragan olmayan dalga trenleridir. Ortamin nonlineerligi, dalga
cephesinin diklesmesine ve dolayisi ile ‘gradient catastrophe’ diye adlandirilan olayim ortaya ¢ikmasina sebep
olur [1]. Eger VSD’nin olustugu bir yayilma ortami varsa, dalga diklesmesinin olustugu andan itibaren, dalga
yayilimi, dalganin formu aym kalacak sekilde (zayif ¢6ziim veya sok dalgasi ¢dzlimii), devam edecektir. Fakat
DSD’nin olugtugu bir yayilma ortamu varsa, dalga diklesmesinin olustugu andan itibaren, dispersiyonun etkisiyle
yiiksek titresimli bir dalga treni formundaki dalga, yayilimina devam eder. Bu yiiksek titresimli DSD’s1
¢Oziimiinii ingasinda ilk olarak Whitham tarafindan Korteweg-de-Vries (KdV) denkleminde tanimlanan Riemann
probleminin ¢6ziimii i¢in ortaya konan Whitham modiilasyon teorisi kullanilir [2].

Bu teori, DSD’sinin yayiliminin, tabiatina uygun sekilde, zamana ve maddesel konuma gore yavasg ve hizli
olarak adlandirilan farkli 6l¢eklerde degisim gosteren fiziksel biiyiikliiklerle tanimlandigini kabul eder. Dalga
treninin yayilimi hizli dlgekte gergeklesirken; dalga sayisi, faz hiz1 ve genlik gibi fiziksel biiyiikliiklerdeki
degisim DSD’larinda yavas dlgekte gerceklesir. Whitham modiilasyon denklemleri ad1 verilen denklemler ise, bu
fiziksel biiyiikliiklerin yavas degisimini karakterize etmek igin tiiretilmektedir. Whitham modiilasyon
denklemlerinin ¢oziimleri sayesinde DSD’larina ait yayilma zarfi, yayilma hizi ve belirli bir andaki maksimum-
minimum genlik biiyiikliikleri gibi bilgiler elde edilir.

Gerekli matematiksel araglarin yetersizliginden dolayr Whitham modiilasyon teorisi son déneme kadar sadece
(1+1) boyutlu, (1 maddesel boyut + zaman boyutu) nonlineer kismi diferansiyel denklem modeller i¢in ortaya
konmustur. Farkli ortamlarda yayilan dispersif dalgalarin yayilmasini modelleyen (1+1) boyutlu; Korteweg-de-
Vries (KdV) [3], modifiye KdV [4], Nonlineer Schrédinger (NLS) [5], Benjamin- Ono (BO) [6], Gardner [7],
vb. denklemleri i¢in DSD’sinin yayiliminin incelendigi calismalar yapilmistir. Birden daha fazla maddesel
boyuta sahip modeller i¢in DSD’larinin yayiliminin incelenmesi ve Whitham Teorisinin uygulanmasi ise yeni
geligim gosteren bir problem sinifidir. [8] ¢aligmasinda parabolik bir cephe boyunca tanimlanan baglangic kosulu
altinda Kadomstev- Petviashvili (KP) ve Iki Boyutlu Benjamin- Ono (2DBO) denklemleri igin DSD’s1 yayilimi
problemi incelenmistir. Daha sonra genel bir baslangi¢ kosulu altinda bu iki denklem ig¢in Whitham Modiilasyon
Teorisi genellestirilmistir [9-10]. Ayrica, [8]’deki yontem kullanilarak, iki boyutlu NLS denkleminin
indirgenmis hali olan radyal Schrédinger denklemi i¢in de DSD’s1 ¢6ziimleri insa edilmistir [11]. Bu ¢alismalara
ek olarak, Bose- Einstein yogusmasinda ortaya ¢ikan, yiiksek boyutlu diferansiyel denklem modelleriyle
tanimlanan DSD’s1 yayilimmi inceleyen [12] caligmasi verilebilir.

Bu calismada ise, daha yiiksek boyutlu denklemlerde DSD’st yayiliminin incelenmesi probleminin ilk
orneklerinden biri olarak kabul edilecek, 6zel bir baslangi¢ kosulu altinda (n+1) boyutlu Benjamin- Ono
denkleminde DSD’s1 ¢oziimlerinin elde edilmesi problemi ele alinacaktir. Buradaki 6zel baglangi¢ kosulu, bir
paraboloid cephe boyunca tanimli birim basamak fonksiyonudur. ik olarak, (n+1) boyutlu Benjamin- Ono
denklemine bir benzerlik doniisiimii uygulayarak, denklem (1+1) boyutlu degisken katsayili Benjamin- Ono
(nBO) denklemine indirgenecektir. Uygulanan déniisim sayesinde problem; baslangi¢c kosulu olarak birim
basamak fonksiyonu i¢in nBO denkleminde DSD’s1 yayilimi problemine doniismektedir. Dontisiim yardimiyla
elde edilen (1+1) boyutlu nBO denkleminde tamimli bu baslangi¢ deger problemine, Whitham modiilasyon
teorisi uygulanarak, DSD’s1 yayilimini ifade etmek icin gerekli olan Whitham modiilasyon denklemleri
tiiretilecektir. Bu modiilasyon denklemleri, kuazilineer bir kismi tiirevli denklem sistemi olustururlar. Bu sistem
oncelikle uygun Riemann tipi degiskenler kullanilarak, daha basit bir forma doniistiiriilecektir. Elde edilen
Riemann tipi degiskenler cinsinden elde edilen basit formdaki sistem analitik olarak ¢éziillemedigi igin, baslangi¢
kosulu olan birim basamak fonksiyonu saglayan Riemann tipi degiskenlerin baslangi¢ kosullar: altinda, uygun
sayisal yontemler kullanilarak ¢oziilecektir. Bu sistemin sayisal ¢dziimleri kullanilarak nBO denkleminin DSD’s1
coztimleri elde edilip, birim basamak fonksiyonu seklindeki baslangi¢ kosulu altinda nBO denkleminin sayisal
¢oziimleri ile karsilagtirilacaktir. Bu ¢oziimler karsilastirildiginda, aralarinda iyi bir uyumun oldugu goriilecek
olup, Whitham modiilasyon teorisinin ilgili DSD’s1 yayilimimin anlagilmasinda basarili oldugu goriilecektir.
Ayrica, nBO denkleminin DSD’sinin ¢6ziimlerinin, indirgeme islemi sirasinda dalga cephesinin zamanla
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degisimini ifade eden ilgili denklemin sabit bir zaman degerindeki ¢éziimiinden elde edilen bir deger kadar
Otelenmesi ile (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin DSD’s1 ¢6ziimleri elde edilebilmektedir. Bu Gteleme
islemi sayesinde; (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin, baglangi¢ verisindeki paraboloidin segilen sabit bir
daire kesiti boyunca yayilan DSD’s1 ¢6ziimiiniin insas1 herhangi bir zaman degeri 1 i¢in yapilabilmektedir.

Calisma asagidaki sekilde diizenlenmistir. Ikinci béliimde, bir paraboloid dalga cephesi boyunca (n+1) boyutlu
Benjamin- Ono denkleminin nBO denklemine indirgenmesi detayli olarak anlatilmaktadir. Ugiincii béliimde,
indirgenen nBO denkleminde bir pertiirbasyon yontemi kullanarak, nBO denklemi i¢in Whitham teorisinin
ongordiigii Whitham modiilasyon denklemleri elde edilmistir. Bu modiilasyon denklemleri, uygun Riemann tipi
degiskenler kullanilarak, daha basit bir forma indirgenmislerdir. Dordiincii boliimde, basit forma indirgenmis
modiilasyon denklemlerinin gerekli baslangi¢c kosulu altindaki sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen bu
sayisal ¢oziimler kullamlarak nBO denkleminin DSD’s1 ¢dziimleri insa edilmistir. insa edilen bu DSD’s1
coziimleri, nBO denkleminin dogrudan sayisal ¢ozliimleri ile karilastirilarak, iki ¢éziimiin uyustuklar:
gosterilmistir. Ayrica, Whitham teorisi ile elde edilen ¢oziimden yararlanarak, nBO denkleminin DSD’s1
cOziimiine ait bazi fiziksel sonuglara yer verilmistir. Buna ek olarak, nBO denkleminin DSD’s1 ¢odziimleri
kullanilarak (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin bir paraboloid dalga cephesi boyunca yayilan DSD’s1
¢Oziimiinlin insa edildigi gosterilmstir. Son bolim de ise, ¢alismada elde edilen sonuglarin 6zetlenmesi ve bu
calisma ile iligkili olarak gelecekte yapilabilecek arastirmalara dair tartismalar yapilmistir.

2. (N+1) BOYUTLU BENJAMIN- ONO DENKLEMININ INDIRGENMESI

Bu ¢alismada , [8]’de ortaya konan yontem genellestirilerek (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminde

n-1

62
= 9y
dispersif sok dalgasinin yayilimi problemi ele alinacaktir. Burada, U= U(X, Y;,t), i= 1,...,n- 1 seklinde bir

(ue + uu, + sH(uxx))x +AAu=0 A:= x€R (D

fonksiyon; A= + 1lsabit, |€] « 1 zayif dispersiyon etkisini belirleyen diger bir sabit; Hu(x) ise

Hu(x) = %P.V. f T @)

x'—x
Hilbert Doniisiimii olarak tanimlanirlar. (1) denkleminde goriinen alt indisler ilgili degiskenlere goére kismi
tirevleri temsil ederken; (1) denklemi ¢ok derin sularda yayilan nonlineer uzun igsel dalgalarin yayilimini
modelleyen iki boyutlu Benjamin- Ono denkleminin genellestirilmis halidir [13].
Ayrica, bu ¢alismada (1) denkleminin, Riemann tipi baslangi¢c kosulunun n boyutlu haline genisletilmis 6zel
bir hali olan agagidaki baslangi¢ kosulu i¢in ¢6ziimii inga edilecektir:

1, < 0;
u(n,0) = { z o 3)

Burada, 7= x+ %P(yi,O).

(1) denkleminin, (3) tipi baslangic kosulu altinda ortaya ¢ikan DSD’s1 ¢oziimleri; 6zel olarak secilen
paraboloid tipi baslangic dalga cephesi
P(y,,0)= c(y>+ y?+ ...+ y>,), creel bir sabit,
(4)
boyunca, (1) denkleminin bir indirgemesi kullanilarak elde edilecektir. Bu indirgemenin yapilabilmesi igin (1)
denkleminin

u= f(x+ P(y,,t)/21) ®)
¢6ziim formuna sahip oldugunu kabul edelim. (5) ¢dziim formu, (1) denkleminde kullanilirsa,
n-1 n-1
1 1 2 1
(Pt fet 15y € ) +2 (;fm, PCHRET P) =0 ©)
i=1 i=1

denklemi elde edilir. Burada, 77 = x+ P(y,,t) olarak tanimlanir. Ayrica, (1) denklemi i¢in sonsuzda
n—->—o icin u—>R({t) ve n->o igcin u-0
sinir kosullarmin saglandigi kabul edilsin. Buradaki, R(t) fonksiyonu daha sonra belirlenecektir.
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Bu sinir kosullar1 altinda, F’yiyi fonksiyonlarmm Y; degiskenlerinden bagimsiz oldugu kabul edilirse, (6)

denklemindeki f,7 teriminin katsayis1 sadece tdegiskenine bagli olur. Ek olarak, (6) denklemindeki frm

terimlerinin katsay1 toplamlariin sifir oldugu kabul edilirse, P ve f fonksiyonlar1 asagidaki denklem sistemini

saglarlar:
ST
Ptz ) (B =0 7
i=1
n—1
fo+ ffy+eH(f) +%f2pym —0. (7b)
i=1

(7a) denklemi dalga cephesinin zamanda evrimini karakterize ederken, (7b) denklemi DSD’s1 yayilimmnin 7

ekseni dogrultusundaki yayilimini karakterize etmektedir. (7a) denkleminin (4) baslangi¢ kosulu altindaki
¢Oziimii karakteristikler metodu kullanilarak

I R R
P(y. 1) =
S 1+ 2cAt
(8)

seklinde bulunur ve F’yi " fonksiyonlarmnmn Y; degiskenlerinden bagimsiz olmas: kabuliine de dogrulamaktadir.

Daha sonra (8) ¢oziimii de (7b) denkleminde kullanilirsa, Benjamin-Ono tipi asagidaki denklem elde edilir:
Ac(n- 1)

fo+ ff + eH(f )+ ———=f=0,
e )

(9)

Ozet olarak, (5) ¢oziim formu kullamilarak, (n+1) boyutlu (1) denklemi, (4) ile verilmis paraboloid tipi
baslangi¢ dalga cephesi icin (1+1) boyutlu degisken katsayili bir kismi tiirevli denkleme (KTD) (9)
indirgenmistir. Benzer bir indirgeme KTD’ler i¢in benzerlik doniisiimleri kullanilarak da elde edilebilir [14].

N= 2 igin (9) denklemi [8]’de elde edilen silindirik Benjamin-Ono (sBO) denkleminin aynisidir.

(nBO).

Ac(n-1) . .
o = ———— olarak tammlamrsa, ——— terimi,
(n- DAc 1+ 24ct
2
o+t
n-1
halini alir. Bu caligmada sadece A = 1durumu icin analiz yapilacak olup, A= - ldurumu icin sonuglar

¢ = —c doniligiimii yapilarak da elde edilebilir. (9) denklemi ile iligkilendirilecek sinir kosullarint elde etmek
icin, (9) denklemindeki 77 degiskenine bagli terimleri ihmal edip, geriye kalan adi diferansiyel denklem,

Riemann tipi baslangig kosulunu (3) da saglayacak sekilde R(0)= lolarak secilen baslangi¢ kosulu icin

¢oziiliirse, R(t) fonksiyonu
n-1

2

R(t) = fo (10)

n—1t

seklinde belirlenir.
Bir sonraki kisimda (3) tipindeki baglangi¢ kosulu altinda, (9) (nBO) denkleminin DSD’s1 ¢oziimleri insa

edilecektir.
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3. nBO DENKLEMI iCIN WHITHAM MODULASYON TEORISi

Bu kisimda, nBO denkleminin dispersif sok dalgast ¢oziimleri Whitham modiilasyon teorisi kullanilarak
incelenecektir. Bu teoride nBO denklemi i¢in ii¢ tane korunum yasasi elde edilecektir. Daha sonra bu korunum
yasalart uygun Riemann tipi degiskenler kullanarak, Whitham sistemi adi verilen kuazilineer birinci mertebe
kismi tiirevli denklem sistemine doniistiriilecektir. Bu yaklasim ilk olarak Whitham tarafindan KdV denklemi
6zelinde kullanilmistir [2]. KdV gibi integrallenebilir denklemler igin tiiretilen Whitham sistemleri diagonal hale
doniistiiriiliip, tam olarak ¢oziilebilirler.

Fakat bildigimiz kadartyla nBO denkleminin integrallenebilirligi konusunda bir bilgi bulunmamaktadir. Bu
nedenle nBO denklemi i¢in Whitham sistemi tiiretilirken, ilk olarak Luke tarafindan Klein- Gordon denklemiyle
ilgili Whitham sisteminin tiiretilmesinde kullanilan ¢oklu 6lgekler yontemi kullanilacaktir [15]. Bu yontemin
kullanilmasinin baslica nedeni, orijinal Whitham Teorisinde gerekli olan, ilgili denklemlere ait korunum
yasalarmin nBO denklemi icin bilinmemesidir. indirgenen nBO denklemine ait korunum tipi denklemler
yapacagimiz asimptotik analiz olan ¢oklu Ol¢ekler metodu uygulanarak elde edilecek sekiilerlik kosullardan
tiiretilecektir. Bu amagla ilk olarak nBO denklemi i¢in elde edilecek birinci mertebe pertiirbasyon probleminin
periyodik ilerleyen dalga ¢oziimii elde edilecektir. Bu periyodik ¢6ziim yavas degisen ii¢ tane serbest parametre
icermektedir. Ayrica, bu periyodik ¢6ziim hizli degisen ve dalgalarin korunum yasasi adi verilen bir uygunluk
kosuluna tabi olan faz degiskenine de baglidir. Dalgalarin korunum yasasina ek olarak, ikinci mertebe
pertiirbasyon probleminden elde edilecek iki sekiilerlik kosuluyla birlikte periyodik ¢oziimdeki {i¢ serbest
parametre igin gerekli olan korunum tipi {i¢ adet denklem elde edilecektir.

Bu amagla, ilk olarak f = f(8,7,t;&) formunda oldugunu kabul edelim. Burada, €, hizli degisen faz

degiskeni olmak iizere, asagidaki bagmtilar yardimiyla tanimlanir:
g = KoYy 5 _ ot _ kv

n t
& & &

11)
Bu tamimda goriinen yavas degiskenler 77 ve t’ye bagh olarak degisen K,® ve V sirasiyla dalga sayisi,
frekans ve faz hzi olarak adlandirilirlar. Bu tammmin gecerli olabilmesi igin, (6’77)t = (HI)” kismu tiirev
bagmtisinin saglanmasindan elde edilen

k + (kv), =0
(12)
denklemi saglanmalidir. (12) denklemi dalgalarin korunumu olarak adlandirilir ve gerekli olan ilk modiilasyon
denklemidir.

Daha sonra, f fonksiyonu & *nun kuvvetleri cinsinden seriye agilir.
f@.nt)y= f,(0.nt)+ ef (0, 7,0)+ ... . (13)
Ardindan, ¢oklu oOlgekler metodunun olagan uygulamasi olarak, (9) denklemi hizli ve yavas degiskenler

cinsinden doniistiiriiliip, (13) seri a¢ilimi bu doniistiiriilmiis denklemde yerine konup, terimler & ’nun kuvvetleri
cinsinden gruplanirsa, birinci ve ikinci mertebe pertiirbasyon problemleri sirasiyla,

0(2):  ~wfoo+kfofao + EH(foas) = 0, (14)
ve
0(1):  Lyfi = —wfie +k(fof)e + k*H(fi06) =G (15)
seklinde elde edilirler. Burada, (15) denkleminin sag tarafindaki G terimi,
G=—[for+ fofon + H(knfo,e + Zkfo,an) + h(0)f] (16)
olarak tanimlanir. (14) denkleminin ¢6ziimii 490 bir sabit olmak {izere
f 4K a7

= + p
© AT+ Ak - Acos(6- 6,)

olarak bulunur. (19) ¢6ziimii, ayrica klasik BO denkleminin periyodik dalga ¢oziimii olarak da bilinir [16].

1
Burada, A= E(fo,max_ fO,min) dalgalarin  genligi olarak tanimlanirken, dalgalarin faz hizi
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1
V= E\/ A’ + 4k* + [ seklinde ifade edilir. (17) ¢dziimiindeki K, A, 5 ve V ,yavas degiskenler n ve t’ye

bagli fonksiyonlardir. nBO denklemi i¢in K,V ve [ ’ya bagh sekilde modiilasyon denklemleri tiiretilecektir.

(17) ¢bziimii (16) denkleminde kullanilirsa, denklemin sag tarafinda € *ya bagl bir sekiilerlik olusmaktadir. w;
(15) denkleminin homojen kisminin kendine es probleminin ¢6ziimii olmak {izere,

LﬁW: 0, Ll:c = af,- KGY,- sz(ﬂaa) (18)
denklemini saglar. Sekiiler terimi ortadan kaldirmak i¢in, (15) denkleminden elde edilen
21 2T
0 0

bagmtis1 kullanilacaktir. (18) probleminin ¢dziimleri olan W=1 ve W= fo fonksiyonlarini sirastyla (19)

bagmtisinda yerine koyup, fo ' @ ’ya gore periyodik olmasi da kullamlarak ilgili integraller hesaplanirsa,
gerekli olan diger iki modiilasyon denklemi asagidaki sekilde bulunurlar:

B+ pp,+ h(t)(2k+ p) = 0,
(20)

Vi+ VWV, + kk, + h(t)(2V- p)= 0.
(21)

(12) denklemiyle birlikte (20) ve (21) denklemleri K,V ve /f ’nin belirlenebilmesi icin gerekli olan

modiilasyon denklem sistemini (Whitham sistemi) olustururlar. Bu denklemlerde h(t) fonksiyonu 6zdes olarak

sifir alindiginda, indirgenen sistem klasik BO denkleminin Whitham sistemidir [17].
Whitham sistemini daha sade hale getirmek i¢in uygun Riemann tipi degiskenler
k=b-a V=b+a p=2
(22)
kullanilip [17], Whitham sistemi doniistiiriiliirse asagidaki kuazilineer kismu tiirevli denklem (KTD) sistemi elde
edilir:
a + 2aa, + h(t)(a+ b- ¢)= 0,

(23)

b, + 2bb, + h(t)(a+ b- c)=0,
(24)

¢ +2cc, + h(t)(b+c- a)= 0.
(25)
Buna ek olarak, (22) Riemann tipi degiskenler cinsinden (17) birinci mertebe problemin ¢6ziimii;

_ 2
= 2(b- a) + 2
(b+ a- 2c)- 2«/(a- c)(b- c)cos(@- 6,)

(26)

halini alir. Ayrica, hizli degisen faz terimi @, (11) denklemi integre edilerek bulunur:
Tk(x',t tk(n, tHV(n,t'
0(n,t) = f ST —f Wdt'. @7)
-L 0

(17) ¢bziimiinde 6, sabiti bulunmakta olup, bu sabitin degeri nBO denkleminin sayisal ¢dziimiiniin, (17)

¢oziimilyle karsilagtirilmasiyla bulunacaktir.

flgili baslangig kosullariyla birlikte (23-25) Whitham sisteminin ¢dziimii, (27) faz terimi ile birlikte, (27)
¢Oziimiiniin insasinda kullanilir. Klasik BO denkleminin Whitham sistemi diagonal formda olup, tam ¢oziimii
benzerlik degiskeni 77/t cinsinden seyreltme dalga ¢oziimii olarak elde edilir [17]. Fakat (23-25) Whitham
sistemi diagonal formda olmadig icin ve analitik olarak ¢oziilemediginden dolayi, bu sistem sayisal yontemler
kullanilarak ¢oziilecektir.
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4. SAYISAL SONUCLAR VE TARTISMA

Bu kisimda, 6zel olarak segilen boyut degeri n=4 icin, Whitham sisteminin ilgili baglangi¢ kosullar1 altinda
hesaplanan sayisal ¢oziimleriyle elde edilen asimptotik ¢oziimle, nBO denkleminin (3) baslangi¢c kosulu altinda
elde edilen sayisal ¢oziimleri karilastirilacaktir. Bu karsilagtirma ile nBO denkleminin (3)’de verilen baslangic
kosulu altinda ortaya ¢ikan DSD’sinin yapisini anlamak i¢in Whitham Teorisinin ne kadar basarili oldugu
goriilecektir.

Bu amagla ilk olarak Whitham sistemi i¢in baglangi¢ kosullari tanimlanmalidir. nBO denkleminin (3) basamak
tipi baslangi¢ kosulu altinda ¢oziimiinii aradigimiz igin, (3) kosulunu a, b ve ¢ Riemann tipi degiskenler
cinsinden inga edecek baslangi¢c kosullari belirlenmelidir. Ayn1 zamanda Whitham sistemi i¢in de baslangig
kosullar1 olacak bu fonksiyonlar basamak tipinde

0, n<0; 1
a(TI' 0) = {1/2’ n > 0, b(ﬂ' O) = E' 0(77; 0) = 0' (28)

olarak belirlenirler. Bu baglangi¢ kosullarinin grafikleri Sekil 1°de verilmistir.

03
02
0.1

0.1

Ul
Sekil 1. Riemann tipi degiskenler igin (28) baglangi¢ kosullar.

Klasik BO denklemine ait Whitham sistemi i¢in Riemann degiskenlerinin saglamasi gereken sinir kosullar
baslangi¢ kosullarinin sinirdaki degerleri olarak sabitlenmiglerdir. Fakat, orijinal problemimiz olan (n+1) boyutlu

BO denkleminin saglamasi gereken simir kosullart R(t) fonksiyonuna bagl olarak degisken oldugu igin, nBO

denklemine ait Whitham sistemi igin gecerli olan simir kosullar1 da zamana bagh olarak belirlenmelidir. Bu
kosullar, (23-25) sistemindeki denklemlerin 77 maddesel degiskenine baglilig: diisiiriilerek elde edilen zamana

baglt diferansiyel denklemlerin (28) baslangi¢ kosulu altinda sol sinir ve sag sinir u¢ i¢in ayri ayri olarak
¢oziilmesiyle elde edilirler. Bu islem yapilirsa, siir kosullart; problemin 77 tanim kiimesinin sol ve sag

uclarinda sirasiyla,

_1 _ R(®) 1
a = E[R(t)' 1, b= - e E[R(t)- 1,
(29a)
a, =b, = Rz(t), c,=0
2
(29b)

olarak bulunurlar.

(23-25) Whitham sisteminin, (28) baslangi¢ kosullar1 ve (29) sinir kosullariyla birlikte sayisal ¢éziimlerinin
bulunmasinda, Shampine [18] tarafindan birinci mertebe hiperbolik KTD’ler i¢in gelistirilmis MATLAB tabanli
bir ¢oziicii kullanilmistir. Hesaplamalar yapilirken, iki basamakli Lax- Wendrof yonteminin farkl bir tiiri
secilmistir. [19]. Sayisal ¢oziimde, 77 i¢in [-30, 30] tamim kiimesinde N = 2 nokta kullanilirken, zaman

ayriklagtirma araligi olarak da maddesel ayriklagtirma araligimin 0.9 kati alinmistir. Cozlimlerin grafikleri
t=7.5"da klasik BO ve nBO denklemleri i¢in Sekil 2°de verilmistir.
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Sekil 2. Sol panelde BO denklemi, sag panelde nBO denklemi igin t=7.5’da Whitham
sistemlerinin ¢éziimleri.

e=10 @2 , = 10 olarak alinmislardir.

BO ve nBO denklemlerinin basamak tipi baslangi¢ kosulu (3) altinda ve ilgili sinir kosullartyla birlikte sayisal
¢ozlimlerini elde etmek iginse, 6nce nBO denklemi uygun bir teknikle Fourier uzayinda donistiiriiliip, elde
edilen adi diferansiyel denklem ETDRK4 (Exponential Time Differencing Fourth Order Runge- Kutta) [20- 21]
yontemi kullanilarak ¢ozilmistiir. Yontemin uygulanmasindaki ayrintilar igin [8] g¢alismasina bakilabilir.
Yontemin uygulanmasinda yine maddesel koordinat igin [-30,30] tanim kiimesi se¢ilirken, bu koordinat igin

N = 2" adet Fourier modu alinmistir. Zaman ayriklastirma aralig olarak da 10° 4 degeri segilerek elde edilen

¢oziimlerin, Whitham sisteminin sayisal ¢éziimlerinden elde edilen (27) ¢6ziimiiniin karsilastirmalart yapilmustir.
Sonuglar t=7.5 degerinde BO ve nBO denklemleri i¢in Sekil 3’de verilmislerdir.

~——Numerik 1.5 _:::::::m
3 Asimptotik
1
$ f
1 0.5 U ‘
-2 0 2 = 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

7 n
Sekil 3. (3) baslangi¢ kosulu i¢in; sol panelde BO denklemi, sag panelde nBO denklemi igin t=7.5’da
dogrudan sayisal ve Whitham sistemleri tizerinden elde edilen asimptotik ¢oziimlerin karsilastiriimast.

=10 (3/2), t, = 10 olarak alinmislardir.

Asimptotik ¢oziimlerin elde edilirken gerekli olan 190 ’larin belirlenmesi i¢in dogrudan sayisal ¢oziimlerden
elde edilen sol taraflardaki seviye degeriyle sag taraftaki en biiylik dalga katarinin genlik degerinin ortalamasi
alinmistir. Asimptotik ¢dziimde bu ortalama degerine en yakin genlige sahip ortadaki dalga katarina goére 490

degeri belirlenmistir. BO denklemi icin ortalama deger (3.387+1)/2=2.194 iken, ortadaki dalga katarinin genligi
2.127 olmustir. nBO denklemi iginse bu degerler sirastyla 0.9492 ve 0.9389 olarak elde edilmislerdir.

Sekil 3’den goriilecegi iizere asimptotik ¢dziimlerden elde edilen dalga sayisi ve genlik sonuglart dogrudan
sayisal ¢oziimlerden elde edilen ¢oziimlerle tutarlidir. Fakat dalga katarlarinin konumlari arasinda kiigiik bir

farklilik goriilmektedir. Bunun nedeni ise 90 degerini ancak yaklasik olarak belirleyebilmemizdir. Diger bir
gozlemse, BO durumu i¢in DSD’nin en biiyiik genlige sahip dalga katarimin t=7.5’daki ortalama hizi Vavg

=0.831’dir. Bu hiz BO denkleminin 4Vavg =3.34 genlikli cebirsel yalniz (solitary) dalga ¢oziimiinlin faz hizinin
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yaklasik degeridir [22]. nBO durumu i¢in DSD’simin en biiyiik genlige sahip dalga katarinin t=7.5’daki ortalama
hz1 V,_, =0.4889’dir. Bu deger BO durumundaki degerden oldukca diisiiktiir. Bunun sebebi ise en biiyiik

avg
genlikli dalga katarinin genliginin nBO durumunda zamanla kiigiilmesidir. Bu durumu ve nBO denklemi igin
DSD’sinin genel hatlarini [23]°de verilen animasyondan ayrintili bir sekilde goriilebilmektedir.
n=4 boyutu i¢in nBO denklemi kapsaminda verdigimiz tim sonuglar farkli n boyut degerleri i¢in de
tekrarlanabilir.
nBO denkleminin DSD’s1 ¢o6ziimleri, (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin ¢6ziimleriyle sadece

yl2 + y22 + ... + yﬁ_ 1 = 0°da ¢akismaktadir. (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin herhangi bir dairesel

kesitindeki ¢dziimii, (7a) denkleminin segilen zaman degeri 1 ve dairesel kesit yl2 + y22 + ... + yf_ 1= rzi(;in
elde edilen ¢6ziimiinden bulunan deger kadar nBO denkleminin ¢oziimiiniin 6telenmesi ile bulunur. Bu 6teleme,
sabit bir zaman degeri t°igin, X = n- h(ts)r oteleme degiskeniyle yapilir. Burada, I secilen daire kesitinin

sabit yarigapidir. Bu 6teleme islemiyle, baslangi¢ paraboloidi iizerinde se¢ilen herhangi bir dairesel kesit icin
(n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminin DSD’s1 ¢6ziimii herhangi bir zaman degeri t i¢in bulunabilir.

5. SONUCLAR

Paraboloid tipi bir dalga cephesi boyunca uzanan basamak tipi bir baslangi¢ kosulu i¢in (n+1) boyutlu
Benjamin- Ono denkleminin dispersif sok dalga ¢dziimleri incelenmistir. Inceleme yapilirken, 6zel bir ¢oziim
formu kullanilarak bu problem basamak tipi baslangic kosulu altinda (1+1) boyutlu degisken katsayili nBO
denkleminde DSD’s1 ¢dziimlerinin elde edilmesi problemine indirgenmistir. indirgenen probleme Whitham
teorisi uygulanarak elde edilen asimptotik ¢oziimiin gegerliligi, nBO denkleminin basamak tipi baslangi¢ kosulu
icin elde edilen sayisal ¢oziimleriyle karsilastirilmis, bu iki ¢6ziim arasinda tutarliligin olustugu goézlenmistir.
Whitham teorisinin uygulanmasi ile elde edilen sonuglar her boyut degeri i¢in gegerlidir. Hesaplamalar ve
karsilagtirmalar sadece n=4 i¢in yapilmiglardir.

Bu calismada kullanilan yontemler, diger (n+1) boyutlu dispersif kismi tiirevli denklemlerde tanimlanacak
dispersif sok dalgas1 yayilimi problemlerine de uygulanabilir. Ozellikle degisik uygulama alanlarinda diisiik
boyutlu hallerinin tiiretildigi, (n+1) boyutlu Kadomtsev- Petviashvili, modifiye Kadomtsev- Petviashvili ve
Kadomtsev- Petviashvili- Gardner denklemlerinde DSD’s1 yayilimimin incelenmesi problemleri sonraki
donemde ele alinacak problemler olarak diistiniilmektedir.

Bu ¢alisma, (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminde 6zel bir baslangi¢ kosulu altinda olugan DSD’sina ait
sonuglar1 elde etmek i¢in yapilmistir. Genel bir baslangi¢ kosulu i¢in (n+1) boyutlu Benjamin- Ono denkleminde
olusan DSD’lariin incelenmesi i¢in iki boyutlu BO denklemi 6zelinde [10] ¢alismasinda kullanilan yontemin
gelistirilmesi gerekmektedir. A¢ik olan bu problem, gelecekteki bir aragtirmanin konusu olabilir.
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