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Agsiz Yontem Uygulamalar icin Trigonometri Tabanh Radyal
Ozellige Sahip Yeni Bir Temel Fonksiyon

A New Trigonometric Based Radial Basis Function for Meshless Method Applications

Atakan ALTINKAYNAK! !
1stanbul Teknik Universitesi, Makina Fakiiltesi, Makina Miihendisligi Boliimii, 34437, Beyoglu, Istanbul, T tirkiye

Oz

Bu galismada, agsiz yontemler igin radyal 6zellige sahip yeni bir temel fonksiyon énerilmistir. Onerilen fonksiyon, iki boyutta, dort farkli
problemde, agsiz yontemlerde siklikla kullanilan Ters Multikuadrik ve Gauss fonksiyonlariyla birlikte test edilmistir. Test problemlerinin
ii¢ tanesi 2. mertebeden miihendislik problemlerini igerirken son test problemi 4. mertebeden bir miithendislik problemi uygulamasi olmusg-
tur. 2. mertebeden test problemlerinde farkli sinir kosullart ve problem tiirleri incelenmistir. Yapilan sayisal deneyler, onerilen fonksiyo-
nun Ters Multikuadrik ve Gauss fonksiyonlarina kiyasla daha az nokta sayilarinda benzer mertebedeki hatalara ulasabildigini gostermistir.
Ayrica nokta sayisinin artmasiyla ayni mertebedeki hatalar i¢in kullanilabilecek sekil/dlgek parametresinin (€) diger iki fonksiyona kiyasla
daha genis bir aralikta segilebildigi gosterilmistir. Dolayisiyla, 6nerilen fonksiyon, agsiz yontem uygulamalarinda bir alternatif olarak kul-
lanilabilecektir.

Anahtar Kelimeler: Radyal 6zellige sahip temel fonksiyon, trigonometri, agsiz yontemler, Multikuadrik, Gauss

Abstract

In this study, a new radial basis function for meshless method is proposed. The proposed function was tested on four different 2D problems
along with the two well-known IMQ and Gauss functions. Three of the test problems include 224 order engineering problems whereas the
last test problem was a 4t order engineering problem. 2™ order engineering problems were used to investigate the type of boundary con-
ditions and problems. Numerical experiments suggested that similar order of error can be obtained using the proposed function with less
number of nodes compared to IMQ and Gauss functions. Besides that, with an increase on the number of nodes, the range of shape/scale
parameter (€) for the proposed function is broader that that for the other two functions. Thus, the proposed function is a good candidate for
meshless method applications.

Keywords: Radial basis function, trigonometry, meshless methods, Multiquadric, Gauss

I. GIRiS

Gliniimiizde miihendislik problemlerinin sayisal ¢oziimiinde Sonlu Elemanlar Yontemi [1], Sonlu Hacimler Yontemi
[2], Sinir Elemanlar Yontemi [3], Agsiz Yéntemler [4] gibi farkli araglar kullanilmaktadir. Ozellikle son 30 yildir siiren yo-
gun gelistirmeler sonucunda, Sonlu Elemanlar Yontemi artik diferansiyel denklem ¢oziimlerinde standart olarak kullanilan
bir yontem halini almistir [5]. Bunun yani sira, bir ag yapisi gerektirmemesi ve ¢ok sayida bagimsiz degiskenli problemler
icin kolaylikla uygulanabilir olmasi, agsiz yontemlerin uygulama alanini giin gegtikge genisletmektedir. Agsiz yontemlerin
bir kolu olan radyal 6zellige sahip temel fonksiyonlar (RTF), son yillarda 6ne ¢ikan yontemlerden birisidir [5]. RTF fonksi-
yonlarin iki temel 6zelligi olan fonksiyon merkezinden esit uzaklikta fonksiyonun ayni degeri almasi (radyal) ve fonksiyo-
nun her derecede tiirevinin olmasi, bu fonksiyonlarin uygulama alanmni genisletmistir. {lk olarak Kansa [6, 7], Multikuadrik
RTF fonksiyonunu diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanarak RTF agsiz yontemlerin miihendislik uygulamalarinda
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kullanilmasimin 6niinii agmigtir. Giiniimiizde Gauss, Ters
Multikuadrik, Bessel ve Wendland gibi ¢ok farkli RTF fonk-
siyonlariin miithendislik problemlerine uygulamalari mev-
cuttur [8].

Diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde RTF kullanila-
rak tissel yakinsama hizlari elde edilebilmistir [9]. Fakat bu-
rada 6nemli olan hususlardan biri, RTF’yi olugturan ve ge-
nelde € ile tanimlanan sekil/6l¢ek parametresinin optimum
degerinin belirlenmesidir. Sekil parametresinin kiiclik de-
gerleri i¢in daha kesin sonuglar elde edilebilirken bu deger-
deki diisiis ¢oziimde sayisal kararsizliklara ve iraksamalara
neden olmaktadir [10]. Bu kararsizliklarin giderilmesinde
Contour-Pade [11] ve RBF-QR [12] gibi temel degisiklik-
ler gerektiren yontemler disinda, matris degisikligi iceren 6n
kosullandirma (preconditioning) [13] ve noktalar arasi ilis-
kinin tiim ¢6ziim bolgesi yerine yerel bir bolge i¢in tanim-
lanmast (local support) [14] gibi yontemler gelistirilmistir.
Optimum € degeri, problemin ve kullanilan RTF’nin tiirlin-
den, sinir kosullarindan, nokta dagilimindan ve nokta sayi-
sindan oldukca etkilenmektedir. Dolayisiyla, optimum e de-
gerinin belirlenmesi giiniimiizde {izerinde arastirma yapilan
konulardan biridir [15-17].

Yapilan ¢alismalarda her ne kadar ¢ok sayida RTF gelis-
tirilmis olsa da, literatiirde trigonometrik fonksiyon temelli
bir RTF’ye rastlanilmamistir. Yapilan calismada, trigono-
metrik fonksiyon temelli yeni bir RTF ortaya konmugtur. Bu
RTF, 2-boyutta, dort farkli problemde ve farkli sinir kosul-
larinda kullanilarak ¢dziimler elde edilmistir. Bu ¢oziimler,
Gauss ve Multikuadrik RTF ¢oziimleri ile kiyaslanarak ge-
listirilen RTF nin karakteristik dzellikleri belirlenmistir.

II. SAYISAL YONTEM

2.1 Noktasal RTF Yontemi

Genel bir kismi diferansiyel denklem Esitlik (1) ve
(2)’deki gibi verilebilir:
Lop=f(x) x€Q, (1)
Bp=g(x) x€00 2
Bu denklemlerde £ diferansiyel operatdriinii, B Dirich-
let, Neumann gibi sinir kosullar1 operatoriinii, Q ¢6ziim bol-
gesini, dQ ise ¢oziim bolgesi simirlarmi ifade etmektedir.
Noktasal RTF yonteminde, diferansiyel denklemde ¢oziil-
meye calisilan bagimsiz bilinmeyen ¢’nin x; noktasindaki
degeri, RTF’nin bu nokta temel alindiginda, diger tiim mer-
kez noktadaki degerlerinin dogrusal kombinasyonu olarak
Esitlik (3) ve (4)’teki gibi yazilabilir:
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Bu denklemlerde; x, i’ninci ¢6ziim bolgesi noktasini,
N_, merkez nokta sayisini, @(x), RTF’yi, c ise ¢, ¢',... gibi
bagimsiz bilinmeyen fonksiyonlarin yaklagik degerinin be-
lirlenebilmesi i¢in hesaplanmasi gereken sabitleri ifade et-
mektedir. Esitlik (3) ve (4)’ten goriilebilecegi gibi, ¢ katsa-
yilar1 sabit oldugundan dolay1 ¢'min n. mertebeden tiirevinin
yaklasik degerinin belirlenebilmesi i¢cin RTF fonksiyonu-
nun z. mertebeden tiirevinin kullanilmas: gerekmektedir.
RTF fonksiyonlarinin her dereceden tiirevleri bulundugun-
dan dolay1 bu islem rahatlikla yapilabilmektedir. Esitlik (3)
ve (4)’teki denklemler, Esitlik (1) ve (2)’deki diferansiyel
denklem ve sinir kosullart denklemlerinde yerine konuldu-
gunda noktasal yaklasik ¢oziim igin gerekli olan ¢ sabitleri
Esitlik (5) kullanilarak elde edilebilir:

0N = o)

B (x) )
LI

A
c sabitleri belirlendikten sonra Esitlik (3)’te yerine ko-

nularak yaklasik ¢6ziim elde edilmektedir. Esitlik (5)’in ¢6-
ziilebilmesi i¢in A # 0 olmas1 gerekmektedir. RTF kullanil-
mas1 durumunda, A matrisi pozitif tanimli matris olmaktadir
ve bu durum da bir ¢6ziim elde edilebilecegini gdstermek-
tedir. Fakat burada dikkat edilmesi gereken durum; problem
tiri, sinir kosullari, RTF tiirli, nokta dagilimi, nokta sayisi,
¢Oziim bolgesi noktalarinin etkilesimde oldugu merkez nok-
tast sayist vb. etkenlerin A matrisinin karakteristigini etki-
leyerek matrisin determinantinin sifira yaklasmasina neden
olmasidir (kotii kosullanma —ill conditioning). Bu durum da
¢oziimde kararsizliklar ortaya ¢ikarmaktadir.

Diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde sikga kullanilan RTF
ornekleri Tablo 1°de verilmektedir. Tablo 1’de = ||x — y||,
¢Oziim bolgesi noktalari ile merkez noktalar1 arasindaki me-
safeyi, ¢, sekil/dlgek parametresini, K, ikinci tiirden degis-
tirilmis Bessel fonksiyonunu ve d boyutu ifade etmektedir.
Genel Multikuadrik fonksiyonunda f degerinin negatif ol-
dugu durumda fonksiyon Ters Multikuadrik, pozitif oldugu
durumda ise Multikuadrik olarak adlandirilmaktadir. Coziim
bolgesi noktalari, ¢oziim bolgesi iginde ve sinirlarinda ola-
bilirken, merkez noktalari, ¢6ziim bolgesi disinda da olabil-
mektedir. Uygulamalarda, ¢oziim bolgesi siirindaki nok-
talar icin belirlenen merkez noktalarinin, ¢éziim bdlgesi
disinda olmasi durumunda hatanin azaldig1 gézlemlenmistir
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[18]. Bu bulgu heniiz herhangi bir teoriye dayanmadigindan
dolay1, genelde yapilan ¢alismalarda merkez noktalari, ¢6-
zlim bolgesi noktalar ile ayni koordinatlarda secilmektedir
[5].

Nokta sayist ve dagilimmin A matrisinin karakteristi-
gini etkilediginden bahsedilmisti. Literatiirde diizgiin, Hal-
ton, Chebyshev, Glacier, Optimal gibi ¢ok sayida nokta da-
gilim1 yontemi bulunmaktadir [10]. Ornek olarak, diizgiin
ve Halton nokta dagilimi Sekil 1°de verilmektedir. Halton
nokta dagilimi durumunda, noktalar ¢oziim bdlgesi igeri-
sinde diizgiinvari sekilde rastgele olarak dagilmaktadirlar.
Bu durumda, tamamen rastgele duruma goére daha kesin so-
nuglar elde edilmektedir [19]. Sekil 1’de sadece ¢6ziim bol-
gesi noktalar1 gosterilmekte, merkez noktalar1 ise gosteril-
memektedir. Yapilan ¢aligmada, merkez noktalari, ¢dziim
bolgesi noktalarryla ayni koordinatlarda se¢ilmistir.

Tablo 1. Diferansiyel denklem ¢6ztimlerinde kullanilan RTF

ornekleri
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_ 2
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Sekil 1. Coziim bolgesi igerisinde (o) ve sinirlarindaki (x) 6rnek
nokta dagilimi (289 adet nokta igin): (a) Diizgiin dagilim, (b)

Halton dagilimi

2.2 Yeni Bir RTF: Siniis-RTF

Yapilan calismada trigonometrik fonksiyon temelli yeni
bir RTF fonksiyonu olusturulmustur. Bu fonksiyon Esitlik
(6)’da verilmektedir.
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Siniis-RTF fonksiyonunun (x , y) € [0,1]? ¢bziim bol-
gesi icerisinde (0,5,0,5) noktasi i¢in davranisi Sekil 2’de
verilmektedir. € parametresinin degeri azaldik¢a Gauss ve
Ters Multikuadrik RTF’de oldugu gibi Siniis-RTF de yataya
yakin bir fonksiyon halini almakta ve bu durum A matrisi-
nin kotli kosullanmasina neden olmaktadir. € degeri arttikga
farklt RTF’ler farkli karakteristik gostermektedir. Fakat ge-
nel olarak € degeri arttikca ¢oziim kararliligi artmakla bir-
likte hata miktar1 da artmaktadir. Dolayisiyla, optimum bir €
degerinin belirlenmesi gerekmektedir. € degeri arttikga Ga-
uss ve Ters Multikuadrik fonksiyonlarin davranisi, ¢dzim
noktasi civarinda sivri bir tepe ve diger kisimlarda sifira ya-
kin yatay bir davranis seklinde olurken, Siniis-RTF’in dav-
ranigt sivri tepe disindaki kisimlarda fonksiyon tanimi iti-
bariyle salinim seklindedir (Sekil 2). Ayrica, Siniis-RTF’nin
radyal karakteristigi Sekil 2’de goziikmektedir.

Siniis-RTF fonksiyonunun pargali fonksiyon olarak ta-
sin(er)

nimlanmasinin nedeni, teriminin r = 0’ da tanimsiz

olmasidir. Coziim bolgesi ile merkez noktasinin ayni oldugu
sin(er)

durumlarda r = 0 olmakta ve = terimi tanimsiz olmak-
tadir. Bu durumda bir ¢6ziim elde edilememektedir. r = 0
disindaki (¢oziim bolgesi ve merkez noktalarimin farkli ko-
ordinatlarda olma durumu) tiim reel sayilar i¢in ise bu fonk-
siyon taniml1 ve siireklidir. Bu tiir stireksizlikler, kaldirilabi-
lir stireksizlik olarak ifade edilmekte ve fonksiyonun tanimli
olmadig1 noktalarda fonksiyonun limit degeri kullanilarak
giderilebilmektedir. Bu sebepten dolay1, Siniis-RTF fonksi-
yonu parcali fonksiyon olarak tanimlanarak r = 0 i¢in Esit-
lik (7)’de verilen limit degeri kullanilmistir. Boylece fonksi-
yon siirekli hale getirilmistir. Benzer sekilde, Sintis-RTF’nin
farkli mertebelerdeki tiirevlerinin de diferansiyel denklem
¢dziimlerinde r = 0 i¢in tanimlanmasi gerekmektedir. Ornek
olarak, Siniis-RTF’nin, Laplace problemi i¢in tanimi Esitlik
(8)’deki gibi olmaktadir. Benzer RTF, kosiniis fonksiyonu
kullanilarak elde edilememektedir ¢iinkii kosiniis fonksiyo-
nunun r = 0 durumu i¢in limiti bulunmamaktadir.

sin(er)
m = (M
r—0 Er
(sin(sr) — er(cos(er) + ersin(er))
- B = ,r>0
o(x) = g2 ®)
3 =0
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I11. SAYISAL DENEYLER ve TARTISMALAR

Onerilmis olan radyal 6zellige sahip temel fonksiyon Si-
niis-RTF’nin davranisi, farkli sayisal problemler igin test
edilmistir. Bu bdliimde segilen problemler, miithendislik
problemlerinde siklikla karsilasilan 2-boyutlu eliptik dife-
ransiyel denklemlerden olusmaktadir. Problemlerin belirlen-
mesinde analitik ¢dzlimiin olmasina dikkat edilmis, boylece
hatanin hassas bir sekilde belirlenebilmesi amaglanmistir.
Problemlerde ¢ziim bolgesinin (x , ¥)€Q = [0,1]? oldugu
kabul edilmistir. Coziimler, diizglin ve Halton nokta dagi-
lim1 durumunda ve farkli nokta sayilari igin elde edilmis-
tir. Coziim bolgesinde hatay1 belirlemek i¢in diizgiin olarak
dagilmig 40x40 degerlendirme noktasinda, analitik ¢6ziim
ile sayisal ¢ozlimler karsilastirilarak karesel hata (RMS) ve
maksimum hata degerleri elde edilmistir. Karesel hata de-
geri Esitlik (9) kullanilarak hesaplanmustir.

©

2
n j—
RMS = \/Zizl(xanahtlk xsaylsal )i
n

Esitlik (9)’da n ¢6ziim bolgesinde bulunan toplam nokta
sayisini ifade etmektedir.

Temel olarak, Esitlik (1)’deki £ operatorii, degisken kat-
sayilara sahip eliptik bir operatdr olarak Esitlik (10)’daki
gibi tanimlanabilir. Esitlik (10), iki boyutta siireksiz (hete-
rojen) ve yone bagli (anisotropik) ortamlardaki sizinti akisi
miithendislik problemine karsilik gelmektedir.

d do d d¢
Sl ra peng | = fen
Esitlik (10)’da a(x, y) = 1 ve b(x, y) = 1 olarak segil-
mesi durumunda, standart Poisson problemi elde edilmekte-
dir. Poisson problemi miihendislikte elektrostatik, 1s1 trans-
feri, akiskanlar mekanigi, diflizyon problemleri gibi bir¢ok
alanda kargimiza ¢ikmaktadir. Dolayisiyla, ilk asamada farkli
sinir kosullari i¢in Poisson problemi, onerilen Siniis-RTF

(b)

Sekil 2. Siniis-RTF fonksiyonunun (0,5,0,5) noktas1 icin [0,1]? ¢coziim bélgesi igerisinde davranisi: (a) € = 1, (b) € = 10, (¢) ¢ = 30

99
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(c)

kullanilarak ¢oziilmiistiir. Sayisal sonuglar, Gauss ve IMQ
(B =—0,5) RTF’leri kullanilarak elde edilen sonuglar ile kar-
stlastirtlmistir. Boylece, farkli RTF’lerin bu problemlerdeki
davranislari hakkinda bilgi sahibi olunmustur.

3.1 Poisson Problemi-1
ik Poisson problemi, Dirichlet sinir kosullarina sahiptir
ve Esitlik (11)’deki gibi tanimlanmistir [20].
5m? Ty
2 - ——qj —_—
Vep(x,y) = 2 sm(nx)cos( 5 ),

fib(xJ’) = Sirl(fo), (x, }’) € Fll
Px,y)=0, (xy) €L,
I ={(y):0<x<1,y=0}T =00\,

(11)

Esitlik (11)’den gortldigi gibi, bu problemde y = 0
olan smir igin ¢(x , y) = sin(mx) ve diger sinirlar igin ise
¢(x , y) = 0 Dirichlet sinir kosullar1 tanimlanmistir. Bu
problemin analitik ¢6ziimii

¢(x,y) = sin(mx)cos (%) (12)
olarak elde edilmektedir. Bu problemde; farkli € degerleri
i¢in Siniis-RTF, Multikuadrik ve Gauss RTF kullanilarak elde
edilen karesel hata (RMS) degerleri Sekil 3°de verilmektedir.
Sekil 3’ten goriilebilecegi gibi, en diisiik karesel hatanin elde
edildigi € degerini RTF tiirliniin yan1 sira nokta say1s1 ve nokta
dagilimi da etkilemektedir. Ayrica, sayisal yontemin kararli-
lig1 € degerinden oldukea etkilenmektedir. Bu durum, daha
onceki yapilan ¢alismalarda belirtilmistir [5, 21]. Nokta sayi-
smin artmasi ve € degerinin azalmasi (fonksiyonun diiz yatay
¢izgiye yaklagmasi), A matrisinin kotii kosullanmasina neden
olarak Sekil 3’te goriilen kararsizliklar1 olusturmaktadir. Bu
kararsizliklarin giderilmesinde kullanilan farkli yontemlerden
“Girig” boliimiinde bahsedilmistir. Ayrica, Sekil 3’teki sonug-
lara bakildiginda, Siniis-RTF igin 10%’dan daha diisiik hata
degerlerinin elde edildigi € araliginin, diger iki RTF’e gore
daha genis oldugu goriilmektedir. Bu durumun, 6zellikle en
uygun € parametresinin belirlenmesinde avantaj saglayacagi
diigiiniilmektedir.
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RMS Hatasi

RMS Hatasi

RMS Hatasi

10° 10%

RMS Hatasi

Sekil 3. Farkli nokta dagilim1 ve nokta sayisi i¢in € parametresine gore karesel hatanin degisimi: (a) 225 nokta diizgiin dagilim, (b) 625
nokta diizgiin dagilim, (¢) 225 nokta Halton dagilimi, (d) 625 nokta Halton dagilimi

Sekil 4’te karesel hatanin, sabit € parametresi i¢in nokta
sayisina bagli olarak degisimi gosterilmistir. IMQ, Gauss ve
Siniis RTF’ler icin sirasiyla € = 1, € = 2 ve € = 4 olarak alin-
mustir. Nokta sayist diizgiin dagilim i¢in 100’e, Halton da-
§ilim i¢in ise 50°ye kadar arttikca, Sinlis-RTF kullanilarak
elde edilen karesel hata, diger iki RTF’ye gore daha hizh
bir sekilde azalmaktadir. Nokta sayist daha fazla arttiginda
ise hata kararsiz ve genel olarak yatay bir seyir izlemistir.
Bu durumun nedeni, nokta sayisinin daha fazla artmasiyla A

matrisinin boyutunun biiytliyerek kotii kosullanmasidir. IMQ
ve Gauss RTF’lerinde daha fazla nokta say1s1 i¢in kararli so-
nuglar elde edilerek hatanin azaltilmasi saglanabilmektedir.
Sintis-RTF ile 80 nokta kullanilarak elde edilen hata mer-
tebelerine IMQ ve Gauss RTF’lerinde 200 ve daha fazla
nokta kullanildigr durumda ulasilmaktadir. Dolayisiyla, Si-
niis-RTF kullanilmas1 durumunda benzer hata mertebelerine
daha az nokta kullanilarak erisilebildigi gdzlemlenmistir.

---.MQ
s GAUSS
Siniis

RMS Hatasi
S

.162
Nokta Sayisi

(a)

ol oy

Bl A vnmd v o

RMS Hatasi

10
Nokta Sayisi

(b)

Sekil 4. Farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in karesel hatanin degisimi: (a) Diizglin nokta dagilimi, (b) Halton nokta dagilimi

100
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Hatanin ¢6ziim bolgesindeki davranigt Halton ve diizgiin ~ davranis oldugu sdylenebilir. Bu sebepten dolayi, ayni € de-
nokta dagilimi durumunda incelenen tiim RTF’ler igin Sekil ~ geri kullamldigi durumda, Sinus-RTF’de nokta sayist belli
5’te verilmistir. Sonuglar, 81 nokta i¢in elde edilen degerler-  bir degerin iistiine ¢iktiginda hatada fazla bir degisim goziik-
dir ve sonuglarin daha iyi yorumlanabilmesi igin renk ara-  memektedir. Gauss ve IMQ RTF i¢in ise nokta sayisindaki
liklar1 her bir durum igin elde edilen maksimum hataya gére  artis, kdse ve kenardaki hatalarin azalmasini saglayarak ge-
belirlenmistir. IMQ, Gauss ve Siniis-RTF’ler i¢in € deger-  nel hatanin diisme egilimine girmesini saglamustir.
leri sirasiyla € = 1, € = 2 ve € = 4 olarak sabit tutulmustur.

IMQ ve Gauss RTF’lerin kullanildigi durumda Halton nokta ~ 3-2 Poisson Problemi-2

dagilimi, diizgiin nokta dagilimina gore daha az hata olus- Ikinci Poisson probleminde Dirichlet ve Neumann sinir
masimi saglamustir. Ayrica diizgiin nokta dagiliminda hata  kosullar1 beraber bulunmaktadir [20]:

genelde sinirlara yakin artis gdsterirken, Halton nokta da- V2¢(x,y) = —5,4x,

gl.hmlnda bu davranig koselere yakln. g.ézlemlenmistlr..s'l- g_d’ (£,y)=0, (x,y)€LUT,

niis-RTF kullanilmas1 durumunda her iki nokta dagilimi igin '(;5 y) =01, (xy) el (13)
IMQ ve Gauss RTF’den daha diisiik hata elde edilmistir. d(x,y)=1, (x,y)€TL,

[ ={(xy):0<x<1,y=0},L={(xy)x=1,0<y<1}

Diizgiin ve Halton nokta dagiliminda ise diger iki RTF’ nin L= () 0<x<ly=10T = {(xy)r=00<y=1)

aksine hata mertebeleri birbirine yakindir. Hatanin genel
davranist incelendiginde, Siniis-RTF kullanildigi durumda
hatanin sinirlarda yogunlagsmadigi, aksine tiim ¢6ziim bolge-
sine dagilarak tepecikler seklinde olustugu gozlemlenmistir.
Bu davranigin elde edilmesindeki en biiylik etkenin, her bir
nokta i¢in RTF fonksiyonunun ¢dziim bolgesinde gosterdigi $(x,y)=1-09x3 (14)

‘ ' .
2

Esitlik (13)’ten goriildiigh gibi bu problemde y = 0 ve
y = 1 olan sinirlarda Neumann simir kosullar1 diger sinirlar
icin ise Dirichlet sinir kogullar1 tanimlanmistir. Bu proble-
min analitik ¢ozlimii Esitlik (14)’te verilmektedir.

o e

Hata

05

§0 308

0 = 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
(e ®

Sekil 5. 81 nokta sayist i¢in farkli nokta dagilimmda ¢6ziim bolgesindeki hata davranist: (a) IMQ-Diizgiin nokta dagilimi, (b) IMQ-
Halton nokta dagilimi, (¢) Gauss-Diizgiin nokta dagilimi, (d) Gauss-Halton nokta dagilimi, (e) Siniis RTF-Diizgiin nokta dagilimi, (f)
Siniis RTF-Halton nokta dagilim1

01
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IMQ, Gauss ve Siniis RTF’leri kullanilarak elde edilen
karesel hatanin farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in €
parametresine gore degisimi Sekil 6’da verilmistir. Sekil
3 ve 6’da verilen hata sonuglar1 kiyaslandiginda, en diisiik
karesel hatanin elde edildigi € parametresinin, nokta sayisi
ve dagilimi disinda probleme ve smir kosullara da bagl
oldugu goriilmektedir. Benzer duruma daha dnce yapilan
calismalarda da rastlanilmistir [22]. Bu problemde, nispeten
diistik € degerleri disinda, yiiksek € degerleri igin de sayisal
kararsizlik bolgesiyle karsilasiimistir. Bu duruma Poisson-1
probleminde rastlanilmamustir. Yiiksek € degerleri igin
hatada olusan kararsizligin Neumann sinir kosullarindan
kaynaklandig1 diisiiniilmektedir. Bunun disinda, Poisson-1

RMS Hatasi

FTTTT I ETIIT T

RMS Hatasi

probleminde oldugu gibi bu problemde de Siniis-RTF
fonksiyonu i¢in hatanin diisik seviyelerde kaldigi €
degerleri genis bir araliktadir. Bu 6zellik, Siniis-RTF i¢in
diger fonksiyonlarla kiyaslandiginda bir avantaj olmaktadir.

Sekil 7°de karesel hatanin sabit € parametresi i¢in nokta
sayisina bagl olarak degisimi Poisson-2 problemi igin gos-
terilmistir. RTF’ler i¢in kullanilan € degerleri Poisson-1
problemiyle ayni olarak alinmigtir. Bu problemde hatanin
nokta sayisina gore degisimi Poisson-1 probleminde gozle-
nen duruma benzerdir. Poisson-1 probleminden farkli ola-
rak, IMQ ve Gauss RTF’ler i¢in nokta sayisi arttik¢a hatanin
asag1 egimli bir seyir izlemesi daha belirgindir.

e (Gauss

Sinus

RMS Hatasi

(©

10?

RMS Hatasi

(d)

Sekil 6. Farkli nokta dagilimi ve nokta sayis1 i¢in € parametresine gore karesel hatanin degisimi: (a) 225 nokta diizglin dagilim, (b) 625
nokta diizgiin dagilim, (c) 225 nokta Halton dagilimi, (d) 625 nokta Halton dagilim1
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RMS Hatasi
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RMS Hatasi

10°
Nokta Sayisi

(@)

107
Nokta Sayisi

(b)

Sekil 7. Farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in karesel hatanin degisimi: (a) Diizgiin nokta dagilimi, (b) Halton nokta dagilimi

Sekil 4 ve 7 incelendiginde, ayni nokta sayisindaki hata
degerlerinin, tiim RTF’ler i¢in Poisson-1 problemine gore
yaklagik 10 kat daha fazla oldugu goriilmistiir. Bu durumun
daha iyi irdelenebilmesi i¢in 81 nokta i¢in ¢dziim bolgesin-
deki hata davranis1 Sekil 8’de gosterilmistir. Diizgiin nokta
dagilimi durumunda, IMQ ve Gauss RTF’leri i¢in 6zellikle
Neumann sinir kosullarinin tanimlandig1 kenarlarda hatanin
1073 mertebelerinde oldugu gériilmiistiir. Bu durum, Halton
nokta dagiliminda ortadan kalkmistir. Poisson-1 problemine
benzer sekilde, hata, diizglin nokta dagiliminda kenarlara
yakin yiiksek degerlerdeyken, Halton nokta dagiliminda ko-
selere yogunlagmistir. Dolayisiyla, kdse ve kenarlarda bulu-
nan nokta sayisinin artmasiyla hata belirli bir degere kadar
azaltilabilmektedir. Siniis-RTF sonuglarina bakildiginda ise,
hatanin Halton nokta dagilimi i¢in Poisson-1 problemine
benzer sekilde genele yayildigi goriilmiistiir. Diizgiin nokta
dagilimi icin ise Dirichlet sinir kosullarmin tanimlandig ke-
narlara dogru hatanin arttig1 gézlemlenmistir. IMQ, Gauss
ve Siniis-RTF i¢in gozlemlenen bu davranislar, hatanin Pois-
son-1 problemine gore daha yiiksek mertebelerde olmasina
neden olmustur. Fakat bu davranislarin en énemli nedeni,
nokta sayisina gore en diisiik hatayr veren € degerinin be-
lirlenerek Sekil 8’in olusturulmamasidir. Ornek olarak, Si-
niis-RTF’de diizgiin nokta dagilimi i¢in € = 2 degeri se¢i-
lerek analiz yapilmasi durumunda daha diisiik mertebede
genele yayilmig bir hata davranist gézlemlenmistir.
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Sekil 8. 81 nokta sayist i¢in farkli nokta dagiliminda ¢6ziim
bolgesindeki hata davranisi: (a) IMQ-Diizgiin nokta dagilimi, (b)
IMQ-Halton nokta dagilimi, (¢) Gauss-Diizgiin nokta dagilimi,
(d) Gauss-Halton nokta dagilimi, (e) Sinilis RTF-Diizgiin nokta
dagilimi, (f) Siniis RTF-Halton nokta dagilim:
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3.3 Problem 3 — Genel Eliptik Problem (Sizint1 Akisi)

a(x,y)=2—x2—y2 b(x,y) = eX degiskenlerine
sahip bu genel eliptik problemde Dirichlet sinir kosullar

0 |bxy)dd| _

dy dy

d |a(x,y)dd
0x Jx ]+

—xe¥Y(1 —x)(3 —2y) + 2y(1 — y)(3x%? + y* —x — 2),

bulunmaktadir [20]. Problem tanimmi Esitlik (15)’te veril-
mektedir:

(15)

$(x,y) =0, (x,y) €T =00

Bu problemin analitik ¢6ziimii Esitlik (16) ile verilmek-
tedir.

¢, y) =xy(1 -2 ~-y) (16)

Sekil 9°da genel eliptik problem igin karesel hatanin
farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in € parametresine
gore degisimi verilmistir. Bu davranis ilk iki test problemiyle
benzerlik gostermektedir. Bu test probleminde, hata deger-
lerinin 108 mertebelerine kadar diistiigii gdzlemlenmistir.

Fakat burada dikkat edilmesi gereken husus, ilk iki test
probleminde analitik ¢6ziim degerleri yaklasik 10°! merte-
belerinde iken bu problemde 10 mertebesinde olmasidir.
Dolayistyla hata degerlerinde meydana gelecek yaklasik 10
katlik azalma goreceli olarak benzer davranisa tekabiil et-
mektedir. Bu problemde Siniis-RTF, ilk iki test problemine
benzer 6zellikler gdstermistir ve hatanm 107%°dan daha dii-
stik elde edilebilecegi genis bir € aralig1 gézlemlenmistir.

RMS Hatasi

RMS Hatasi

RMS Hatasi

(©

Sekil 10°da karesel hatanin sabit € parametresi igin nokta
sayisina bagl olarak degisimi genel eliptik problem i¢in goste-
rilmistir. € degerleri ilk iki problemde oldugu gibi; IMQ, Gauss
ve Siniis RTF’ler i¢in sirasiyla € = 1, € = 2 ve € = 4 olarak sa-
bit alinmustir. Genel eliptik problem igin karesel hatanin genel

RMS Hatasi

(d)

Sekil 9. Farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in € parametresine gore karesel hatanin degisimi: (a) 225 nokta diizgiin dagilim, (b) 625
nokta diizgiin dagilim, (¢) 225 nokta Halton dagilimi, (d) 625 nokta Halton dagilimi

davransi ilk iki test problemiyle benzerdir. Bu problemde, Ga-
uss RTF ozellikle diisiik nokta sayilarinda Poisson-2 proble-
mine kiyasla daha iyi bir performans gostermistir.

Coziim bolgesindeki hata davranisi 81 nokta i¢in Sekil
11°de verilmistir. ilk iki problemle kiyaslandiginda diizgiin
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nokta dagilimi durumunda IMQ ve Gauss RTF’leri igin
hata davraniginin farkli oldugu ve hatanin ¢6ziim bolgesi
geneli boyunca yiiksek oldugu gézlemlenmistir. Diger du-
rumlar i¢in elde edilen sonuglar ise Poisson-1 problemiyle
benzerlik gostermektedir. Sekil 5, 8, ve 11°de verilen hata
sonuglart incelendiginde, hata davraniginin IMQ ve Gauss

RTF’leri i¢in problemden ve simir kosullarindan oldukga et-
kilendigi gozlemlenmistir. Sinlis RTF i¢in ise hata davrani-
sindaki farkliliklar diger iki RTF i¢in gézlemlenen farklilik-
lar kadar belirgin olmamakla birlikte hatanin baz1 bolgelerde
artis egiliminde oldugu goérilmiistiir.

-----

RMS Hatasi
g

107
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10’ 10°
Nokta Sayisi
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RMS Hatasi
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Sekil 10. Farkli nokta dagilim1 ve nokta sayisi igin karesel hatanin degisimi: (a) Diizgiin nokta dagilimi, (b) Halton nokta dagilimi
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Sekil 11. 81 nokta sayist i¢in farkli nokta dagiliminda ¢6ziim bolgesindeki hata davranist: (a) IMQ-Diizgiin nokta dagilimi, (b) IMQ-
Halton nokta dagilimi, (¢) Gauss-Diizgiin nokta dagilimi, (d) Gauss-Halton nokta dagilimi, (e) Siniis RTF-Diizgiin nokta dagilim, (f)
Siniis RTF-Halton nokta dagilim1
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3.4 Problem 4 — 4. Mertebe Eliptik Problem (Kirchhoff
Plaka Egilmesi)

Yayili yiik altinda egilmeye maruz kalan homojen,

yonden bagimsiz dzelliklere sahip basit mesnetli ince pla-
kada meydana gelen deformasyon Esitlik (17)’deki diferan-
siyel denklem ile tanimlanmaktadir [23]:

Vg = L

0 (17
¢plx.y) =0 (wylel=an
M, = —D{::‘i-“iﬂx-}’} +i1—w) (c‘us o ﬁ‘if:.y} + sin‘ @ ﬁ‘i(:f,y} + sinZa E‘I;F;f} J} =0, (xyler=an

Bu denklemde p yayilh yiikidi, D plakanin egilme
rijitligini,v Poisson’s oranini, « ise sinirlarda yiizey normali-
nin x-ekseni ile yapmis oldugu aciy1 ifade etmektedir. Prob-
lemde sinir kosullar1 olarak deformasyon ve moment sifir
olarak tanimlanmaktadir. Problemin analitik ¢6ziimii (Na-
vier seri ¢oziimii) Esitlik (18) ile verilmektedir [23].

() =%ii

m=1n=1

sin(mmnx) sin(nmy)
mn(m? + n?)?

(18)

Esitlik (18)’de m ve n tek sayidir. Analitik ¢oziimiin
elde edilmesinde ilk 100 terim kullanilmistir. Bu degerin
secilmesinin nedeni, diger tiim terimlerin toplam etkisinin
101%dan daha az olmasidir. Test probleminde p/D = 1

olarak alinmaistr.

Sekil 12°de plaka egilmesi problemi i¢in karesel hatanin
farkli nokta dagilimi ve nokta sayisi i¢in € parametresine
gore degisimi verilmistir. Test edilen diger problemlerde
oldugu gibi IMQ ve Gauss RTF’lerinde hatayr minimum
yapan optimum bir € degeri hem diizgiin hem de Halton
nokta dagilimi igin gézlemlenmistir. Benzer davranis Siniis-
RTF igin 225 nokta sayisinda gozlemlenmistir. Nokta
sayis1 625 oldugunda ise, diger test problemlerinde oldugu
gibi Siniis-RTF i¢in hatanin belirli bir degerden diisiik
oldugu bir € araligi ortaya ¢ikmistir. 625 nokta sayisi ve
Halton nokta dagiliminda tiim RTF’ler i¢in minimum hata
degerleri diger test problemlerine kiyasla artmistir fakat
bu oran Siniis-RTF i¢in daha belirgindir. Sonuglarin daha
iyi degerlendirilebilmesi i¢in minimum karesel hata ve bu
hatanin elde edildigi € parametresi degerleri tim RTF’ler
icin Tablo 2’de verilmektedir.

RMS Hatasi

107 oo Gauss = |
E Siniis E|

RMS Hatasi

RMS Hatasi

RMS Hatasi

Sekil 12. Farkli nokta dagilim1 ve nokta sayisi i¢in € parametresine gore karesel hatanin degisimi: (a) 225 nokta diizgiin dagilim, (b) 625
nokta diizglin dagilim, (¢) 225 nokta Halton dagilimi, (d) 625 nokta Halton dagilimi
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Tablo 2. Minimum karesel hatanin elde edildigi € degerleri

Isim IMQ Gauss Siniis
Nokta sayisi ve dagilimi 225 625 225 625 225 625 225 625 225 625 225 625
(H-Halton, D-Diizgiin) D D H H D D H H D D H H
Minimum hata (x1077) 2.29 1.00 1.05 12.11 0.98 1.95 0.66 6.71 0.47 1.43 0.75 74.29
€ 1.97 1.71 1.11 1.18 343 4.22 3.06 4.52 20.78 22.28 22.80 18.52
10% ¢ T 10 g7 i g
E i e | WA F -=-=--IMQ 3
10" Errr e e Gauss 10" E e GAUSS [ 5
E Sinls I Sinis | 1
10° - 100 -
107k T 3
g 10‘2% ; g |
LS : &
T q0% <+ T
N B g "]
B 10e 1 2

10k
10% &
10-7 |-
10% =
10’ 10°
Nokta Sayisi
(2)

Evvmnl i o

10?
Nokta Sayisi

(b)

Sekil 13. Farkli nokta dagilim1 ve nokta sayisi i¢in karesel hatanin degisimi: (a) Diizgiin nokta dagilimi, (b) Halton nokta dagilimi

Karesel hatanin sabit € parametresi i¢in nokta sayisina
bagli olarak degisimi 4. mertebe eliptik problem icin Sekil
13’te gosterilmistir. Diger problemlerden farkli olarak, € de-
gerleri IMQ, Gauss ve Siniis RTF’ler icin sirasiyla € = 2,
€ = 4 ve € = 10 olarak alinmistir. Karesel hatanin genel dav-
ranist, Sinis ve IMQ RTF’leri i¢in benzerlik gdstermekte-
dir. Gauss RTF ise 6zellikle fazla nokta sayilarinda daha iyi
performans sergilemektedir. Nokta sayis1 belirli bir degeri
astiginda diger test problemlerinde oldugu gibi hata davra-
nisinda kararsizliklar olusmustur. Bu kararsizliklar Halton
nokta dagilimi i¢in daha belirgindir.

Coziim bolgesindeki hata davranisi 81 nokta i¢in Sekil
14’te verilmistir. Bu problemin Esitlik (18)’de verilen anali-
tik ¢coziimii eksenel simetriktir. Diizgiin nokta dagilimi i¢in
Gauss ve IMQ RTF’leri igin yaklagik ¢6ziimiin de simet-
rik oldugu hata sonuglarindan anlasilmaktadir. Fakat Hal-
ton nokta dagiliminda, noktalarin diizgiin olmayan dagili-
mindan dolay1 bu davranig bozulmaktadir. Siniis RTF’de ise
fonksiyonun harmonik davranisindan dolay: diizgiin nokta
dagilimi oldugu durumda dahi tam simetrik sonug elde edi-
lememistir. Diger test problemlerinde, bu problemde tiim
RBF’ler icin ortaya c¢ikan genel hata davranisi gézlemlen-
memistir. Ayrica, bu test probleminde Halton nokta dagilimi
diizgiin nokta dagilimima gore daha diisiik hata olugmasini
saglamistir.

107

3.5 Siniis-RTF Sonuglari ve Tartismalari

Sekil 3, 6, 9 ve 12°de verilen sonuglar incelendiginde,
Siniis-RTF kullanildigr durumlarda hatanin minimum ol-
dugu bir € araliginin oldugu ve bu araligin problemin tii-
riine, nokta dagilimia ve nokta sayisina gore farklilik gos-
terdigi goriilmiistiir. Ornek olarak, 2. mertebe diferansiyel
denklem iceren ilk ii¢ test probleminde diizgiin nokta dagi-
lim1 ve 225 nokta sayisi i¢in hatanin minimum oldugu aralik
yaklasik olarak 4 < € < 11 olarak degisirken, Halton nokta
dagilimi1 durumunda aralik 4 < € < 20 olarak gozlemlenmis-
tir. Nokta say1s1 625°¢e ¢iktiginda ise bu araligin 6zellikle {ist
sinirinin arttigr goriilmiistiir. Dolayisiyla nokta sayisi ile €
iist sinir1 arasinda bir iligskiden s6z edilebilir. 4. mertebe dife-
ransiyel denklem igeren son test probleminde ise 225 nokta
sayisi i¢in diizglin ve Halton nokta dagilimi durumunda bu
aralik sirasiyla 7 < € < 23 ve 14 < € < 32 olarak degismis-
tir. Her ne kadar sinir kosullarinda 1. mertebe terimler ice-
ren Uglincii test probleminde ilk iki test problemine kiyasla
€ araliginda ufak farkliliklar olsa da, bu farkliliklar 2. mer-
tebe terimleri igceren son test probleminde belirgin sekilde
ortaya ¢ikmaktadir.

Test edilen problemlerde Siniis-RTF’nin farkli nokta
sayilarinda ve € degerlerinde nasil bir davranis gosterdigi
Sekil 15°te gosterilmektedir. 2. mertebe problemlerde ge-
nis bir € araliginda ve diisiik nokta sayilarinda diisiik hata
mertebelerine erisilebilmistir. Diizgiin nokta dagiliminda
50, Halton nokta dagiliminda ise 40 nokta sayisindan
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baslayarak nokta sayisindaki artig ile orantili olarak ge-
nisleyen bir € araliginda diisiik hatalar elde edilebilmistir.
Plaka egilmesi probleminde ise optimum € araliginin daha
dar oldugu gdzlemlenmistir. Ozellikle Halton nokta dagi-
liminda nokta sayisinin 500’iin lizerine ¢ikmasiyla sayisal
kararsizliklar nedeniyle diger problemlerde hatanin digiik
oldugu 4 < € < 40 araliginda daha yiiksek hatalarin olus-
tugu goriilmistiir. Bu davranisa neden olan en dnemli et-
ken 4. mertebe problemlerde tiirevlerin daha fazla sayida
terime sahip olmasi ve ¢oziimiin bu terimlerin hassas ola-
rak elde edilmesine yakindan bagli olmasidir.

0
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IV. SONUCLAR

Yapilan ¢alismada agsiz yontemlerin bir kolu olan radyal
ozellige sahip temel fonksiyon yontemi i¢in yeni bir fonksi-
yon onerilmistir. Onerilen fonksiyon dort farkli problemde
test edilmistir. Elde edilen sonugclar, 6nerilen Siniis-RTF nin,
IMQ ve Gauss RTF’ye gore daha az nokta sayilarinda daha
diisiik hata degerlerine ulasabildigini gostermistir. Ayrica,
nokta sayisinin artmastyla kullanilabilecek optimum € arali-
ginin genisledigi ve nokta sayist ile € iist degerinin iliskili ol-
dugu goriilmiistiir. Dolayisiyla, 6nerilen Siniis-RTF’nin ag-
siz yontemlerde, IMQ ve Gauss RTF ye kiyasla bir alternatif
olarak kullanilabilecegi gosterilmistir.
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Sekil 14. 81 nokta sayisi i¢in farkli nokta dagiliminda ¢6ziim bdlgesindeki hata davranist: (a) IMQ-Diizgiin nokta dagilimi, (b) IMQ-
Halton nokta dagilimi, (¢) Gauss-Diizgiin nokta dagilimi, (d) Gauss-Halton nokta dagilimi, (e) Siniis RTF-Diizgiin nokta dagilim, (f)
Siniis RTF-Halton nokta dagilim1
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Sekil 15. Farkli nokta dagilimi, nokta sayist ve € parametresine gore Siniis-RTF icin karesel hatanin degisimi: (a) Poisson 1-Diizgiin
nokta dagilimi, (b) Poisson 1-Halton nokta dagilimi, (¢) Poisson 2-Diizgiin nokta dagilimi, (d) Poisson 2-Halton nokta dagilimi, (e)
Problem 3-Diizgiin nokta dagilimi, (f) Problem 3-Halton nokta dagilimi, (g) Problem 4-Diizgiin nokta dagilimi, (h) Problem 4-Halton
nokta dagilimi
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