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Oz

Bu calismada, Z§ X Zf x 78 uzayndaki serbest Z,7,Zg-toplamsal kodlarin tanimi yapilmis ve bu kodlarm

sayisi i¢in bir formiil elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer kod, serbest kod, toplamsal kod, Gauss binom katsayisi.

Counting Free Z,7Z4Zg-Additive Codes

Abstract

In this study, free Z,7Z,Zg-additive codes in the space of Z§ x Zf x 7§ are defined and obtained a formula

for the number of these codes.

Keywords: Lineer code, free code, additive code, Gaussian binomial coefficient.

1. Giris

kodlar1  kombinatorik  acidan

incelemek, yani lineer kodlarin alt lineer

Lineer

kodlarinin sayilarini bulmak olduk¢a dnemli

bir problemdir. Bu problem, cisimler
iizerinde lineer kodlar icin tamamiyla
cozlilmiistiir ve kodlarin sayis1 asagida
verilen Gauss binom katsayilar1 ile
gosterilmektedir.

n _ (@ =D -1 (¢" " -1)
[k]q T @ -DE@T D (gD
k=12,..

Ote yandan, halkalar {izerinde kodlarm
sayilar1 ile ilgili de ¢ok cesitli caligmalar
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yapilmistir (Delsarte, 1948; Djubjuk, 1948;
Yeh, 1948; Bhowmik, 1996; Saltiirk, 2013).

Delsarte (1973) de toplamsal kodlar1 ilk defa
birlesim semalarini esas alarak tanimlamuistir.
1997 yilinda degismeyen
propelineer kodlar tanimlanmis ve bu ikili
kodlarin Qg sekiz elemanli degismeli
olmayan quaterniyon grubu gostermek {izere,

Otelenme ile

Z,7,4Qg- in alt gruplarina izomorf olduklar1
ispatlanmistir (Pujol ve Rif4, 1997).

Birlesim semasinin Hamming semasi oldugu
durumda, yani degismeli grubun
mertebesinin 2™ oldugu durumda, toplamsal
kodlar degismeli Otelenme ile degismeyen
propelineer kodlarla cakisirlar. Boylece, bu
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tip degismeli gruplar, o+ 2f3 = n olmak
iizere, sadece Z,Z, formunda olacaktir (Pujol
ve Rifa, 1997). Buradan, ikili Hamming
semasindaki toplamsal kodlar yalnizca Z,7Z,

iin C alt gruplar1 olarak incelenir.

Z,7Z,4-toplamsal kodlarin cebirsel yapisi
Borges vd. (2010) tarafindan incelenmis ve
bu makalede Z,Z,-toplamsal kodlarin
standart haldeki iirete¢ ve kontrol matrisleri
belirlenmistir. Bu ¢alismayla beraber Z,Z,-
toplamsal kodlar bircok matematik¢inin
ilgisini ¢ekmis ve bugiine kadar bu konuyla
ilgili olarak cesitli calismalar yapilmistir
(Bilal vd. 2011; Bilal vd. 2010; Fernandez-
Cordoba vd. 2010).

Aydogdu ve Siap (2013) de, Z,Zg-toplamsal
kodlar i¢in bir formiil elde ettiler. Benzer
sekilde Dougherty ve Saltiirk (2015) de
serbest Z,7Z,-toplamsal kodlar1 tanimlayarak
hem serbest Z,Z,-toplamsal kodlar hem de
herhangi bir tipteki Z,Z,-toplamsal kodlarin
sayilar1 i¢in formiiller verdiler.

Aydogdu ve Girsoy (2019) da, Z,7Z,Zg-
toplamsal devirli kodlar1
Bu kodlar Z,Z,-toplamsal
kodlarm bir genellemesi olarak gorilebilir.
Calisgkan ve Balik¢1 (2019) da herhangi bir
tipteki Z,7Z,Zg-toplamsal kodlarin sayisi i¢in

literatiire
kazandirdilar.

bir formul verdiler.

Bu calismada, s adet vektor ile firetilen
(a,6,0; 0,0,0,5,0,0) tipindeki  serbest
Z,747g-toplamsal kodu tanimlanarak bu
kodlarin sayisinin

N = 2sla+2p+2(6-5)] [9]
Si2

oldugu gosterilmistir.

2. 7Z,747g-Toplamsal Kodlarin Uretec
Matrisi

Z,, 7.4 Ve Zg sirasiyla modiilo 2, modiilo 4 ve
modiilo 8’e gore tamsayilar halkasi olmak
uzere

ZZZ‘}ZS = {(u, v, W)lu € ZZIU € Z4'W € Z8}

kiimesi toplamaya gore kapali olup, d € Zg
icin

d-(u,v,w) =
(d-umod2,d-vmod4,d-wmod 8)

carpma islemi ile bir Zg-modiildiir (Aydogdu
ve Giirsoy 2019).

Tanmm 2.1. o, B ve 0 pozitif tamsayilar

olmak tizere, Z§ XZf x Z8 uzaymm alt
grubu olan bir C koduna bir Z,7Z,Zg-
toplamsal kod denir (Aydogdu ve Giirsoy
2019).

Bu tanmma gore C kodu ii¢ kisimdan
olusmaktadir. ilk o koordinatlarindaki
elemanlar Z, den, sonraki B
koordinatlarindaki elemanlar Z, den ve son
kissmda bulunan 6  koordinatlarindaki
elemanlar ise Zg halkasindan gelmektedir. C,

7% X 78 x 78 nn
ko k1 k> ks kq ks
L, XLy X Ly* X Lg® X Ly" X L,

seklindeki bir alt grubuna izomorfik olup, C
ve (a,pB,0; ko, ky,ky, k3, ks, ks) tipinde bir
Z,747g-toplamsal kod denir (Aydogdu ve
Giirsoy 2019).

C, (a,B,0; ko, kq,ky, k3, ks, ks) tipinde bir
Z.,7.,7.g-toplamsal kod olsun. Bu durumda bu
kodun iirete¢ matrisi asagidaki gibi bir
standart formdaki iireteg matrise
permiitasyon denktir,
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/Iko 1/]0 0 21,10 O 0 4T2\
0 5 |lks Bor Boz 0 0 2T; 2T,
|0 0|0 24, 2B,|0 0 0 4T
| 0 S510 Sy Soz Ik3 Aoy Ap Apz |
\0 S5 10 0 25,|0 2k, 24p 2A13)
0 olo 0 o010 0 4l 443
Burada, AOl,S_l,S_z,.S_'g, Zz tizerinde
matrisler, By, Biz, So2,S12 matrisleri Z,

iizerinde matrisler, T,,Ts ve A;3 0<i <2
icin Zg iizerinde matrislerdir. Byq, So1, T1
{0,1} <€ Z, den,
Ay1, T, matrislerinin tiim bilesenleri {0,1} S
Zg den ve T3, Aq,, Ay, matrislerinin tim
bilesenleri {0,1,2,3} € Zg den gelmektedir.
C, 2ko2Zkipk2p3ksp2kanks  tane
kods6z igermektedir (Aydogdu ve Giirsoy
2019).

matrislerinin  bilesenleri

Ayrica

Tamm 2.2. vy, v,, ...,V € Zg olmak {izere,
egery®  a;v; =0 iken her i i¢in a; =
oluyorsa vektor kiimesine lineer bagimsiz
denir. Eger XX, a;v; =0 iken her i igin
a; = {0,2,4} oluyorsa vektor kiimesine
modiiler bagimsiz denir (Dougherty ve
Fernandez-Cordoba, 2011).

Zg tuizerindeki kodlar i¢in modiiler bagimsiz
iirete¢c kiimesi en kiigiik iirete¢c kiimesidir.
Boylece standart formda verilen iireteg
matrisindeki satirlar modiiler bagimsizdirlar

(Park, 2009).

Tamm 2.3. Bir R halkasi iizerinde herhangi
bir kod, s adet linecer bagimsiz vektor ile
iiretiliyorsa bu koda serbest kod denir.

3. Serbest Z,7Z47.g-Toplamsal Kodlar

Tamm 3.1. Herhangi bir Z,Z,Zg-toplamsal
C kodu i¢in, eger her 2 mertebeli u € C ve 4
mertebeli v € C vektorleri igin u = w, +
olacak
sekilde wy, w, € C vektorleri bulunabiliyorsa
C koduna bir serbest kod denir.

W1+W1+W1 ve u:W2+W2

Goruldugi gibi Z,Z,7Zg-toplamsal kodlar
icin serbestlik tanimi halkalar iizerindeki
lineer bagimsiz kiime ile yapilan serbestlik
tanimindan farklidir. Herhangi bir serbest
Z,747.g-toplamsal kod i¢in standart formdaki
lirete¢ matrisi

(S 1So2l T, Aos)

seklinde olup, s vektor tarafindan iiretilen bir

serbest Z,7.4,7g-toplamsal kod
(a,B,6; 0,0,0,s,0,0) tipindedir.

Lemma 3.2. C herhangi bir Z,7Z,Z¢-
toplamsal kod ve i =1,2,..,k icin v; =
(viy, Vi, v1,) € 78 X T8 x T8 olsun.

Vq,Vy, ...,V € C vektorlerinin  bir serbest
kod {retebilmesi i¢in gerek yeter kosul
V1, Uz, ey Vi, vektorlerinin bir serbest Zg

kodunu uretmesidir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢, 8 mertebeli bir
Z,7Z47g vektor olsun. Bu durumda ¢ + ¢ +
¢ + ¢ # 0 dir ve cy bir ikili kod oldugundan
cx+tcextcex+ex =0 ve cy+cy+cey+
cy = 0 dir. Dolayisiyla 4c; # 0 ve ¢ nin Zg
kismi 8 mertebelidir. Buradan, bir Z,Z,Zg
vektoriin 8 mertebeli olabilmesi i¢in gerek
yeter kosulun onun Zg kisminin 8 mertebeli
olmas1 gerektigi elde edilir.

Simdi sirasiyla Z,Z,Zg-toplamsal kodun, 8
mertebeli bir vektoriin kat1 olmayan 2
mertebeli ve 4
icermedigini yani Z,Z,Zg-toplamsal kodun
bir serbest kod oldugunu gosterelim.

mertebeli  vektorler

Wy, W,, ..., Wy, € C vektorleri bir serbest Zg
kodunu {reten lineer bagimsiz vektorler
olsun. Eger bir w vektéri bu kodda 2
mertebeli vektor ise, a; € Zg i¢in

w = CZlWl + a2W2 + .- +aka
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oldugu elde edilir. w, 2 mertebeli bir vektor
oldugundan,

2w = 2(“1W1 + a,w,p + .- +aka) =0

dir. Bu ise vektorlerin lineer bagimsiz
olmalarindan dolay1 her bir a; nin ya 0 ya da
4 olmasmi gerektirir. al'=% olsun. Bu
durumda o,w; + d,w, + -+ +dw;, vektori
8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer
bagimsiz vektorler tarafindan {iretilen bir
serbest Zg kodda 2 mertebeli her vektoriin 8
mertebeli bir vektoriin herhangi bir kati
olmasi gerektigini ispatlar.

Benzer sekilde eger w bu kodda 4 mertebeli
bir vektor ise, 5; € Zg i¢in

W = Biwy + Bow, + - B wy

oldugu kabul edilsin. W, 4 mertebeli bir
vektor oldugundan,

AW = 4(Bywy + Bowy + - +Bwy) =0

dir. Bu ise vektorlerin lineer bagimsiz
olmalarmdan dolay1 her bir 8; nin ya 0 ya da

:Bl,: %
durumda S,w; + S,w, + -+ +S,w;, vektorii
8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer
bagimsiz vektorler tarafindan {retilen bir
serbest Zg kodda 4 mertebeli her vektoriin 8

mertebeli bir vektoriin herhangi bir kati
olmas1 gerektigini ispatlar.

2 olmasmi gerektirir. olsun. Bu

Lemma 3.3. Z¢ X ZF x 7§ da bir serbest

Z,7,47g-toplamsal kodu fireten s tane

vektorii segmenin yollarinin sayisi

s—1
N = 1_[(89 _ 492i)2a+ZB
i=0

drr.

Ispat: (Dougherty ve Saltiirk 2014) deki
Lemma 2.3, Zg ¢ uygulandiginda s adet
lineer vektorlerini

bagimsiz se¢cmenin

yollarmin sayis1
(89 —49)(8% —2-49)... (89 — 2571 - 45)
dir.

Diger taraftan, bu durumda bir vektoriin her
bir se¢cimi eslik eden ikili ve dortli
vektorlerin se¢cimini verir. Yani Lemma 3.2.
den dolayi, v;, ve v;, lerin ne olduklari
onemsizdir. Dolaysiyla, bir serbest kodu
tireten s adet vektorlerinin se¢im yollarmin
sayisl

(89 _ 49)2a+23(89 —-2. 49)2a+2ﬁ (89
_ 25—1 . 49)2a+2ﬁ

dir.

Lemma 3.4. Z¢ X 7P x 7§ da s vektor
tarafindan {retilen bir Lyl g
toplamsal kodun bir en kiiclik iireteg
kiimesini bulmanin yollarinin sayis1

serbest

s—1

D = 2%" H(zs — 21

i=0
dir.

Ispat: Buradaki sayma islemi Lemma 3.3.
dekine benzer olup, ikili ve dorthi kisimlar
icin secimler dikkate
alimmayacagmndan, s vektor tarafindan
tiretilen bir serbest Z,Z,Zg-toplamsal kodun
bir en kiiciik trete¢ kiimesini bulmanin
yollarinin sayis1

serbest

(85 —45)(85 — 2-4%) - (85 — 2571 - 4%)

olarak elde edilir.
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Teorem 35. Z¢ x7ZF x 78 da s vektér
tarafindan tretilen serbest Z,Z,7Zg-toplamsal
kodlarin sayis1

N = 2sla+2p+2(6-5)] [9]
Sd2

drr.

Ispat: Pay kismi1 Lemma 3.3. den ve payda
kism1 Lemma 3.4. den gelmek lizere,

(89 _ 49)2a+2ﬁ(89 —2. 40)2a+2ﬁ (89 —s-1, 4‘9)20(+2ﬁ>

N =

(85 — 45)(85 — 2. 45) (85 — 2s-1. 45)

_ (49) 25040 [(2° — 1)(2° — 2)(2° - 22) - (2° - zs-l)l

(4°)°

— psla+2p+2(0-5)] [9]
S32

bulunur.

Ornek 3.6. C, (2,1,1,0,0,0,1,0,0) tipinde bir
serbest Z,7,7Zg-toplamsal kod olsun. Bu
kodlarm sayisi,

21[2+2:142(1-1)] [ﬂ — 16
2

dir. Bu kodlarin iirete¢ matrisleri x,y € Z,
ve z € Z, olmak lizere agsagidaki gibidir

(7 B1)

Z§ X Zf x Z8 da s vektdr tarafindan iiretilen

serbest 7Z,7,Zg-toplamsal kodlarin sayisi

{a, f ’ 9} ile gdsterilsin, yani

PO _ -1 [0
{a f 9} _ 25[a+2[3+2(9 $)] [S]Z

olsun. Bu durumda asagida verilen yinelenmeli
bagintiya sahip oluruz.

Teorem 3.7.

{a,ﬂ, 6} _ pat2p+2(6-s) {a, [3,91— 1} +
23s{sa,€,_91—1}. 0T

(25 — 1)(25 — 2)(25 — 22) (25 — 25—1)

Ispat:

2a+2B+2(6-5) {05; B, 0 1— 1} 4 23s {a, ,8,91— 1}
s— s —

= pa+2B+2(8-5)p(s-D[a+2p+2(6-1-(s-1)] [9 -1
s—1 2
4+ 23spslat2p+2(9-1-5)] [9 - 1]
S 12

_ osla+2B+2(6-9)] ( z: ﬂz + s [9 ; 1]2>

— psla+2B+2(6-5)] [z] _ {a, B, 0}.
2 S

4. Sonug

Bu calismada oOncelikle serbest Z,7,7Zg-
toplamsal kodlarin tanimi verilmis ve Z,7Z,Z.g-
toplamsal kodlarin sayisini veren formiilden
Z.,7.,7.g-toplamsal
kodlarin sayisini veren formiil elde edilmistir.

yararlanilarak  serbest
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