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Öz 

Bu çalışmada, ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃 uzayındaki serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodların tanımı yapılmış ve bu kodların 

sayısı için bir formül elde edilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler:  Lineer kod, serbest kod, toplamsal kod, Gauss binom katsayısı. 

 

Counting Free ℤ𝟐ℤ𝟒ℤ𝟖-Additive Codes 

Abstract 

In this study, free ℤ2ℤ4ℤ8-additive codes in the space of  ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  are defined and obtained a formula 

for the number of these codes. 

 

Keywords: Lineer code, free code, additive code, Gaussian binomial coefficient. 

 

1. Giriş 

Lineer kodları kombinatorik açıdan 

incelemek, yani lineer kodların alt lineer 

kodlarının sayılarını bulmak oldukça önemli 

bir problemdir. Bu problem, cisimler 

üzerinde lineer kodlar için tamamıyla 

çözülmüştür ve kodların sayısı aşağıda 

verilen Gauss binom katsayıları ile 

gösterilmektedir. 

[
𝑛
𝑘
]
𝑞
=
(𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛−1 − 1)⋯(𝑞𝑛−𝑘+1 − 1)

(𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘−1 − 1)⋯(𝑞 − 1)
,  

𝑘 = 1,2,…. 

 Öte yandan, halkalar üzerinde kodların 

sayıları ile ilgili de çok çeşitli çalışmalar 

yapılmıştır (Delsarte, 1948; Djubjuk, 1948; 

Yeh, 1948;  Bhowmik, 1996; Saltürk, 2013).  

 Delsarte (1973) de toplamsal kodları ilk defa 

birleşim şemalarını esas alarak tanımlamıştır.  

1997 yılında ötelenme ile değişmeyen 

propelineer kodlar tanımlanmış ve bu ikili 

kodların ℚ8 sekiz elemanlı değişmeli 

olmayan quaterniyon grubu göstermek üzere, 

ℤ2ℤ4ℚ8- in alt gruplarına izomorf oldukları 

ispatlanmıştır (Pujol ve Rifá, 1997). 

Birleşim şemasının Hamming şeması olduğu 

durumda, yani değişmeli grubun 

mertebesinin 2𝑛 olduğu durumda, toplamsal 

kodlar değişmeli ötelenme ile değişmeyen 

propelineer kodlarla çakışırlar. Böylece, bu 
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tip değişmeli gruplar, α + 2β = 𝑛 olmak 

üzere, sadece ℤ2ℤ4 formunda olacaktır (Pujol 

ve Rifá, 1997). Buradan, ikili Hamming 

şemasındaki toplamsal kodlar yalnızca ℤ2ℤ4 

ün 𝐶 alt grupları olarak incelenir. 

ℤ2ℤ4-toplamsal kodların cebirsel yapısı 

Borges vd. (2010) tarafından incelenmiş ve 

bu makalede ℤ2ℤ4-toplamsal kodların 

standart haldeki üreteç ve kontrol matrisleri 

belirlenmiştir. Bu çalışmayla beraber ℤ2ℤ4-

toplamsal kodlar birçok matematikçinin 

ilgisini çekmiş ve bugüne kadar bu konuyla 

ilgili olarak çeşitli çalışmalar yapılmıştır 

(Bilal vd. 2011; Bilal vd. 2010; Fernández-

Córdoba vd. 2010). 

Aydoğdu ve Şiap (2013) de, ℤ2ℤ8-toplamsal 

kodlar için bir formül elde ettiler. Benzer 

şekilde Dougherty ve Saltürk (2015) de 

serbest ℤ2ℤ4-toplamsal kodları tanımlayarak 

hem serbest ℤ2ℤ4-toplamsal kodlar hem de 

herhangi bir tipteki ℤ2ℤ4-toplamsal kodların 

sayıları için formüller verdiler.  

Aydoğdu ve Gürsoy (2019) da, ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal devirli kodları literatüre 

kazandırdılar. Bu kodlar ℤ2ℤ4-toplamsal 

kodların bir genellemesi olarak görülebilir. 

Çalışkan ve Balıkçı (2019) da herhangi bir 

tipteki ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodların sayısı için 

bir formül verdiler. 

Bu çalışmada, s adet vektör ile üretilen 

(𝛼, 𝛽, 𝜃;  0, 0,0, 𝑠, 0, 0) tipindeki serbest 

ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodu tanımlanarak bu 

kodların sayısının 

𝑁 = 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] [
𝜃
𝑠
]
2
 

olduğu gösterilmiştir. 

2. ℤ𝟐ℤ𝟒ℤ𝟖-Toplamsal Kodların Üreteç 

Matrisi 

ℤ2, ℤ4 ve ℤ8 sırasıyla modülo 2, modülo 4 ve 

modülo 8’e göre tamsayılar halkası olmak 

üzere  

ℤ2ℤ4ℤ8 = {(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝑢 ∈ ℤ2, 𝑣 ∈ ℤ4, 𝑤 ∈ ℤ8} 

kümesi toplamaya göre kapalı olup, 𝑑 ∈ ℤ8 

için 

𝑑 ∙ (𝑢, 𝑣,𝑤) = 

(𝑑 ∙ 𝑢 𝑚𝑜𝑑 2, 𝑑 ∙ 𝑣 𝑚𝑜𝑑 4, 𝑑 ∙ 𝑤 𝑚𝑜𝑑 8) 

çarpma işlemi ile bir ℤ8-modüldür (Aydoğdu 

ve Gürsoy 2019). 

Tanım 2.1. α, β ve θ pozitif tamsayılar 

olmak üzere, ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  uzayının alt 

grubu olan bir 𝐶 koduna bir ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal kod denir (Aydoğdu ve Gürsoy 

2019). 

Bu tanıma göre 𝐶 kodu üç kısımdan 

oluşmaktadır. İlk α koordinatlarındaki 

elemanlar ℤ2 den, sonraki β 

koordinatlarındaki elemanlar ℤ4 den ve son 

kısımda bulunan θ koordinatlarındaki 

elemanlar ise ℤ8 halkasından gelmektedir. 𝐶, 

ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  nın  

ℤ2
𝑘0 × ℤ4

𝑘1 × ℤ2
𝑘2 × ℤ8

𝑘3 × ℤ4
𝑘4 × ℤ2

𝑘5 

şeklindeki bir alt grubuna izomorfik olup, 𝐶 

ye (𝛼, 𝛽, 𝜃; 𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5) tipinde bir 

ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kod denir (Aydoğdu ve 

Gürsoy 2019). 

𝐶, (𝛼, 𝛽, 𝜃; 𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5) tipinde bir 

ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kod olsun. Bu durumda bu 

kodun üreteç matrisi aşağıdaki gibi bir 

standart formdaki üreteç matrise 

permütasyon denktir, 
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(

 
 
 
 

𝐼𝑘0 �̅�01

0 �̅�1
0 0
0 �̅�2
0 �̅�3
0 0

|

|

0 0 2𝑇1
𝐼𝑘1 𝐵01 𝐵02
0 2𝐼𝑘2 2𝐵12
0 𝑆01 𝑆02
0 0 2𝑆12
0 0 0

|

|

0 0 0 4𝑇2
0 0 2𝑇3 2𝑇4
0 0 0 4𝑇5
𝐼𝑘3 𝐴01 𝐴02 𝐴03
0 2𝐼𝑘4 2𝐴12 2𝐴13
0 0 4𝐼𝑘5 4𝐴23)

 
 
 
 

 

Burada,  �̅�01, 𝑆1̅, 𝑆2̅, 𝑆3̅, ℤ2 üzerinde 

matrisler,  𝐵02, 𝐵12,  𝑆02 , 𝑆12 matrisleri ℤ4 

üzerinde matrisler, 𝑇4, 𝑇5 ve 𝐴𝑖3 0 ≤ 𝑖 ≤ 2 

için ℤ8 üzerinde matrislerdir. 𝐵01, 𝑆01, 𝑇1  

matrislerinin bileşenleri {0,1} ⊆ ℤ4 den, 

𝐴01, 𝑇2 matrislerinin tüm bileşenleri {0,1} ⊆

ℤ8 den ve 𝑇3, 𝐴12, 𝐴02 matrislerinin tüm 

bileşenleri {0,1,2,3} ⊆ ℤ8 den gelmektedir. 

Ayrıca 𝐶, 2𝑘022𝑘12𝑘223𝑘322𝑘42𝑘5  tane 

kodsöz içermektedir (Aydoğdu ve Gürsoy 

2019). 

Tanım 2.2. 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 ∈ ℤ8 olmak üzere, 

eğer∑ 𝛼𝑖𝑣𝑖 = 0
𝑘
𝑖=1  iken her i için 𝛼𝑖 = 0 

oluyorsa vektör kümesine lineer bağımsız 

denir. Eğer ∑ 𝛼𝑖𝑣𝑖 = 0
𝑘
𝑖=1  iken her i için 

𝛼𝑖 = {0,2,4} oluyorsa vektör kümesine 

modüler bağımsız denir (Dougherty ve 

Fernández-Córdoba, 2011). 

ℤ8 üzerindeki kodlar için modüler bağımsız 

üreteç kümesi en küçük üreteç kümesidir. 

Böylece standart formda verilen üreteç 

matrisindeki satırlar modüler bağımsızdırlar 

(Park, 2009). 

Tanım 2.3. Bir R halkası üzerinde herhangi 

bir kod, s adet lineer bağımsız vektör ile 

üretiliyorsa bu koda serbest kod denir. 

3. Serbest ℤ𝟐ℤ𝟒ℤ𝟖-Toplamsal Kodlar 

Tanım 3.1. Herhangi bir ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal 

𝐶 kodu için, eğer her 2 mertebeli 𝑢 ∈ 𝐶 ve 4 

mertebeli 𝑣 ∈ 𝐶 vektörleri için 𝑢 = 𝑤1 +

𝑤1 +𝑤1 + 𝑤1 ve 𝑢 = 𝑤2 +𝑤2 olacak 

şekilde 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐶 vektörleri bulunabiliyorsa 

𝐶 koduna bir serbest kod denir. 

Görüldüğü gibi ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodlar 

için serbestlik tanımı halkalar üzerindeki 

lineer bağımsız küme ile yapılan serbestlik 

tanımından farklıdır. Herhangi bir serbest 

ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kod için standart formdaki 

üreteç matrisi 

(𝑆2̅ |𝑆02| 𝐼𝑘3 𝐴03) 

şeklinde olup, s vektör tarafından üretilen bir 

serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kod 

(𝛼, 𝛽, 𝜃;  0, 0,0, 𝑠, 0, 0) tipindedir. 

Lemma 3.2. 𝐶 herhangi bir ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal kod ve 𝑖 = 1,2,… , 𝑘  için 𝑣𝑖 =

(𝑣𝑖𝑋 , 𝑣𝑖𝑌 , 𝑣𝑖𝑍) ∈ ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃 olsun. 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 ∈ 𝐶 vektörlerinin bir serbest 

kod üretebilmesi için gerek yeter koşul 

𝑣1𝑍 , 𝑣2𝑍 , … , 𝑣𝑘𝑍vektörlerinin bir serbest ℤ8 

kodunu üretmesidir.  

İspat: Kabul edelim ki 𝑐, 8 mertebeli bir 

ℤ2ℤ4ℤ8 vektör olsun. Bu durumda 𝑐 + 𝑐 +

𝑐 + 𝑐 ≠ 0 dır ve 𝑐𝑋 bir ikili kod olduğundan 

𝑐𝑋 + 𝑐𝑋 + 𝑐𝑋 + 𝑐𝑋 = 0 ve 𝑐𝑌 + 𝑐𝑌 + 𝑐𝑌 +

𝑐𝑌 = 0  dır. Dolayısıyla 4𝑐𝑍 ≠ 0 ve 𝑐 nin ℤ8 

kısmı 8 mertebelidir. Buradan, bir ℤ2ℤ4ℤ8 

vektörün 8 mertebeli olabilmesi için gerek 

yeter koşulun onun ℤ8 kısmının 8 mertebeli 

olması gerektiği elde edilir. 

Şimdi sırasıyla ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodun, 8 

mertebeli bir vektörün katı olmayan 2 

mertebeli ve 4 mertebeli vektörler 

içermediğini yani ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodun 

bir serbest kod olduğunu gösterelim. 

𝑤1, 𝑤2, … ,𝑤𝑘 ∈ 𝐶 vektörleri bir serbest ℤ8 

kodunu üreten lineer bağımsız vektörler 

olsun. Eğer bir 𝑤 vektörü bu kodda 2 

mertebeli vektör ise, 𝛼𝑖 ∈ ℤ8 için 

𝑤 = 𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2 +⋯+𝛼𝑘𝑤𝑘   
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olduğu elde edilir. 𝑤, 2 mertebeli bir vektör 

olduğundan, 

2𝑤 = 2(𝛼1𝑤1 + 𝛼2𝑤2 +⋯+𝛼𝑘𝑤𝑘) = 0  

dır. Bu ise vektörlerin lineer bağımsız 

olmalarından dolayı her bir 𝛼𝑖 nin ya 0 ya da 

4 olmasını gerektirir.  𝛼𝑖 =́
𝛼𝑖

4
 olsun. Bu 

durumda 𝛼1́𝑤1 + 𝛼2́𝑤2 +⋯+𝛼�́�𝑤𝑘  vektörü 

8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer 

bağımsız vektörler tarafından üretilen bir 

serbest ℤ8 kodda 2 mertebeli her vektörün 8 

mertebeli bir vektörün herhangi bir katı 

olması gerektiğini ispatlar. 

Benzer şekilde eğer �́� bu kodda 4 mertebeli 

bir vektör ise, 𝛽𝑖 ∈ ℤ8 için 

�́� = 𝛽1𝑤1 + 𝛽2𝑤2 +⋯+𝛽𝑘𝑤𝑘   

olduğu kabul edilsin. �́�, 4 mertebeli bir 

vektör olduğundan, 

4�́� = 4(𝛽1𝑤1 + 𝛽2𝑤2 +⋯+𝛽𝑘𝑤𝑘) = 0  

dır. Bu ise vektörlerin lineer bağımsız 

olmalarından dolayı her bir 𝛽𝑖 nin ya 0 ya da 

2 olmasını gerektirir.  𝛽𝑖 =́
𝛽𝑖

2
 olsun. Bu 

durumda 𝛽1́𝑤1 + 𝛽2́𝑤2 +⋯+𝛽�́�𝑤𝑘  vektörü 

8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer 

bağımsız vektörler tarafından üretilen bir 

serbest ℤ8 kodda 4 mertebeli her vektörün 8 

mertebeli bir vektörün herhangi bir katı 

olması gerektiğini ispatlar. 

Lemma 3.3. ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  da bir serbest 

ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodu üreten 𝑠 tane 

vektörü seçmenin yollarının sayısı 

𝑁 =∏(8𝜃 − 4𝜃2𝑖)2𝛼+2𝛽
s−1

𝑖=0

 

dır. 

İspat: (Dougherty ve Saltürk 2014) deki 

Lemma 2.3, ℤ8 e uygulandığında 𝑠 adet 

lineer bağımsız vektörlerini seçmenin 

yollarının sayısı 

(8𝜃 − 4𝜃)(8𝜃 − 2 ∙ 4𝜃)⋯ (8𝜃 − 2𝑠−1 ∙ 4𝜃) 

dır. 

Diğer taraftan, bu durumda bir vektörün her 

bir seçimi eşlik eden ikili ve dörtlü 

vektörlerin seçimini verir. Yani Lemma 3.2. 

den dolayı, 𝑣𝑖𝑋 ve 𝑣𝑖𝑌  lerin ne oldukları 

önemsizdir. Dolaysıyla, bir serbest kodu 

üreten 𝑠 adet vektörlerinin seçim yollarının 

sayısı 

(8𝜃 − 4𝜃)2𝛼+2𝛽(8𝜃 − 2 ∙ 4𝜃)2𝛼+2𝛽⋯(8𝜃

− 2𝑠−1 ∙ 4𝜃)2𝛼+2𝛽  

dır. 

Lemma 3.4. ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  da 𝑠 vektör 

tarafından üretilen bir serbest ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal kodun bir en küçük üreteç 

kümesini bulmanın yollarının sayısı 

𝐷 = 22𝑠
2
∏(2𝑠 − 2𝑖)

s−1

𝑖=0

 

dır. 

İspat: Buradaki sayma işlemi Lemma 3.3. 

dekine benzer olup, ikili ve dörtlü kısımlar 

için serbest seçimler dikkate 

alınmayacağından, 𝑠 vektör tarafından 

üretilen bir serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodun 

bir en küçük üreteç kümesini bulmanın 

yollarının sayısı 

(8𝑠 − 4𝑠)(8𝑠 − 2 ∙ 4𝑠)⋯ (8𝑠 − 2𝑠−1 ∙ 4𝑠) 

olarak elde edilir. 
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Teorem 3.5. ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  da 𝑠 vektör 

tarafından üretilen serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal 

kodların sayısı 

𝑁 = 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] [
𝜃
𝑠
]
2
 

 

 

 

  

𝑁 

bulunur. 

bulunur. 

Örnek 3.6. 𝐶, (2,1,1,0,0,0,1,0,0) tipinde bir 

serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kod olsun. Bu 

kodların sayısı, 

21[2+2∙1+2(1−1)] [
1
1
]
2
= 16 

dir. Bu kodların üreteç matrisleri 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ2 

ve 𝑧 ∈ ℤ4 olmak üzere aşağıdaki gibidir 

(𝑥 𝑦 |𝑧| 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

ℤ2
𝛼 × ℤ4

𝛽
× ℤ8

𝜃  da 𝑠 vektör tarafından üretilen 

serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal kodların sayısı 

{
𝛼, 𝛽, 𝜃
𝑠

}  ile gösterilsin, yani 

{
𝛼, 𝛽, 𝜃
𝑠

} = 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] [𝜃
𝑠
]
2
 

olsun. Bu durumda aşağıda verilen yinelenmeli 

bağıntıya sahip oluruz. 

Teorem 3.7.  

 {
𝛼, 𝛽, 𝜃
𝑠

} = 2𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠) {
𝛼, 𝛽, 𝜃 − 1
𝑠 − 1

} +

23𝑠 {
𝛼, 𝛽, 𝜃 − 1
𝑠 − 1

} . 

 

dır.  

İspat: Pay kısmı Lemma 3.3. den ve payda 

kısmı Lemma 3.4. den gelmek üzere, 

 

 

 

 

 

 

İspat:  

2𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠) {
𝛼, 𝛽, 𝜃 − 1
𝑠 − 1

} + 23𝑠 {
𝛼, 𝛽, 𝜃 − 1
𝑠 − 1

} 

= 2𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)2(𝑠−1)[𝛼+2𝛽+2(𝜃−1−(𝑠−1))] [
𝜃 − 1
𝑠 − 1

]
2

+ 23𝑠2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−1−𝑠)] [
𝜃 − 1
𝑠
]
2
 

= 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] ([
𝜃 − 1
𝑠 − 1

]
2
+ 2𝑠 [

𝜃 − 1
𝑠
]
2
) 

= 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] [
𝜃
𝑠
]
2
= {
𝛼, 𝛽, 𝜃
𝑠
}. 

4. Sonuç 

Bu çalışmada öncelikle serbest ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal kodların tanımı verilmiş ve ℤ2ℤ4ℤ8-

toplamsal kodların sayısını veren formülden 

yararlanılarak serbest ℤ2ℤ4ℤ8-toplamsal 

kodların sayısını veren formül elde edilmiştir. 
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𝑁 =
(8𝜃 − 4𝜃)2𝛼+2𝛽(8𝜃 − 2 ∙ 4𝜃)2𝛼+2𝛽⋯(8𝜃 − 2𝑠−1 ∙ 4𝜃)2𝛼+2𝛽

(8𝑠 − 4𝑠)(8𝑠 − 2 ∙ 4𝑠)⋯ (8𝑠 − 2𝑠−1 ∙ 4𝑠)
 

     =
(4𝜃)

𝑠
2𝑠𝛼4𝑠𝛽

(4𝑠)𝑠
[
(2𝜃 − 1)(2𝜃 − 2)(2𝜃 − 22)⋯ (2𝜃 − 2𝑠−1)

(2𝑠 − 1)(2𝑠 − 2)(2𝑠 − 22)⋯ (2𝑠 − 2𝑠−1)
] 

                       = 2𝑠[𝛼+2𝛽+2(𝜃−𝑠)] [
𝜃
𝑠
]
2
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