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EDITOR NOTU

Akademik alandaki Tiirkce kaynaklarin yetersizligi,
literatiirlerin igerik yoniinden zayif olmasi ve miithendislik
uygulamalarinin eksikliginin giderilmesi amaciyla,
miihendislik alaninda okuyan lisans 6grencileri tarafindan
goniillii olarak kurulan Miithendis Beyinler sitesi, ilgi oraninin
artmasiyla beraber aralarinda yiiksek lisans, doktora ve
aragtirma gorevlilerinin de yer aldig1 biiyiik bir ekip haline
gelmis bulunmaktadir.

Dergi Politikasi

Miihendis Beyinler Dergisi, {ilkemizde yapilan bilimsel
aragtirmalar1 sahip oldugu sosyal medya ve haber siteleri
sayesinde genis bir okuyucu kitlesine dogrudan aktaran bilim,
teknoloji ve mithendislik dergisidir. Blog sayfamizi aylik en az
30.000 kisi ziyaret etmekte olup facebook sayfamizda su an
597 bin takip¢i haber ve makaleleri okumaktadir.

“Kelime hazineniz kadar diisiiniir,
dilinizin zenginligi kadar
olgularimizi ifade edebilirsiniz”

Odak ve Kapsam

Bilim, teknoloji ve tiim miihendislik alanlarinda deneysel,
teorik (kuramsal) veya uygulama alanlarinda yapilan
arastirma ve ¢aligma sonugclarina ait 6zgiin makalelerin
yayimlandig: bir dergidir. Dergide yayimlanan makaleler izin
alinmaksizin bagka bir yerde yayimlanamaz veya bildiri olarak
sunulamaz. Makalelerin bir kismi1 veya tamami dergimiz
kaynak gosterilmeden kullanilamaz.

Yayin Dili

Dergimiz Tiirkce ve ingilizce dillerinde yazilmis makaleleri
yayinlamaktadir.
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Bilyal Vida ile Aktarma Vidalarimin Farki

Furkan GUMUS*

Marmara University, Istanbul, Turkey, Mechanical Engineering

[ furkan.gumus@marun.edu.tr

Ozet: Mekanik bir sistemde gii¢ ve hareketin lineer aktarilmasinda en ¢cok kullamilan vida mekanizmalar:
incelenmigtir. Ozellikle CNC ve 3B yazict yapininda siklikla tercih edilen makine elemanlarinin arasindaki
farklar, avantajlart ve kullanim alanlarmin daha iyi belirlenmesi igin bir derleme ¢alismast yapilmistir.

Anahtar Kelime: Bilyali Vida, Aktarma Vidalari, Gii¢ Aktarim Sistemleri, Hareket Aktarma

Mekanizmalar

Abstract: The most commonly used screw mechanisms were examined for linear transmission of power and
motion. Especially, the differences between CNC and 3D printers often preferred construction of machine elements
in a compilation was conducted to further determine the advantages and uses.

Keywords: Ball Screw, lead screws, Powertrain, Transmission Mechanisms of Motion

GIRIiS

Uretici firmalar vida mekanizmalarmi mil ¢apina gore
fiyatlandirdigindan bir proje igin olabildigince kiigiik
capli ama islevsel olarak en uygun vida tiiriinii almak
istersiniz. Ayrica vida mekanizmasinin veriminin fazla
olmasi sayesinde daha diisiik torklu yani daha ucuz
motor se¢gmenize olanak verir. Kaplin ve yataklar1 da
hesaba kattigimizda maliyet agisindan 6nemli bir tablo
ortaya ¢ikmaktadir.
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Kare Trapez Testere Yuvarlak
Sekil 1 Vida Profilleri
Vida mekanizmalari, tespit civatalarina (metrik

vidalara) gore daha ¢ok asmma tehlikesine maruz
kalacaklart i¢in sivri uglu {iggen dis profili yerine daha
az sirtinme gosterecek Trapez vida tercih edilir.
Kirlilik tehlikesinin ¢ok oldugu yerlerde ise yuvarlak
vida segilir [1].

Hareket civatalar1 veya vida mekanizmalari, genelde
donme hareketinin vida ekseni yoniinde Gteleme
hareketine ¢evrilmesinde kullanilir. Cogu
oteleme hareketinden de (pres, vana, mengene, kriko
gibi diizeneklerde) bir elde etmek icin

zaman

kuvvet
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yararlanilir [1]. Bu mekanizmalar kendi i¢inde dis
geometrisine gore adlandirilmaktadir.

g i w '''

:

Altarma Vidas: - Trapez

Bilyah Vida

Sekil 2 Bilyali ve Aktarma Vidasi

1. AKTARMA VIDALARI - LEAD
SCREW

Aktarma vidalari, gii¢ vidasi [2] veya hareket vidas1 [3]
olarak da bilinmektedir. Bu vidalar, bir makinede yer
alan mevcut donme hareketini dogrusal (lineer) harekete
doniistiiriilmesini saglar.

Diger baglanti tiirleri ile kiyaslandiginda, somun ve vida
arasindaki diglerde temas alani genis oldugundan
stirtinme ¢ok fazla olmaktadir. Bu da daha fazla enerji
kaybina yani daha gii¢lii motor segmemize neden olur.
Bu yiizden genel olarak ¢ok biiyiik gii¢lerin tasinmasi
i¢in kullanilmazlar.
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Nokta Temas
L

Yiizeysel Temas Somun
! . ! .
Mil
Aktarma Vidasi Bilyah Vida Baglantisi
Sekil 3 Vida Baglantisi

Daha c¢ok diisik glic uygulamalarinda, aralikli
kullanimlar ile ¢aligirma veya mekanizmalarda
pozisyoner olarak kullanilmasinda tercih edilir. Yaygin
uygulama alanlari; lineer aktiiatorler, araglarin
kaydirilmas1 (6rnegin takim tezgéhlarindaki arabanin
hareketi gibi), mengene, presler ve krikolar rnek olarak
verilebilir. [4]

1.1. Aktarma Vidasi Cesitleri

Glig vidalari, kendi dis geometrisine gére siniflandirtlir.
Dis agilarin  farkli olmasi degisken siirtiinme
kuvvetlerinin olmasima sebep olur. Aktarma vidalari,
siirtinmesi en az olacak sekilde tasarlamir [5]. Dis
agilarina goére en ¢ok kullanilan 3 ¢esit aktarma vidasi
ise sOyledir:

1.1.1. Kare Disli Vida

Kare disler, sahip oldugu kare geometrisi ile adini tagir.
En yiiksek verime ve en disiik sirtinmeye sahip
oldugundan sik sik yiiksek gii¢ tasiyan uygulamalarda
kullanilan vida tiiridiir. Kuvvet ve hareket iletiminde
kullanilir. Diger tiirleri gibi belli bir standardi olmadig:
icin oOzel {retilir ve bu nedenle ¢ok daha pahali
olmaktadirlar.
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Sekil 4 Kare Vida
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1.1.2. Trapezoidal Disli Vida

Tepe agis1 30° olan yamuk bir profil vardir. Genellikle
hareket vidas1 olarak kullanilir. Cogunlukla tek yonden
gelen yiik kuvvetinin oldugu uygulamalarda kullanilir
[6]. Bu tiir uygulamalarda en az kare disli vidalar kadar
verimli olmakla birlikte iiretimleri ¢cok daha kolaydir.
Trapez vidalar, hareket iletimi maksadiyla ana
millerinde, sonsuz vidalarda ve pres millerinde
kullanilirlar [7]

Sekil 5 Trapezoidal Vida

Standart Gosterimi

Ornek: Tr 30x6 (Nominal ¢ap x adim)

1.1.3. Yuvarlak Disli Vida

Toz toprak gibi zararli etkilere maruz ve sik sik sokiiliip
takilan uygulamalarda kullanilir. Tepe agis1 30° olan
yuvarlak vidalardir. [8]

Keskin kenarli olmadiklarindan gereksiz maddeler, toz,
kum ve pastan daha az zarar goriir. Bu nedenle kirli su
vanalarinda, diizgilinlik gerekmeyen ampullerde ve
gereci plastik veya cam gibi kirilma tehlikesi olan
yerlerde kullanilir. [9]

Sekil 6 Yuvarlak Disli Vida
Standart Gosterimi

Ornek: Yv 60x1/6” (Nominal ¢ap x 1”deki dis say1s1)
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2. Neden Aktarma Vidasi Tercih
Etmeliyim?

Aktarma vidalari, derin helis disleri olan ve genellikle
polimer kompozit veya bronz somundan olusan lineer
aktarma mekanizmasidir. Bilyali vida veya aktarma
vidalarin kullanimina karar vermeden dnce yapacaginiz
o0zel uygulama icin  ihtiyacimzi = karsilayacak
karakteristikleri anlamamiz gereklidir. Bu konuda
¢ogunlukla; tasinacak yiikk miktari, hassasiyet, dogruluk
gibi 0Ozelliklerin belirlenmesi ile aktarma vidast mu
yoksa bilyali vida m1 kullanmamiz gerekli, bunu tespit
etmeye calisacagiz.

One ¢ikan profiller kare, trapez ve yuvarlak vida ancak
bunlardan sadece trapez ve yuvarlak vida standartlagsmis
durumdadir. Eger 6zel iiretim yaptiracak bir atdlye
bulursaniz kare profil se¢imi yapmanizda pek
miimkiindiir. Piyasa sartlarinda en kolay bulabileceginiz
iiriin ise trapez vida olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

NORMALLY LOADED NUT SIDE LOADED CONVENTIONAL
NUT

SIDE LOADED CENTRALIZED
s ‘6" CLASS “C' CLASS NUT
Tt o o
Ll o VAR DAk A AN oo
1 camcs swianme o | [

i) (s

Sekil 7 Aktarma Vidasi

i

FAMCCONIAST Ry SORIE AR COAT

Aktarma vidalar igerisinden Trapez viday: segtigimizde
bilyali vidaya gore olusacak farki asagidaki gibi
olacaktir.

Avantajlar1

e Diisiik Maliyetlidir

e  Biiyiik yiik tasima kapasitesi vardir

e Herhangi bir frenleme sistemi olmaksizin
kendini kitleyebilir (otoblokaj)

e Dikey uygulamalar igin en iyi ¢éziimii saglar

e Bazi aktarma vidalarinda yaglama gerekmez

e Uretimleri kolaydir

e  Piiriizsiiz, az bakim gerektirir ve sessiz ¢aligir

e Hiz, dogruluk, hassasiyet ve rijitlik gerektiren
basit tasima uygulamalarda daha uygun bir
secenektir.

Bilyal1 Vida ile Aktarma Vidalarimin Farki - Furkan GUMUS
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Large Lead Small Lead

Sekil 8 Otoblokaj

Otoblokaj yani kendiliginden ¢oziilmeme o&zelligi
giivenlik igin ¢ok onemlidir. Ornegin biiyiik bir pres
makinesinde tabla iist noktaya ¢iktiginda kendiliginden
asagl ¢oziilerek inmesini istemeyiz veya kriko ile
kaldirilan bir aracin st noktadayken birden asagi
diismesi istenmeyecek bir durumdur.

Dezavantajlari

e  Genellikle ¢cok daha az verimlidir. Bu yilizden
bilyali vidaya gore kiyaslandiginda daha fazla
tork ihtiyact yani daha biiyiikk motor ve
stiriiciisii gerekebilir!

e Digiik verimleri nedeniyle siirekli giic
iletiminde kullanilmaz. Bunun anlami, disler
tizerindeki kuvvetler siirtiinmeleri arttiracagi
i¢in giicii iletmede daha giiglii motor se¢meniz
gerekecek demektir.

e Disler arasinda daha biiyiik siirtinmeler
meydana geldigi i¢in vidanin igletme anindaki
sicaklig1 daha yiiksek olmaktadir.

e (Cogu aktarma vidalar1 bilyliik degerlerde ve
yiiksek hizli, siirekli veya ¢ok uzun g¢evrim
stiresi olan uygulamalar i¢in uygun degildir.

e Bilyali vidalara gore daha fazla degistirilmesi
gerekmektedir.

3. Bilyah Vidalara Genel Bakis

Yar: dairesel helis oyuklara sahip bir vida ve bununla
eslesen bilyali rulmanin (somun) olusturdugu tasima
sistemidir. Ayni aktarma vidalarinda oldugu gibi bilyali
vidalarda dairesel tasima hareketini lineer harekete
ceviren mekanik bir aktuatordiir, ancak en biiyiik farki
daha az siirtiinme ile bunu yapabilmesidir.
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Sekil 9 Bilyali Vida

Daha az siirtinme, daha ¢ok verim yani daha kiigiik
motor se¢imleri anlamina gelmektedir. Kullandiginiz
projede eger motor maliyeti ¢ok yiliksek oluyorsa
bakmaniz gereken O6nemli bir unsur haline geliyor.
Ayrica diger baska mekaniksel stiinliikleri de
projelerde  kullanom  amacina  gére  degisiklik
gosterebilir.

BALL NUT LOAD

BALL CONTACT
AREA CLEARANCE

BALL SCHEW LOAD

Sekil 10 Bilya Kesiti

Bilyali vidalar, aktarma vidalarindaki yuvarlak dis
profiline benzeyen bir yapisi vardir ancak somun ile
vida disleri arasinda bilyeler yer almaktadir. Aktarma
vidasinda dis yiizeyleri temas ettigi i¢in siirtlinme daha
fazla olurken bilyali vidalarda bilyalar dislere nokta
temas1 halindedir. Bu yiizden daha az siirtiinme ile
caligirlar.

Avantajlar1

e Daha verimlidir, yani daha az tork ihtiyaci
oldugu i¢in daha kiigiik motor veya daha ucuz
stiricii segme imkani saglar. Tipik bir bilyal
vida verimi %90 civarinda olup bu oran esit
boyutlu bir trapez vidada %20-25 olarak
kalmaktadir.

e En biylk avantaji, cok yakin tolerans
degerlerinde yapildiklar1 igin hassasiyetin
gerekli oldugu durumlarda kullanilmasi daha
uygun olmasidir.

e Dabha az siirtiinme oldugu i¢in aktarma vidasina
gore daha soguk isletme sicakliginda olur.

e Aktarma vidasina gore daha az degistirilme
ihtiyact duyar.

e Somun ve vida arasindaki siirtlinmeler en az
oldugu i¢in kullanim émiirleri daha fazladir.
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e Bilyali vidalar biiyiik degerlerde, yiiksek hizli
uygulamalarda veya siirekli ve uzun g¢evrim
stireli uygulamalar i¢in idealdir.

Sekil 11 Bilyal: Vida Kesiti

Dezavantajlan

e Aktarma vidalarina goére Onemli Olglide
pahalidir

e Dis acisina bagli olarak, siirtiinmeler de ¢ok az
oldugu icin otoblokaj yoktur.

e Kendiliginden ¢6ziilmeyi engellemek igin ek
bir frenleme mekanizmasina gerek duyar

e Dikey uygulamalar icin giivenli isletme
ortaminin olmasi lazimdir.

e  (Calisma boyunca 6nemli 6l¢iide giiriiltii yaratir

e Uzun Omiirlii olmasi igin yaglama veya gres
gerektirir. [10]

4. Sonug

Bugiiniin hareket odakli otomasyon sistemlerinde gok
fazla kullanilan lineer hareketli kontroller, aktarma
vidalar1 veya bilyali vidalarin verimine baghdir.
Aktarma vidalari, genellikle bilyali vidalarin daha ucuz
alternatifi olarak goriiliiyor olmasina ragmen hangi tip
vidanin kullanilacagina karar verilirken maliyete
odaklandigimizda isler ¢ok daha karmasik oluyor. iki
vida arasinda maliyet agisindan biyik bir fark
olmaktadir. Aktarma vida ve bilyali vida arasindaki
temel fark, bir bilyali vida somunu ile vida arasindaki
sirtinmeyi en aza indirmek i¢in bilyali rulmanin
kullaniliyor olmasidir. Aktarma vidalarinda ise bu
yoktur. Bilyali vidalar igin aktarma vidalarinin rulmanli
somun kullanilmig hali olarak degerlendirebilirsiniz.




MUHENDIS BEYINLER DERGISI | JOURNAL OF ENGINEER BRAINS

Kaynak

[1] Makine Elemanlari ve Konstriiksiyon Ornekleri,
Fatih C. Babalik, syf. 230, 3.Baski

[2] Ball&Lead Screws, http://www.thomsonbsa.com/
(06.01.2017)

[3] Bhandari, V. B. (2007), Design of Machine
Elements, Tata McGraw-Hill, ISBN 978-0-07-061141-2
Sayfa 202.

[4] Shigley, Joseph E.; Mischke, Charles R.; Budynas,
Richard Gordon (2003), Mechanical Engineering
Design (7th ed.), McGraw Hill, ISBN 978-0-07-
252036-1, Sayfa 400.

[5] Bhandari, V. B. (2007), Design of Machine
Elements, Tata McGraw-Hill, ISBN 978-0-07-061141-2
Sayfa 203.

[6] Bhandari, V. B. (2007), Design of Machine
Elements, Tata McGraw-Hill, ISBN 978-0-07-061141-2
Sayfa 204.

[7] Standart Makine Elemanlari, MEGEP, 2012
[8] Civata-Somun Baglantilar1, Prof.Dr. irfan Kaymaz
[9] Sokiilebilen Birlestirme Elemanlari, MEGEP, 2006

[10] Lead Screws vs. Ball Screw, Helix Linear
Technologies, goo.gl/lisFuw (09.01.2017)

Bilyal1 Vida ile Aktarma Vidalarimin Farki - Furkan GUMUS 5



ISSN: 2528 - 9802

MUHENDIS BEYINLER DERGISi | JOURNAL OF ENGINEER BRAINS

Bilim, Miihendislik ve Teknoloji Yayinlari

YIL | YEAR

2016

Sayi | No: 1

Cilt | Volume: 1

Niikleer Gorintiilleme Sistemlerinde Kuantum Noktalarin

Kullanilmasi
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Ozet: Kuantum noktalar nano biyoteknoloji alaninda son yillarda ilgiliyle arastirmas: yapiimaktadur. Kuantum
noktalar, her ii¢ boyutta da simirli uyarilmis niikleonlar ile bir yari iletkendir. Kuantum noktalar biyolojik ve tibbi
analiz ve arastirma ¢alismalarinda kullamilmakta olan geleneksel boyalarin yerini almaktadir. Bu sayede gercek
zamanda tek hiicre gogiiniin in vitro gériintiilenmesi igin kullanilmaktadir. Kuantum noktalarin bir¢ok iiriinii
ticarilesmis (Ozellikle nano problar gibi) ve bu iirtinlerin ¢esitli tedavilerde kullanilmasi umut vericidir. Bu makale
de niikleer gériintiilenme sistemlerinde kuantum noktalarin énemi, avantajlar ve yapilan ¢alismalar ele

alinmaktadir.

Anahtar Kelime: Kuantum Noktalar, Nanoteknoloji, Biyoteknoloji, Medikal Gériintiileme,

Nanoproblar.
1. GIRIS

Yar1 kristal nano partikiiller ya da bilenen ismiyle
kuantum noktalar cam matrislerde ve Louis E. Brus
tarafindan yapilan koloidal ¢ozeltileri c¢aligmalari
sirasinda Alexie Ekimov tarafindan 1980°li yillarda
kesfedilmistir. [1. Review: Quantum Dots and
Application in Medical Science].

Quantum Dot Size and Color
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Sekil 1 Kuantum noktalarin boyutlarinin renk
151mast

Nano yapidaki malzemeler genel olarak 100 nm altinda
ki boyutlarda kuantum mekaniginin 6zelliklerini
gostermeye baslamaktadir. Bu sayede farkli optik ve
elektronik 0Ozellikler, ayarlanabilir boyutlar1 ile 151k

emisyonu, yliksek sinyal parlakligi, uzun stireli foto

Nikleer Gorintileme Sistemlerinde Kuantum Noktalarin Kullanilmasi -

kararlilik 6zelliklerini barindirmaktadir. Hemen hemen
biitiin  yari-iletken metal bilesiklerinden kuantum
noktalarin elde edilmesinin yani sira en ¢ok kullanilan
kuantum noktalar: CdSe, InAs, CdS, CdTe, ZnS,
PbSe’dir. Kuantum noktalarin en 6nemli 6zelligi olan
boyut kontrolii bize bir renk skalasi sunmaktadir. En
kiiciik noktalar mavi 1gtma ve en biiylik noktalarin
kirmizi 1g1mast yapilmasi saglanarak gilines enerjisi,
LED teknolojisi ve medikal goriintileme de
kullanilmaktadir.

2. Kuantum noktalarin Mekanigi

alaninda  6nemli
calismalarda Ozellikle
arastirmalarinda, tiimoriin tam1 ve tedavisi i¢in ¢ok sik
kullanilir. Gerek optik 6zellikleri sayesinde yaptig
1s1ma sayesinde, gerek manyetik Ozelliklerinin verdigi
avantajlarla umutlar agmaktadir. Kuantum
noktalarin mekanigini ve renk 1simasint nasil yaptigin

anlamak gereklidir.

Kuantum noktalar bugiin tip

kullanilmaktadir. kanser

yeni

100 nm altindaki parcaciklar klasik fizik kurallarma
disima ¢ikip, kuantum mekaniginin bir parcasidir.
Kuantum noktalarda mekanizmanin nasil oldugunu
anlamak i¢in Once iletkenlik bandi kavramim

hatirlamamiz gerekmektedir.

Bir malzemenin iletken, yar1 iletken ve yalitkan
oldugunu anlamak i¢in valans elektron bandi ve

iletkenlik bandi arasinda kalan mesafeyi incelemek

Cagatay OZADA 6
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gerekmektedir. Bir malzemenin iletken olmasi icin
valans elektronun bulundugu valans bandi ile iletkenlige
gegmesi i¢in gereken iletkenlik bandi arasinda
mesafenin ¢ok kii¢lik olmasi gerekmedir.

Fermi
seviyesi

el - .

(a) (b) (<)
fletken (metal) Yaniletken Yalitkan

Sekil 2 Tletkenlik kavrami

Kuantum noktalar yar1 iletken malzemelerdir. Bu
anlamda elektron gegisi dis etkenler tarafindan
uyarilmasi ile saglanabilmektedir. Kuantum noktalarin
ozellikleri elektronlarin uyarilmasi sonucu ortaya
¢ikmaktadir. Malzeme de uyarilmig atom ve bosluk
mesafesine eksiton bohr yarigapi, elektron-bosluk
¢giftine ise eksiton denilmektedir. Bulk malzemelerde
kristalin boyutu eksiton bohr yarigapindan biiyiiktiir. Bu
da eksiton i¢in yeterli mesafeyi saglamaktadir.

A Conductiop band

B |
em

Valence band

Energy

i

Sekil 3 Eksiton gdsterimi

Ancak kristalin daha kii¢iikk oldugu durumda, enerji
seviyeleri artik siirekli davranmamaktadir. Enerji
seviyeleri aralarinda ki bosluk acilmaktadir bu da
kuantum sinirlandirilmasi  olarak adlandirilmaktadir.
Sikisan elektron st seviye ¢ikamayip enerjisini
harcayamadigi igin kinetik enerjisi artmaktadir. Bunun
sonucunda dalga boyunu kisaltir ve elektronun yaptigi
1s1ma degisir. Yani malzemeyi exciton bohr yarigapinin
altina indirdigimizde kuantum Ozelligi olan renk
degisimini gozlemleriz. Bunu da sekil 4 de gérmekteyiz.

Sayi | No: 1
Cilt | Volume: 1
ISSN: 2528 - 9802

A. Bulk Semiconductor

=

B. MNanocrystal Quantum Dot

conduction
band

i
:Hj \

Solar Photon Solar Photon

Waste \1'“/
heat ‘}gﬁx&\' hoat
t ' —
valence
= -

Sekil 4 Kuantum noktalarda enerji bantlart

Waste
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&
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Kuantum noktalarin renk 1s1masini nasil gergeklestigini
bu mekanikte anlamaktayiz. Kuantum noktalarin
niikleer goriintiileme sistemlerinde bu yararlarindan
faydalanarak kullanilmasi incelenecektir.

Niikleer Goriintiileme Sistemleri

Hastaliklarin ~ tan1  ve tedavisinde radyoniiklitler
yardimiyla yapilan goriintiileme islemleridir. Kullanilan
radyoniiklit ve goriintiilenecek organ, uzuv ya da
dokuya gore degisik yontemler arz etmektedir. Niikleer
goriintiileme sistemlerinde kullanilan bazi kavramlarin
iizerinde durmak gerekir. Radyasyon, stabil olmayan
cekirdegin cesitli bozunmalar sonucu disartya yaydigi
elektromanyetik dalgalardir. Cekirdekte ki ndtronlar,
alfa, beta ve gama 1gmlar1 yaymaktadir. Alfa, beta ve
gama 1sinlarimin 6zellikleri ve etkilesimleri Tablo 1 de
verilmektedir.

Tablo 1 Radyasyon Cesitleri

Alfa Parcalanmada gkan helyum - [Kisa (ok fazla Farl
Beta Birclektron ve pozitron  |AWfadan bilytk |Affadan ket |Aadan disik
Gama Ik gibifotonlardan olusur |Cokuzun ~~ {Cokaz Vapmatlar

PET (Pozitron Emission Tomography)

PET, radyofarmasoétikler ile isaretmis ilaglar araciligla
viicudun metabolik fonksiyonlarini goriintilemek igin
kullanilan bir yontemdir. PET goriintiileme de pozitron
yani art1 ylikli beta radyasyonu yayan radyoniiklidler
kullanilmaktadir. 511 keV’lik anhilasyon (yok olma
olay1) enerjisine sahip F-18, C-11, N-13,1-124
radyoniiklidleri kullanilmaktadir.

Niikleer Goriintiileme Sistemlerinde Kuantum Noktalarin Kullanilmasi - Cagatay OZADA 7
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PET image

O Proton 180° Photon
@ Neutron (gamma ray)

e Electron 511 keV
e': Positron

Photon

amma ra : RS
(5911 keV " g ue AT ,® 1

8* decay E ’f/ )L "“’ =
= g N >
PET detector

Sekil 5 PET goriintiileme

Anbhilasyon fotonlar1 ¢arpisip, birbirlerine zit 180°C ‘lik
dogrultuda sacilmaktadir. PET sistemlerinde tiinel
etrafinda dizilmis degisken sayida ki dedektorler
sayesinde bu fotonlar es zamanli olarak algilanmaktadir.
Bilgisayar detektdrden aldig1 anhilasyon fotonlari ile bir
matris olusturmakta ve bdyle 2 ya da 3 boyutlu goriintii
saglamaktadir. Eger aymi diizlemdeki detektordeki
sayimlar alinmigsa 2 boyutlu, farkli yerlerde bulunan
halkalardaki karsiliklt detektér sayimlart dikkate
alindiysa 3 boyutlu goriintii saglamaktadir.

2 D Mode 3D Mode

PET crystals

PET crystals

NO septa

Septa between crystals

o )

Septa between crystals

NO septa

PET crystals PET crystals

Sekil 6 PET 2D ve 3D goériintii olusumu

PET yonteminin uygulama alanlari: [23]

e Kanser goriintiileme

e Viicutta kanserin yayilmasi

e Kanser gibi tedavi planinin etkinligini
degerlendirmek

e Kalp kasina giden kan akisini

e Kalp bolgelerinde kalp krizinin veya miyokard
enfarktiisii etkilerini

e Normal insan beyni ve kalp fonksiyonunu
haritalandirilmasi

e Tumorler, hafiza bozukluklari, nobetler ve
diger merkezi sinir sistemi bozukluklar1 gibi
beyin anormalliklerini degerlendirebilir.

SPECT (Single Photon Emission Computed
Tomography)

Tek foton emisyon tomografisi, gama isimasi yapan
radyoniiklidlerin ~ kullanilip gama kameralar ile
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deteksiyonun saglanmasiyla yapilan bir yontemdir.

Signal to electronics
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- '. - — N\ Algorbed in collimator
~
o N

. X LY
Radioisotope decay
Nal{Tl) detector SR
' by y emission

A}

Scintillation site for y rays

Sekil 7 SPECT

SPECT goriintiileme icin en ¢ok kullanilan radyoniiklid
jeneratorden elde dilen Tc-99m’dur. 126 ile 154 keV
anhilasyon enerjisine sahiptir.

Siirekli donen gama kameralar sagilan gama radyasyonu
algilayarak bunu bilgisayar ortaminda bir matrise
aktarmaktadir. Matematiksel ifade edilip ¢esitli
algoritmalar sayesinde 3 boyutlu goriintii elde edilmesi
saglanmaktadir.

Uygulama alanlart:

e  Miyokard perfiizyon goriintilleme

e Fonksiyonel beyin goriintiileme

e Kemik goriintiileme

e Noroendokrin veya nérolojik timor taramasi

3. Kuantum Noktalarin Sentezlenmesi

Kuantum noktalar cesitli yontemlerle
sentezlenmektedir. Kuantum noktalar sentezlenirken en
dikkat edilmesi gereken nokta kuantum noktalarin
boyutu ve dagilimidir. Kuantum noktalarin boyutu
¢ozeltinin miktar1, kullanilan metal prekdrsiir miktar1 ve
¢ozgen miktari, sicaklik ve PH Onemli parametreleri
olusturmaktadir. Uretim yontemleri: [6]

o Koloidal Sentez

e Plasma sentez

e Fabrikasyon

e  Viral birlesme

e Elektrokimyasal birlesme
e  Bulk iiretim

e Agir metalsiz tiretim

Niikleer Goriintiileme Sistemlerinde Kuantum Noktalarin Kullanilmasi - Cagatay OZADA 8
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3.1 Koloidal Sentez

Kolay ve basit bir iretim yontemidir. Laboratuvar
kosullarinda gerceklesmesi pratiktir. Daha az toksik
oldugu kabul edilmektedir. Ug¢ ana bileseni
bulunmaktadir: prekiirsorler, organik yiizey etkin
maddeleri ve ¢oziiciiler.

Syringe

Thermometer 0.0l R

Solvent

Organic ligand

Sekil 8 Koloidal Sentez
3.2 Fabrikasyon
Bu yontem temelde nanoteknoloji  iiretimini
olusturmaktadir. iki yaklasim vardir. Asagidan-yukari
ve yukaridan-asagiya olmak lizere. Yukaridan-asagiya
yontemde litografi ve asindirma iglemleri uygulanarak
biiylik parcaciklardan daha kiigiik pargaciklarin eldesi
saglanmaktadir. Ikinci yaklagim asagidan-yukariya ise

kendiliginden olusan yaklasim olarak bilinmektedir.
Sekil de goriilen bir yukaridan-asagiya yontemdir.

: heminal etching MEE growth
Oxide dots — » Holes &
Eessnic earig”. 0l » Quantum dots

Sonm

(a) After AFM (b) After removing (c) After MBE
oxidation oxide dots regrowth

FIG. 1 Quantum dot fabrication processes and array of fabricated quantum dots

Sekil 9 Fabrikasyon
3.3 Elektrokimyasal Birlesme

Bu yontemle diizenli kuantum noktalar kendiliginden
olusabilir.  Elektrolit-metal ara yiliziinde iyonik

reaksiyonla sonuglanan bir sablon yaratilir. Nano
yapilarin metal iizerinde kendiliginden olusmasiyla
sonuglanir.

substrate Au - :-;w PP AT |
= ona R

lﬂﬂmf{%ﬂoﬁ

: : :n:" :: :u @ Au :"‘w

substrate HIESESES

3 o ! J/u'ansﬁe[
il

e Au

substrate l: ;f:%;m 7
. & & P

substrate

Au
Sekil 10 Elektrokimyasal birlesme
4. Kuantum Noktalarin Uygulanmasi

Kuantum noktalar, kanser aragtirma g¢aligsmalarinda
onemli bir yere sahiptir. Son yillarda goriintiileme ve
tedavi i¢in kuantum noktalarn kullanimi artmustir.
Kuantum noktalar sentezlendikleri halleriyle insan ya da
hayvan caligmalarinda kullanilmaya uygun degillerdir.
Bu nedenden otiirii sentezlenen kuantum noktalarin
ylizey modifikasyonlar1 yapilmali, toksik etkisinin
Olgiilmeli  ve  hedef  molekiillere  baglanmasi
hedeflenmelidir. Insan viicuduna uyumlu gesitli
enkapsiilasyon ¢alismalart sayesinde toksik etki

azalmaktadir.
A Q;§<
o A
9%
&
& 7
sanTe o
Z p —
ey B < ¢
b4 i | ot
g PE?  gGF Boohy 70
e %oy
W v v
4l
~
~
4 -
,A!i E'ronanG P
y g S
ZnS shell ~—~, EGFE -
B Human-EGF PEG-QDot EGF-PEG-QDot
o 5 (nM) 0 5 (nM) 0 5 (M)

126 -
126 -

Sekil 11 Kuantum noktalarin yiizey modifikasyonu
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Gopee NV ve ark. Yapmis oldugu ¢alismada peligasyon
yapilmis CdSe kuantum noktalar1 sentezlenmistir.
Polietilen glikol (PEG) sentezlenen kuantum noktalar
toksik etkiyi azaltmakta ve diger molekiillerle etkilesimi
saglamaktadir. Farelerin sag dorsal kanadi, ICP-MS ile
biyolojik  dagilimi  izlenmistir. Nanopargaciklarin
bagisiklik tepkisine karigan organlara spesifik olmayan
birikiminin belirlenmesi saglanmistir. [17]

Niikleer goriintiileme sistemlerinde kuantum noktalarin
kullanimi, sentezlenmis kuantum noktalarin radyoniiklid
ile isaretlenmesi ve hedefe gonderilmesi esasina
dayanmaktadir. Hao-Wen Kao ve ark. Yaptiklar
calismada bilgisayarli tomografi ajami olan altin
nanoparcaciklar: sentezlemislerdir. Epidermal biiylime
faktor antikorlarla konjuge edilmis ve 1-131 ile
isaretleme yapmuslardir. A549 insan akciger hiicreleri
hedeflenmistir. [18]

5. Sonu¢

Bugiin kanserin erken tami ve tedavisi Onem arz
etmektedir. Ozellikle invaziv yontemlerin disinda
invaziv olmayan ydntemler edilmektedir.
Hastaliklarin, doku ve organ fonksiyonlarinda ki
aksakliklarin tanisi i¢in kuantum noktalarin kullanimi
artmaktadir. Radyoniiklid ve hedeflenecek bozukluga
spesifik ajanlar sayesinde goriintilleme ve tedavi siireci
olugsmaktadir. Gelecekte ilag tasima sistemlerinde ve
kanserin tedavisinde kullanim1 ve yapilacak ¢aligmalar

tercih

artacaktir.
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Ozet: Bu calismanin temel amaci baglangigc-simir kosullart altinda fonksiyonel argiimentli yiiksek mertebeden
lineer diferansiyel-fark denklemlerinin ¢oziimii icin Boubaker polinomlarini uygulamaktir. Kullandigimiz teknik,
ashinda siralama noktalari ile birlikte kesilmis Boubaker serisine ve bunlarin matris gosterimlerine dayandirilir.
Ayrica, Ortalama-Deger Teoremini ve rezidiiel fonksiyonu kullanarak, etkili bir hata tahmin teknigi onerilir;
metodun etkinligini ve uygulanabilirligini géstermek icin bazi aciklayici érnekler sunulur.

Anahtar Kelime: Boubaker polinomlari ve serileri, siralama noktalari, diferansiyel-fark
denklemleri, matris metodu.

Boubaker Polynomial Approach for Solving High-Order
Linear Differential-Difference Equations with Residual
Error Estimation

Abstract: The main aim of this study is to apply the Boubaker polynomials for the solution of high-order linear
differential-difference equations with functional arguments under the initial-boundary conditions. The technique
we have used is essentially based on the truncated Boubaker series and its matrix representations together with
collocation points. Also, by using the Mean-Volue Theorem and residual function, an efficient error estimation
technique is proposed and some illustrative examples are presented to demonstrate the validity and applicability
of the method.

Keywords: Boubaker polynomials and series, collocation points, differential-difference equations,
matrix method

1.Introduction

Differential-difference equations [1-10], which are a class of functional differential-equations,
have been treated as models of some physical phenomena. When a mathematical model is
developed for a physical system, it is usually assumed that all of the variables, such as space
and time, are continuous. This assumption leads to a realistic and justified approximation of the
real variables of the system. However, for some of the physical systems, these continuous
variable assumptions can’'t be made. Then differential-difference equations have played an
important role modeling problems that appear in various branches of science; e.g., mechanical
engineering, condensed matter, biophysics mathematical statistic and control theory. In recent
years, the studies of differential-difference equations are developed very rapidly and intensively.
It is well known that linear differential-difference equations have been considered by many
authors, and have been used in the applications of difference models to problems in biology,

physics and engineering.

L
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Recently, a number of different methods associated with the solution of higher-order
differential-difference equations, which are the inverse scattering method [11], Hirota’s bilinear
form method [12], Tanh-method [13], Jacobian elliptic function method [14], numerical
techniques [15,16], Taylor polynomial methods [17,18] and Chebyshev methods [8,16], have

been given.

In this study, the basic ideas of the mentioned studies are developed to obtain the
approximate solutions oh high-order linear differential-difference equation with functional

arguments (advanced, neutral or delayed) and variable coefficients in the form

m J
D FEyP@ + ) Py + ) = g0, J<m )
k=0 j=0

under the mixed conditions

-1

(ay® (@ +buy®®)) =2, 1=01,..m—1 @)
0

3

=
Il

Here f,.(x), P;(x) and g(x) are known functions defined on the interval a < x < b; a, 8, ay, by

and A, are appropriate constants; y(x) is an unknown function to be determined. The aim of this

study is to get the solution of the problem (1) — (2) as the truncated Boubaker series defined by

N

y(x) = yy(x) = Zaan(x), N>m a<x<b 3)

n=0

where a,,n =0,1,...,N are unknown coefficients; B,(x);n = 0,1,2, ..., N, denote the Boubaker

polynomials defined by [11,13]

[n/2]
(n — 4p) e
Ba() = Z( D ey (p ) )
or recursively
By(x) =xBy_1(x) = Bp_,(x) ; n=2

with Bo(x) = 1 and B;(x) = x .
On the other hand, by using (4), the first four Boubaker polynomials are given by
By(x) =1, B, (x) = x, B,(x) = x%+2, By(x) =x3 +x, ...
and the Boubaker polynomials B, (x) are solution of the following differential equation:

(x? =1 @Bnx?+n—2)B)(x) + 3x(nx? + 3n — 2)B,,(x) —n(3n?x?> + n? —6n +8) B,(x) = 0

Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasimi1 13
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2. Fundamental Matrix Relations

We first consider the solution y(x) of Eq. (1) defined by the truncated Boubaker series (3),

which is given in the form

N
y(x) = yy(x) = Zaan(x), N=m, a<x<b.
n=0
Then we can convert the finite series (3) to the matrix form as, forn = 0,1,2, ..., N
y(x) = yy(x) = B(x)A Q)
So that
B(x) = [Bo(x) B;(x) .. By(x)]
T

A= [ao a ... aN] .

On the other hand, by using the relation (4), the matrix y(x) is obtained as

B(x) = X(x)H (6)
where
X)) =[1 x x* .. xV]
and if N is odd,
. 0 0 0 0]
0 ho 0 0 0
¢21 0 ¢2,o 0 0
H = : :
¢N—1,¥ O ¢N—1E ¢N—1,0 0
0 gy O o 0 gy
"2

and if N is even,

Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasim1 14
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/38 0 0 0
0 ¢1,o 0
¢21 0 ¢2,0 0 O
H = : :
0 ¢ vo O buso O
T 0 duo
where
[n/2]

— n-2p _ _ n
B,(x) = Bop X K n=0,1,..,N, p=01,.., lfl’
p=0

=

Also, it is clearly seen form (6) that the relation between the matrix X(x) and derivative B®)(x)

is
B'(x) = X (x)H
= X(x)MH
and that repeating the process
B®(x) = X(x)M¥H, k=0,1.2,..,m @)
where
1 0 0 0] 0 1 0 0 0]
1 0 0 0 2 0 O
0 001 .- 00 0 0O 0 O
M =: oo, M M::
0 0O 1 0 0O 0 N
000 - 0 1] 000 - 0 0]

From the matrix relations (5), (6) and (7), it follows that

y(x) =yy(x) = B(x)A

= X(x)HA
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and
y® =y = g (x)4
=X®(x)HA
= X(x)M¥HA, k=0,1,... (8)
By substituting x - ax + B into the relation (8), we get, j = 0,1,2, ...
yD(ax + B) = X(ax + B)M/HA
= X(x)D(a, ;) M'HA 9)

so that, for a # 0,

3. Boubaker Collocation Method

For constructing the fundamental matrix equation, we first consider the collocation points
defined by, fori = 0,1, ..., N,

a
x;=a+ Ti, (Standard)

or (20)

_bta b-a cos (%) (Chebyshev-Lobatto).

2 2

Xi

Then, by using the collocation points (10) into (1), we have the system of the equations

-1

3

]
FreG)y® () + Z P (x)y Y (ax; + B) = g(x)

0 j=0

=
I

Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasimi1 16
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or briefly the corresponding matrix equation

m J
D EY® L pYD =6 (11)
k=0 j=o

where
F = diag[fi(xo) fi(x1) . filxn)]

P; = diag[pj(xo) pj(x) .. pj(xy)]

y¥ (%,) Yioo5) 9(x,)

y(k) (X ) j y((Jo)cx1+[i’) g (X )
Y = : Y0 = : , G= 51 :

y(k)(XN) _y((J;XN+ﬂ)_ g(XN)

On the other hand, by substituting the collocation points (10) into (8) and (9), we obtain the

matrix relations

Yo%) || X (%)M HA

y¥ %) || X(x)M"HA

Y® = = XM“HA

yO (%) [ X (%)M HA

yO(x,) | | X(x,)D(a, BYMI HA

v yG)(X1) _ X (%) D(a, B) M’ HA

Q= = X D(a, )M’ HA

y‘”éxN) X(XN)D(O;,,B)MJHA

so that
1 x, %2 xN |
o] 10 %
xe) | |2
X= 7 1=11 x, x o
XX . . . .
S g

Therefore the fundamental matrix equation for Eq. (1) becomes

e ——
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m ]
z F, XM* + Z P;XD(a,p)M’|HA =G (12)
k=0 j=0

Now we can find the fundamental matrix form for the conditions (2), by using the relation (8),

as follows:

m-—1
> (auX(@ + by X(B) MMHA = 4y, 1=01,..,m 1 (13)
k=0
Then we can write the fundamental matrix equations (12) and (13) corresponding to Eq. (1)

and the conditions (2), respectively, as follows:

WA = G or [W; G] (14)
and
UZA = /1[ or [Ul;/ll]l = 0,1, e, M — 1 (15)
where
m ]
W = [wy,| = Z F XM*+ > P,XD(a,f)M’ t H
k=0 j=0
and
m-—1
Ul = [ulo Uy o ulN] = (alkX(a) + blkX(b)) MkHA = /‘11, = 0,1, e, m— 1
k=0

Consequently, the obtain the solution of Eq. (1) under the conditions (2), by replacing the row
matrices (15) by the last (or any) m rows of the augmented matrix (14), we have the required

matrix
[W;Glorwa=0G (16)

If rank W = rank[W; G| = N + 1, then we can write 4 = (W)_IE. Thus the matrix A (thereby
the coefficients a,, ay, ..., ay) is uniquely determined. Also, Eq. (1) under the conditions (2) has

a unique solution. This solution is given by the truncated Boubaker series (3).
4. Accuracy of Solutions and Residual Error Estimation

We can easily check the accuracy of the obtained solutions as follows. Since the truncated

Boubaker series (3) is approximate solution of (1), when the function y,(x) and its derivatives

Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasimi1 18
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are substituted in Eq. (1), the resulting equation must be satisfied approximately; that is, for x =

x. € [a,b],r =0,1, ...

Pj(xr)y(j)(axr + .3) - g(xr) =0

J
=0

Ry(x) = D file)y® ) +
k=0

J

or
Ry(x,) < 107%r, (k, is any positive integer).

If max 10~% = 107% (k is any positive integer) is prescribed, then the truncation limit N is
increased until the difference Ry (x,) at each of the points becomes smaller than the prescribed
107%[8,9,19].

On the other hand, by means of the residual function defined by Ry (x) and the mean value of
the function |Ry (x)| on the interval [a, b], the accuracy of the solution can be controlled and the
error can be estimated. If Ry(x) » 0 when N is sufficiently large enough, then the error
decreases. Also, by using the Mean-Value Theorem, we can estimate the upper bound of the

mean error, Ry as follows:

beN(x) dx| < beRN(x)ldx

and

b
f Ry(x)dx = (b — a)Ry(c), a<c<bh

=

beN(x) dx

= (b — a)[Ry(c)|

b
= (b d)|Ry(O)| < f IRy ()] dx

a

J7 1Ry (2] dox

IRu()] < 4=

=Ry
5. Numerical Examples

The method of this study is useful in finding the solution of higher order linear differential-
difference equations in terms of Boubaker polynomials. We illustrate the numerical solution with

the following examples.

Example 1. [11,18] Let us first consider the boundary value problem

e ——
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') —xy'(x—1)+y(x—2)=—-x2-2x+5

y(0)=-1y'(-1) =-2.
with exact solutions y(x) = x%2 — 1

We assume that the problem has a Boubaker polynomial solution in the form

4

Y = ) B,

n=0

Hel‘e, N = 4rP0(x) = O,Pl(x) = 0, PZ(x) = 1' QO(x) = 1!Q1(x) ==X,
ap=1By=-2,0, =15 =-1,-<x<0,g(x) = —x*—2x+5
and the collocation points are

b—a
xi=a+( N

. 3 1 1
)l, i=01234 = {x0=—1, x1=—Z, X, =—= x3=—Z,x4= }

From Eq. (12), the matrix representation of the equation is

{FoXH + F,XMH + F,XM2H + P,XDH + P,XDMH}A = G,

such that
1 00 0 0] 1 0 0 0 0] (1 0 0 0 0 6]
3 95
01000 01000 0 7, 0 00 Ae
F,=/0 0100 R=00100LPR=0 0 ¥ 0 0,G=2
00010 00010
0 0 O 0 87
00001 00001 Y /16
- 2 - s 00 0 0 0 | 5 |
L : 01 0 0 0] 00 2 0 0]
3/ 9/ -21/ 8
1% Ao s ise 00200 0006 0
— —_ —_ _ 2
x_1%% % %G,M_oooso,M_oooom
0000 4 0000 O
L - _
Yo Ho Tea Jass 000000 0000 O
1 0 0 0 0 - 2 - s
1 -2 4 -8 16 ] 1 -1 1 -1 1] 1 0 2 0 —-2]
0 1 -4 12 -32 0 1 -2 3 -4 0101 0
DAL-2)=l0 0 1 -6 24|, DL-)=/0 0 1 -3 6| H=l0 010 O
0 0 1 -8 00 0 1 -4 0001 0
0 0 0 0 1| 00 0 0 1] 0000 1
For the fundamental equation and the conditions y(0) = —1 and y'(—1) = —2, the augmented

matrices are obtained as

Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasimi 20
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1 2 9 -2 59 ;6

1 -2 135 5%, W s

1 g 185 439, STAY . 8/
g  -10 14 ;5

and
[ug; Al =1 0 2 0 —2; —1],
[u;1,1=100 1 -2 4 -4 -2],
By replacing the condition matrices by the two rows of the matrix, we have the required

augmented matrix

1 -2 9  -23 59 : 6
1 0 2 0 |
[wig]=0 1 -2 4 4 2|
5 135/ -439/ 574 . 87
1 -2 1850 4394, %56 © g
1 2 8 10 14 ;5 |

This system has the solution
A=[-3 0 1 0 0].

Therefore, we obtain the approximate solution as
4
Y, (x) = Zaan(X) = 80By (x) + 2B, (x) +2,B,(x) +aB5(x) +a,8,(x) = Y, (x) =x" -1
n=0

which is the exact solution.

Example 2. [16] Let us consider the multi-pantograph problem

1 =x 1
y'() =5e2y (5) + 5300

y(0)=1
with the exact solution Y(X) = ex. To find the Boubaker polynomial solution of the problem

above, we first take N = 5, where

1 1 = 1
Fo(x)=—E, F =1, P0=—§e2,0stl g(x)=0,a=§,ﬂ=0.
Hence, the collocation points are
b—a\. 1 2 3 4
X; =a+( N )l, i=01,2345 = {xo =0, x4 =§, X, =§, X3 =§,x4 =§,x5 = 1}

and the matrix form of the problem is defined by
{FoXH + F;XMH + P,XD (o, B)H}A = G.
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Also, the augmented matrices of the system and conditions are obtained as follows;

[-1.0000 1.0000 -2.0000 1.0000 2.0000 —-3.0000 ; O]
~1.0526 0.8447 -1.7307 0.9602 2.1363 -2.6418 : 0
W:G] - ~1.1107 0.6779 -1.5258 1.1210 2.4636 -2.3540 ; O
~1.1749 0.4975 -1.3906 1.4513 3.1436 -1.8389 ; 0
~1.2459 0.3016 -1.3312 19179 4.3159 -0.6446 : O
| -1.3244 00878 -1.3548 24848 6.0972 18138 ; 0]
[ug; 2ol =[1 0 2 0 —2 0; 1]
[-1.0000 1.0000 -2.0000 1.0000 2.0000 -3.0000 : O
10000 0 20000 O -20000 O : 1
[W; G]: ~1.1107 0.6779 -1.5258 1.1210 2.4636 -2.3540 ; 0
~1.1749 0.4975 -1.3906 1.4513 3.1436 -1.8389 ; 0
~1.2459 0.3016 -1.3312 1.9179 4.3159 -0.6446 : O
| -1.3244 0.0878 -13548 24848 6.0972 18138 ; O]

Solving the augmented system, we find the coefficients of A as

A=[0.0681 0.8574 0.4986 0.1869 0.0327 0.0148]T.
Therefore, we have the solution

ys(x) =1+ x+ 0.4986x% + 0.1721x% + 0.0270x* + 0.0148x°>.
In addition, the approximate solutions for N = 3, N = 4,and N = 5 are compared with the

exact solutions in Table 1, Figure 1 and Figure 2.

238
— I
26| TN e

—i— N=5
— — Exact solution

24

22

18

16

14

1.2

1 | | | | | | | | |
{D’ 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 1. Graphics of the exact solution and numerical solutions of Example 2 for N = 3,4,5
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Figure 2. Graphics of Residual Error Functions of Example 2 for N = 3,4,5
Table 1. Numerical results of Example 2
y(x) y3(x) |93(x;)| Yalx;) |94(x,-)| Vs(x,) |35(X,-)|
Xi
00 |10 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0
0.1 | 1.105170918 1.104981763 1.89155¢-04 1105187735 1.6817e-05 1.105169791 1.127e-06
0.2 | 1.221402758 1.220869635 5.33123¢-04 1221439736 3.6978e-05 1221400844 1.914e-06
0.3 | 1.349858808 1.349077492 7.81316e-04 1.349899384 4.0576e-05 1.34985711 1.698e-06
0.4 | 1.491824698 1.491019210 8.05488¢-04 1.491856987 3.2289¢-05 1.491823152 1.546¢-06
05 | 1.648721271 1.648108663 6.12608 e-04 1648749773 2.8502e-05 1648719174 2.097e-06
0.6 | 1.8221188 1.821759727 3.59073¢-04 1.822161892 4.3092e-05 1.822116063 2.737e-06
0.7 | 2.013752707 2.013386277 3.6643¢-04 2.013824418 7.1711e-05 2.013750422 2.285¢-06
0.8 | 2.225540928 2.224402189 1.138739¢-03 2.225615347 7.4419e-05 2.225539606 1.322¢-06
0.9 | 2.459603111 2456221339 3.381772¢-03 2.459559598 4.3513e-05 2.459596762 6.349¢-06
10 | 2.718281828 2.7102576 8.024228¢-03 2717829011 4.52809e-04 2718245858 3.5962e-05

The residual error for N = 3,4, 5;

e ——
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_ R
R, = j 1de =8.575113393x10°%,
0 1-0

[0

0 dx = 6.302235207 x107*,

R 1 R5(X)

L= dx = 3.842434519x10°°.
0 1-0

Example 3. Our last example is given by [18], for —g <x,<0

)=

y""(x) — cos(x) y' (x) —sin(x) y’ (x — g) +2y (x - %) = sin(x) — 2cos(x) — 1

with the exact solution y(x) =sin x and with conditions

y(0) =0,y'(0) =1,y"(0) =0
where

T

FO =O, F1 =_C05(x), F2 =0, F3 = 1, PO=\/§, Pl =_Sin(x), ayg = 1,ﬂ0 = _%,al = 1,31 =_E,

and the fundamental matrix form of the given differential-difference equation becomes

{FoXH + F;XMH + F,XMZH + F;XM3H + PyXDH + P;XDMH}A = G

Now, let us find the solutions of this problem taking N = 4, N =5 and N = 7. The comparison of
the solutions is given in Table 2, Figure 3 and Figure 4.

A= L
—— N=5 : '
02 - N=T

— Exact solution : : : '

-1.2

14 I I
-1.6 -14

0.8 0.6 04

Figure 3. Graphics of the exact solution and the numerical solutions to Example 3 for N = 4,5,7
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Figure 4. Graphics of Residual Error Functions of Example 3 for N = 3,4,5
Table 2. Numerical results of Example 3
Xi y(x:) J’4(Xi) |94(Xi)| }’5(Xi) |95(Xi)| Y7(Xi) |e7(xi)|
/2 -1.0 -0.9589265665 | 4.10734335¢-02 -0.9897292856 1.02707144 e-02 -1. 003932979 3.932979¢-03
m/3 | -0.8660254038 -0.8468051665 1.92202373e-02 -0.8607567010 5.2687028¢e-03 -0.8675589895 1.5335857¢-03
n/4 | -0.7071067812 -0.6968292175 1.02775637e-02 -0.7040225957 3.0841855¢-03 -0.7078760680 7.692868e-04
/6 | 05 -0.4961625224 3.8374776e-03 -0.498738576 1.261424¢-03 -0.5002806396 2.806396e-04
0 0.0 -1.0e-11 1.0e-11 1.159016994e-10 | 1.159016994e-10 -4. 3388e-08 -4.3388¢-08

The residual error for N = 3,4, 5;

e ——
Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Fark Denklemlerinin Residiiel Hata Tahminiyle C6ziimii i¢in Boubaker Polinom Yaklasimi1 25



MUHENDIS BEYINLER DERGISI | JOURNAL OF ENGINEER BRAINS B Ay
ISSN: 2528 - 9802

dx =6. 740208465x1072,

R=[ Rs (x) dx = 2. 232083286 X102,

dx = 2. 516258961x10°°,

6. Conclusions and Discussions

A new technique based on the Boubaker polynomials to numerically solve the high-order
linear differential-difference equations with functional arguments is presented. High-order linear
differential-difference equations are usually difficult to solve analytically. Then, numerical
methods are required to obtain the approximate solutions. For this reason, the present method

has been proposed for approximate solution and also analytical solution.
On the other hand, from Table 1, it may be observed that the errors found for different N

show close agreement for various values of X;. Tables and Figures indicate that as N

increases, the errors decrease more rapidly; hence for better results, the large number N is
recommended. Another considerable advantage of the method is that Boubaker coefficients of
the solution are found very easily by using the computer programs. On the other hand, Nth
order approximation gives the exact solution when the solution is polynomial of degree equal to
or less than N. If the solution is not polynomial, Boubaker series approximation converges to the

exact solution as N increases.
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Ozet: Bu calismada bazi Frize desenlerini matematiksel olarak tamimlamaya calistik. Gruplar cebirsel olarak
tammlarla destekleyerek dondiirme, yansima ve simetri kavramlarini ornekler ve tanmimlar yardimiyla sonsuz
gruplar tistiine insaat ettik.

Anahtar Kelime: Frize Deseni, Grup Teori

GIRIS
Friz dedigimiz yapilar Sym(X) yapilarini igceren X kimelerinin olusturdugu ve gecisme

Ozelligini saglayan “T” bir yapidir. Daha dlzgin bir soyleyisle belli bir kurala gore dize gelen
diizglin dogrusal tek bir ydndeki sezgisel kimeler toplamidir.

Yukarida s6z ettigimiz tanimda “Sym(X)” X kimelerinin simetrilerinin olusturdugu kiimelerin
hepsine verdigimiz bir notasyon olup bu kiimede agikta kalan X’e bagh higbir simetrik friz yoktur.
Sayet iki desen (pattern) simetrik grup ise ¢ok bariz olarak bu ¢ift izomorfik yapilardir ki bu yapi
izometriler igerir. (Ornek: Yansima, déndiirme...). Her friz ya da cebirsel sekillerin en az 7 desen
kuralindan birisine uymak zorundadir.

Ornegin;
.FFFFFFFFFFFFFFFFFF..

Yukaridaki harf sinsilesi simetri icermiyor dikkat edin biz buna tek bir ydénde gecisme
simetrileri demekteyiz. Matematiksel olarak bu simetri grubu sonsuz bir grup C- = T, | » olarak
gosterecegiz ki 6yle T’ler var ki sagdan bir birim yansimaldir yani T(x,y) = (x+1,y).

..EEEEEEEEEEEEEEEE..

Bu desen ise paralel eksenlerin ayna simetrisi olarak adlandirilir. Bu simetri grubu ise C«» x Cz
= (T, X | X2 = I, XT = TX) olarak gosterecediz. Bu noktada okurun gosterimleri anlamaya
calismasini siddetle tavsiye ediyoruz. X-eksenine gére yansima oldugu igin ve X(x, y) = (X, -y)
icin XT = TX esitligi cok bariz. (Dikkat! x ve X'ler matematiksel olarak farklilik géstermektedir).

~AAAAAAAAAAAAAAA..

Bu desen yukarida “E” desenine ¢ok benzer ve aynadaki simetri disuimudir. Gegisme
simetrisi de diyebiliriz. Ama bu deseni farkli sadece bir tane degil sonsuz tane ayna simetri
ekseni vardir. Simetri grubunu;
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D= (T,Y|Y2=1, YT =T-1Y) olarak gésterebiliriz.

T’yi yukarida oldugu gibi bu sefer y-eksenine gore simetri olarak tanimladik ve eger Y(x, y) =
(-x, y) oldugunda YT = T-1Y esitligini gosterirsek isimiz daha acik ve net. Ayrica biraz optikle ilgili
olsa da, efer ayna ekseni x=1/2 secersek ve bu sec¢imi M ile tanimlarsak M(x, y) = (1-X, y) olur
ve sadece T-1Y olur. Devam edelim...

...pbpbpbpbpbpbpbpb...

Bu sefer desende ayna simetrisi olmayip dizgin simetri ekseni var yani belirli bir kural
etrafinda sonsuza uzanan anlamli ya da anlamsiz bloklar sinsilesi. Bu kurali tanimlayacagiz
fakat desen iki farkh bileske olarak gorulebilir. pb frizi mi yoksa bp mi? Bu sorunun yanitini
sonsuz grup tanimiyla verelim. C.= (G| ) g06sterimi bu desen igin uygun olacaktir ki buradaki
G'leri de G(x, y) = (x + 12, y) tanimlamak mimkundr.

~NNNNNNNNNNNNNN..

Bu desen ise ne ayna simetrisi veya diizgun simetri ekseni igcerir. Ama sanstan elimizde bu
deseni tanimlayacagimiz bir déndiirme simetrisi vardir. Her N harfinin merkezleri bir dondirme
simetrisi icindedir. Sayet bir tanesini ele alip incelersek yani bir N harfinin merkezini alip belli bir
aglyla dondurdp belli bir middet dteleme yaparsak istedigimiz deseni elde ederiz. Matematiksel
olarak yine sonsuz bir grup olup gosterimi

D-= (T,R|R2=1,RT=TR) seklindedir.

Buradaki R ve T’leri ise dondurmelerin bir tanesine R dedik, R’lerin olusturdugu gecismeleri de
T olarak tanimladik.

.. HHHHHHHHHHHHHH..

H harflerinin olusturdugu sonsuza giden bir desen. Bu desen ¢ok sansli. Nedeni ise 2 yonde
hem dondirme hem de ayna simetrisine sahip. Bu deseni bir matematiksel simetri grubu olarak
tanimlarsak bu grup duzgin bir gruptur. Bu simetri grubu gegisme, T ve 180°lik merkezi
doéndirme bigimlerine sahiptir. Aslinda matematiksel olarak;

D-xC2= (T,M,R|M2=R2=1, MT =TM, RM = MR, RT = T"!R) olarak tanimlayabiliriz.

Yukarida anlatmak istedigimiz her seyi hatta daha fazlasini bu gekilde anlattik ki burada M’ler
yansimalar, R’ler doéndirmeler ve T’ler ise tum gegismelerin olusturdugu parga olarak
tanimlayabiliriz.

MUWMWMW

Yukaridaki sekil ise sonsuza gittigini disinelim. Ne derseniz? Bir ters bir diz M harfinin
olusturdugu desenler ne anlam ifade etmektedir. Bu desen ardisik iki harfin merkezleri arasinda
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dondirme simetrisi ayrica yatay dogrular boyunca her harfin tam orta noktasinda ayna simetrini
elde ederiz. Bagimiz hemen sikistigi icin matematiksel bir tanimlara yer verelim.

G(x,y)=(x+12,-y)ve T(x,y) = (x + 1, y) lerin olusturdugu pargalardir ki iki esitlikten G2 =T
cok bariz! Sayet 180°’lik bir dondirme simetrisi uygularsak bu son olusan dondirmeyi R(x, y) =
(-x, -y) ile gosterebiliriz ve x=1/4 ekseninin yansima simetrilerini M(x, y) = (12 - X, y) olarak
tanimlayabiliriz. Ayni sekilde RM = G okur tarafindan ¢ok kolay sekilde agiga ¢ikarilabilir.

(R, M | R = M2 = 1) bu tanim yukarida verdigimiz G(x,y) ve T(x,y) lerin ortak g&sterimi
diyebiliriz. Bu desen igin aslinda bu tanim daha uygun olur. Ama su bir gergek ki R ile M
arasinda higbir iliski bulamayiz. Ama

S = RM gibi bir ifade segersek D= (S, R| R2 =1, RS = SIR) olur. Yukarida anlattigimiz
bilgi toplulugunu bir teoremle agiklayalim.

Teorem: TUm friz desenleri yukarida saydigimiz kurallardan en az birisine uymak zorundadir.

Kanit: Diyelim X friz deseni olsun ve iginde Sym(X) ve yatay eksenler boyunca gegisme
saglayan T'yi igersin. Simdi tanimlamamiz gereken simetri bigimlerini agiklayalim.

V: Yatay eksenlerde dikey yansimalar
H: Yatay eksenlerdeki yansimlar
R: DondlUrmeler - Rotasyonlar
G: Duzgin yatay yansimalar
Toplam en fazla 24 = 16 tane friz desen ¢esidi vardir.

H = G: Eger Sym(X) yatay eksenlerde yansima igeriyorsa bunun sonucunda diizgin
simetrilerde igerir.

RG = H: ki déndirme bileskesinin garpimi bitiin diizgiin yatay yansimalarda belirgindir ve bu
durum dikey eksende yatay yansima olmak zorundadir.

GV = R: Duzgun yatay yansimalar ve dikey yansimalarin ¢arpimi bir noktada belirgindir. Bu
isometriler ddndirme olmak zorundadir.

RV = G: Dénduirme ve yatay yansimalarin ¢arpimi sadece yatay bir dogrudur. Bu yuzden ya
yatay yansima ya da yatay glide’tir. Kisacasi Sym(X) glide igerir.

Dedigimiz gibi her sekil friz olmayabilir. Friz olabilmenin sarti yukarida saydigimiz
kombinasyonlari saglamasidir. Bu yaziyl en iyi anlatacak ¢ok sade bir tablo olusturacagiz.
Tabloyu anlayan okur verecegimiz érnekleri gdzmesinde bir mahsur gérmemekteyiz.
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Ornekler: Asagidaki friz érneklerini inceleyelim.

WalaNallalaValalala
333333333
s

YT YT YT YT Ty
4. AL AL AL A AL

5. Sinx, cosx, tanx, cotanx, fonksiyonlarinin grafikleri hangi friz desenlerine denk

gelmektedir.
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