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Özet 

Bu çalışmada, bağımlı değişkenin simetrik bulanık sayı olması durumunda, regresyon modelinin 
parametrelerinin tahmin edilmesi için, bulanık çıkarsama sistemine dayalı uyarlamalı ağın (ANFIS) 
kullanıldığı bir algoritma ve bulanık robust regresyon’a dayalı bir algoritma ele alınarak parametre tahmini 
yapılmıştır. Bulanık robust regresyon ve ANFIS’in kullanıldığı algoritmadan elde sonuçlar Dimond (1988) 
tarafından önerilen yöntemden elde edilen sonuçlar ile karşılaştırılmıştır.  

Anahtar sözcükler: Simetrik bulanık sayı, Bulanık robust regresyon, ANFIS.

Abstract 

Parameter estimation in the case of symmetric fuzzy number dependent variable  

In this study, we will use two algorithms for a regression parameter’s estimation.  Based on ANFIS and fuzzy 
robust regression model, in cases where dependent variables is a symmetrical fuzzy number. Results taken 
from the fuzzy robust regression are based  on ANFIS and are compared with the Diamond method. 

Keywords: Symmetrical fuzzy number, fuzzy robust regression, ANFIS.

1. Giriş

Regresyon analizi iki ya da daha çok değişken arsındaki fonksiyonel yapıyı belirlemekte kullanılan bir 
yöntemdir. Mühendislik, biyoloji, ekonomi, işletme vb. pek çok alanda yaygın olarak kullanılmaktadır
(Kao ve Chyu, 2003). 

Bir bağımlı ve p bağımsız değişken arasındaki fonksiyonel yapı

1
β

=
= +∑

p

i ij j i
j

y x e 1,2,..., 1,2,...,i n j p= = (1) 

olarak tanımlanır. Burada iy , i’inci gözlem için bağımlı değişken değeri, 1 2, ,..., ipi ix x x , p bağımsız

değişken değeri, ie rassal hata miktarı ve 21 ,, ...,β β β p regresyon katsayılarıdır. Eşitlik (1)’de tanımlanan 
regresyon modeli matris gösterimi ile 
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dir. Burada Y ; nx1 boyutlu bağımlı değişken için gözlemlerin vektörü, X ; [nx(m+1)] boyutlu bağımsız
değişkenlere ilişkin matris, β ; [(m+1)x1] boyutlu regresyon katsayılarının vektörü ve ε ; (nx1) boyutlu 
hata vektörüdür. 

Bulanık regresyon çözümlemesi klasik regresyon çözümlemesinin bulanık genişlemesi olarak 
düşünülebilir. Çeşitli alanlarda yaygın olarak çalışılmış ve uygulanmıştır. Genel olarak bulanık regresyon 
çözümlemesi iki grupta toplanır. Bunlardan birincisi Tanaka vd. (1982)’nin doğrusal programlama 
yaklaşımına, ikincisi ise Diamond (1988) tarafından önerilen klasik regresyon çözümlemesinin bir 
genişlemesi olan bulanık en küçük kareler yaklaşımına dayanır.  

Bulanık regresyon çözümlemesi ilgili pek çok çalışma literatürde yer almaktadır. Tanaka (1987) modeli 
sıklıkla kesin sayılar ürettiği için Celmins (1987) tarafından eleştirilmiştir. Daha sonra Tanaka vd (1982) 
tarafından ileri sürülen en küçükleme probleminin ölçek bağımlı olduğunu Jo’zsef (1992) ileri sürmüştür. 
Celmins (1987)’in eleştirisine karşılık Tanaka ve Ishibuchi (1991) etkileşimli bulanık katsayıları elde 
etmek için bir yöntem geliştirmişlerdir (Redden ve Woddall, 1996). Bu yöntemin aykırı değerlere güçlü 
bir şekilde duyarlı olduğu, verinin içerdiği kesin bilgiyi göz ardı ettiği ve sınırsız çözüm ürettiği Redden 
ve Woddall (1996) tarafından gösterilmiştir. Watada ve Yabuuchi (1994), aykırı değer tarafından 
etkilenmeyen bir bulanık robust regresyon modeli önermişlerdir. Optimizasyon problemini çözmek için 
genetik algoritma kullanılmıştır. Chang ve Lee (1996) aykırı değer olması durumu için üyelik 
dereceleriyle ağırlıklandırma yapan ve karar verici ile etkileşime dayanan genelleştirilmiş bulanık
ağırlıklandırılmış en küçük kareler yöntemini ileri sürmüşlerdir. Yang ve Ko (1997) basit doğrusal 
regresyonda ağırlıklandırılmış bulanık en küçük kareler çözümlemesi için yinelemeli algoritmayı
geliştirmişlerdir. Bu algoritma iki aşamalıdır. İlk olarak gözlemlerin sınıf üyeliklerini veren bulanık
sınıflama yöntemi seçilir, daha sonra üyeliklerin bu değerleri ağırlıklar olarak kullanılır. Bulanık
regresyon çözümlemesinde ağırlıklandırılmış bulanık en küçük kareler bir optimizasyon problemi olarak 
düşünülmüştür. Ishibuchi ve Nei (2001) simetrik üçgensel bulanık katsayılı doğrusal modeller için bulanık
regresyon yöntemini önermişlerdir.  Kao ve Chyu (2003) çalışmalarında klasik regresyonda sıkça 
kullanılan en küçük kareler yöntemini bulanık regresyon katsayılarını belirlemek üzere uyarlamışlardır.  
Yang ve Liu (2003) etkileşimli bulanık doğrusal regresyon modelleri için bulanık en küçük kareler 
algoritmasını önermişlerdir. Bu algoritma basit regresyon için aykırı değere karşı robusttır. D’Urso (2003) 
kesin veya bulanık girdiler ve kesin veya bulanık çıktılar ile bulanık regresyon modelleri önermiştir. Hong 
ve Hwang (2004) Diamond’un modelini çok değişkenli bulanık regresyon modelleri olarak 
genelleştirmişlerdir. Choi ve Buckley (2007) veride aykırı değer olması durumunda en küçük mutlak 
sapma yöntemi ile parametre tahmini yapmışlardır. Chuang vd. (2009) aykırı değer için Tagaki-Sugeno-
Kang bulanık modeline dayanan melez bulanık robust regresyon yaklaşımını ileri sürmüşlerdir. Bu 
yaklaşımda kümeleme analizini kullanmışlardır. 

Bulanık regresyon modeli bağımlı ve bağımsız değişkenlerin koşullarına göre 4 grupta toplanabilir: 

i) Girdi ve çıktı verilerinin her ikisinin de kesin (non-fuzzy) sayı olması durumu, 
ii) Girdi değişkeninin kesin, çıktı değişkeninin bulanık sayı olması durumu, 
iii) Hem girdi hem de çıktı değişkeninin bulanık sayı olması durumu, 
iv) Parametrelerin bulanık sayı olması durumu (Choi ve Buckley, 2008). 
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2. Bulanık regresyon 

Girdi değişkenlerinin kesin sayı, çıktı değişkeninin bulanık sayı olması durumu, başka bir ifade ile 
gözlemlenmiş veriler ( ) nixxy inii ,...,2,1,...,,~

1 = ile gösterilir. LR tipi bulanık sayılar ile ilgilenildiğinde 

( )LRulmY ,,~ = biçiminde gösterilir. Burada m merkez, l sol yayılmayı ve u ise sağ yayılmayı
göstermektedir. Bulanık regresyon modeli, 

 ,,...,2,1,~...~~~
110 nixAxAAY ippii =+++=

biçiminde tanımlanır. Burada ijx kesin sayı, ( )iRiLii yY αα ,,~ = ve ( )iRiLii aA ββ ,,~ = üçgensel bulanık

sayılardır. LR tipi bulanık sayıda iRiL αα = ise simetrik üçgensel bulanık sayı olarak ifade edilir (Coppia 
vd. 2006). 

Genel olarak bulanık regresyon modellerinin çözümlemesi iki kategoride toplanır. Bunlardan birincisi 
Tanaka vd (1982)’nin doğrusal programlama yaklaşımıdır. Tanaka modeli, 
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biçiminde tanımlanır. Burada h karar verici tarafından belirlenen eşik düzeyidir. Tanaka vd (1982) 

modelinde bağımsız değişken x kesin (crips) sayı, bağımlı değişken merkezi iy , yayılması ie olan 

bulanık sayı ( ( ),i iY y e= ), parametreler merkezi ja , yayılması jc olan ve ( ),j jA a c= olarak 
tanımlanan bulanık sayıdır (Redden and Woddall 1996). 

Bulanık regresyon çözümlemesinin ikincisi ise bulanık en küçük kareler yaklaşımına dayanır. Dimond 
(1988) bulanık en küçük kareler yaklaşımını önermiştir. Dimond (1988) bağımsız değişken x ’in kesin 
sayı ve bağımlı değişken ( , , )i i i iY y η η= ’nin simetrik üçgensel bulanık sayı olması durumda bulanık
regresyon modelini, 

Y A xB= + (2) 

olarak tanımlamıştır. Burada ( , , )A a α α= ve ( , , )B b β β= simetrik üçgensel bulanık parametrelerdir. 
(2) eşitliğindeki parametre tahminlerini yapabilmek için en küçük kareler optimizasyon problemi, 

2( , ) ( , )i iMinimum r A B d A x B Y= +∑
biçimindedir. Burada 

2 2 2( , ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i i id A x B Y a bx x y a bx x y a bx yα β η α β η+ = + − − − + + + + + − − + + −

olarak tanımlanır (Chang and Lee  1996, Diamond 1988). 
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3. Algoritmalar 

3.1. Parametre tahmini için ANFIS’e dayalı bir algoritma 

ANFIS, bulanık regresyon analizi için, çıkarsama sisteminin işleyişine imkan veren bir yapıdır. 
Uyarlamalı ağ; çok tabakalı, ileri beslemeli bir sinir ağıdır. Her sinir girdi sinyalleri üzerinde özel 
fonksiyonlar gösterir. Regresyon fonksiyonuna iyi bir yaklaşım elde etmek için kullanılan, sinirlere ve 
bağlantılara sahip uyarlamalı ağ beş tabakadan oluşur (Goger 1993, Dalkılıç ve Apaydın 2009).  

Birinci tabakadaki her sinir dilsel değerli girdiye dayanan bir üyelik fonksiyonu üretir yani çıktısı üyelik 
fonksiyonudur. İkinci tabakadaki sinirler; girdi sinyallerine bağlı Lw (L=1,...,6) ağırlıklarını çıkartırlar. 
Üçüncü tabaka, ikinci tabakadan gelen çıktı sinyallerinin bir normalizasyon işlevini içerir. Dördüncü 
tabakadaki her sinir alt modellerden birini üretir; LY siniri 0 1 1 2 2 ...L L L L L

p pY c c x c x c x= + + + +  
şeklinde tanımlanır. Son olarak beşinci tabaka, dördüncü tabakadan gelen tüm çıktıların toplamıdır (James 
ve Donalt, 1999).  

Regresyon modellerine ait tahmin setinin elde edilmesi süreci iki önemli adımdan oluşmaktadır. 
Bunlardan birincisi, verilerin geldiği sınıfı karakterize eden önsel parametre setinin belirlenmesi ve bu 
parametrelerin süreç içinde güncellenmesi, ikincisi ise sonsal parametre setinin tahmin edilmesidir. 
ANFIS ile regresyon modellerinin parametrelerinin belirlenmesi süreci, bağımsız değişkenlerin sınıf ya da 
düzey sayılarının ve önsel parametrelerin belirlenmesi ile başlar. ANFIS ile regresyon modellerinde 
parametre tahminine ilişkin algoritma;  

Adım 1: Bağımsız değişkenlere ait veri kümesine ilişkin optimal sınıf sayıları belirlenir. 

Adım 2: Önsel parametreler belirlenir. Yayılımlar, girdi değişkenlerinin değer aldığı aralığa ve 
değişkenlerin düzey sayılarına göre belirlenir. Merkez parametreleri de değişkenlerin değer aldığı aralığa
ve düzey sayısına bağlıdır ve 

max( ) min( )min( ) * ( 1)
( 1)
i i

i i
X Xv X i

c
−= + −
−

1,...,i p= (3) 

ile belirlenir. 

Adım 3: Lw ağırlıkları bağımsız değişkenin ait olduğu dağılım ailesine dair üyelik fonksiyonlarından 
yararlanılarak hesaplanır.  Üyelik fonksiyonları normal dağılım fonksiyonu olarak düşünüldüğünde,  

2

( ) exp
h

i h
F i

h

x vxµ
σ

  −
 = − 
   

(4)                    

biçiminde tanımlanır.                

Adım 4: Bağımsız değişkenlerin kesin, bağımlı değişkenin bulanık sayılardan oluştuğu durumda, sonsal 
parametre seti bulanık sayılar olarak elde edilir. Sonsal parametre setinin saptanması için, 

 1( )T TZ B B B Y−= (5) 

eşitliği kullanılır. Burada, B ile ağırlıklandırılmış [((p+1)*m )*n] boyutlu veri matrisi, Y bağımlı değişken 
değerlerinden oluşan (n*1) boyutlu vektör ve Z sonsal parametrelere ilişkin 
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 1 1 1
0 0 1 1,..., , ,..., , ,...,

Tm m m
p pZ a a a a a a =   (6) 

biçiminde tanımlanan [(p+1)*m ] boyutlu vektördür.  

Adım 5: Sonsal parametre seti kullanılarak, 0 1 1 2 2 ...L L L L L
p pY c c x c x c x= + + + +  biçiminde ifade edilen 

regresyon modelleri oluşturulur.  

Adım 6: Modele ilişkin hata ( )∑
=

−=
n

k
kk nYY

1

2
/ˆε (7) 

biçiminde hesaplanır.  

Eğer ε φ< ise sürece son verilir. Eğer  ε φ≥ ise  Adım7 ye geçilir. 

Adım 7: Adım 2’de belirlenen merkezi önsel parametreler, '
i iv v t= ± ile güncellenir.  

Adım 8: En küçük hatayı veren önsel parametreler ve bu parametrelere ilişkin modellerden elde edilen 
tahmin çıktı olarak alınır.  

3.2. Bulanık robust regresyon için algoritma 

x ’in kesin sayı ve ( , , )Y y η η= ’nin simetrik üçgensel bulanık sayı olması durumda bulanık çok 
değişkenli regresyon modeli 

,,...,2,1,~...~~~
110 nixAxAAY ippii =+++=

olsun. Bu durumda optimizasyon problemi 

( ) ( ) ,~,~...~~...,~~,:
2

110,2,10 ipipip YxAxAAdAAAArMinP +++= ∑

olarak tanımlanır. Burada ( )αα ,,~
0 aA = , ( )1111 ,,~ ββbA = ,..., ( )pppp bA ββ ,,~ = biçiminde tanımlanan 

simetrik üçgensel bulanık parametreler olmak üzere 

( ) ( )
( )
( )2

221111

2
221111

2
11

2
110

......

......
...~,~...~~

iipipiipipi

iipipiipipi

ipipiipipi

yxxxxbxba

yxxxxbxba
yxbxbaYxAxAAd

ηβββα

ηβββα

−−+++++++++

+−−−−−−++++
−+++=+++

(8)

 

dir. P probleminin , ia b ’ya göre ve , , ,α α β β ’ya göre türevi alınıp sıfıra eşitlendiğinde normal 
denklem sistemleri elde edilir. Bu sistem çözüldüğünde elde edilen tahmin ediciler yardımıyla bulanan 
tahminler ile bulanık regresyon modeli yazılır. Bulanık robust regresyon ile parametre tahminine ilişkin 
algoritma: 

Adım 1: x ’in kesin sayı ve ( , , )Y y η η= simetrik üçgensel bulanık sayı olması durumda başlangıç
bulanık tahmini regresyon modeli P probleminden bulunur. 
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Adım 2: Merkezler için tahmin değerleri ( ˆiy ) ve artıklar )( ir hesaplanır. OM indeksine göre artıklar 
belirlenir. 

Adım 3: Artıkların mutlak değerlerine göre medyanı belirlenir ve 

( ) ,,...,2,1)()( nirabsmedianrabsD iii =−=

uzaklığı hesaplanır.  

Adım 4: Uzaklıklara bağlı olarak üyelik fonksiyonu  

 ( ) ( )









<<
−

−
≤

=

,.0

,)(
,)(1

dd

brabsa
ab

rabsb
arabs

rµ (9) 

biçiminde tanımlanır. Burada; 

 
( )

( ) .dmax
,

+=
=

i

i

Db
Dmediana

( ) ,6745.0/d ii rmedianrmedian −=

dır. 

Adım 5: Eşitlik (9)’da tanımlanan üyelik fonksiyonu ile üyelik dereceleri belirlenir ve ağırlık matrisi 
oluşturulur. Ağırlık matrisi, köşegen elemanları üyeliklerden oluşan diagonal matristir. Elde edilen ağırlık
matrisi yardımıyla ağırlıklandırılmış bulanık en küçük kareler tahminleri bulunur.  

Adım 6: Eğer εββ <−
+ kk ˆˆ 1

ise durulur. Aksi durumda Adım 2’ ye gidilir. Burada β̂ tahmin edilen 

regresyon model parametreleri, k yineleme sayısı ve 0>ε olmak üzere çok küçük bir sayıdır( Kula ve 
Apaydın, 2008).  

4. Uygulama 

Uygulamada kullanılan veri seti Cheng ve Lee (1999)’den alınmıştır. Simetrik bulanık sayılardan oluşan 
bağımlı değişkenin yer aldığı veri setinde iki bağımsız değişken ve 30 gözlem bulunmaktadır. Veri seti 
Çizelge 1’de, yöntemlere ilişkin tahminler ve artıklar Çizelge 2’de verilmiştir. Algoritmaların çözümü için 
MATLAB’da yazılan programlar kullanılmıştır. 
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Çizelge 1. Veri seti 
i

1ix 2ix ),(~
iii yy α i

1ix 2ix ),(~
iii yy α

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10 
11 
12 
13 
14 
15 

6.8590 
7.2150 
3.1990 
0.2600 
5.5280 
3.5390 
9.4760 
5.9680 
7.5620 
5.1030 
2.8020 
2.8310 
8.2870 
5.4790 
0.4230 

9.6880 
0.6170 
2.8980 
9.1510 
7.1140 
2.7660 
8.4430 
9.4460 
2.6780 
3.3240 
6.1010 
6.4920 
6.0810 
2.9990 
0.8850 

(4.9920,  1.2480) 
(4.8490,  1.2120) 
(5.2560,  1.3140) 
(4.9940,  1.2480) 
(3.2750,  0.8190) 
(4.8370,  1.2090) 
(5.0420,  1.2600) 
(5.2760,  1.3190) 
(5.3840,  1.3460) 
(4.3790,  1.0950) 
(4.2080,  1.0520) 
(4.8870,  1.2220) 
(5.1670,  1.2920) 
(3.3820,  0.8450) 
(5.0330,  1.2580) 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

6.1340 
8.9760 
2.3160 
0.0800 
2.9370 
5.4080 
6.5120 
3.5040 
9.3190 
6.8790 
6.7930 
8.3250 
0.5390 
1.5440 
9.2980 

2.8240 
1.1650 
7.1210 
2.1270 
1.3000 
1.3430 
6.0410 
5.5340 
1.5160 
2.9060 
0.1420 
2.4320 
8.2110 
6.9000 
2.5660 

(4.2730,  1.0680) 
(5.1600,  1.2900) 
(5.3100,  1.3280) 
(5.0360,  1.2590) 
(4.7550,  1.1890) 
(6.0470,  1.5120) 
(5.1630,  1.2910) 
(5.4090,  1.3520) 
(5.0750,  1.2690) 
(5.3180,  1.3300) 
(5.0350,  1.2590) 
(4.9040,  1.2260) 
(5.0120,  1.2530) 
(4.8630,  1.2160) 
(4.8260,  1.2070) 

Bulanık robust regresyon,  ANFIS’e dayalı algoritma ve Diamond yöntemi için elde edilen model 
tahminleri sırasıyla eşitlik (10, 11 ve 12)’de verilmiştir. 

 21 )0017.0,0070.0()0026.0,0104.0()2306.1,9221.4(~̂ XXYFRR ++= (10) 

 

214

213

212

211

)1022.0,4082.0()1038.0,4185.0()6147.0,4836.2(~̂
)0302.0,1200.0()0033.0,0115.0()3632.1,4710.5(~̂
)0286.0,1093.0()0311.0,1271.0()6913.1,7164.6(~̂
)0555.0,2175.0()0088.0,0367.0()2933.1,1741.5(~̂

XXY
XXY
XXY
XXY

ANN

ANN

ANN

ANN

++−=
++=
−+=
−−=

(11) 

 21 )0027,0,0109.0()0010.0,0039.0()2331.1,9323.4(~̂ XXYDIM −−++= (12) 

Veri kümesi için artık analizi yapılmış 5, 14 ve 21. gözlemlerin aykırı gözlem olduğu görülmüştür. 
Bulanık robust regresyon çözümlemesi ile her bir gözlem ağırlıklandırılarak modele etki yapmıştır, elde 
edilen model tahmini kullanılarak tahminler ve artıklar hesaplanmıştır. Yöntemler için hata eşitlik 7’den 
elde edilmiştir. Çizelge 2’den FRR için artıklar incelendiğinde aykırı değerler için artıkların büyük ancak 
diğer gözlemler için küçük olduğu görülmektedir. Böylece yöntemin aykırı değer dışındaki gözlemler için 
uyumu iyidir.  ANFIS’te ise eşitlik (10)’da verilen regresyon modellerinin ağırlıklı ortalamalarından elde 
edilen tahmin değerlerine dayanarak belirlenen artık değerleri hesaplanmıştır. ANFIS’te başlangıçta 
gözlemler kümelendiği ve sonuçta ağırlıklandırılmış artıklar elde edildiği için artıklar küçük ve hata 
kriterine göre de en küçük hata elde edilmiştir. Diamond yönteminde ise hatanın FRR’ye göre küçük 
olmasının nedeni aykırı gözlemlere FRR ye göre daha küçük artık değeri vermesindendir. FRR ve 
Diamond yöntemleri için 5, 14 ve 21. gözlemlerin artıkları göz önünde bulundurulmadığında FRR için 
hata 0.0894 bulunurken Diamond için 0.0995 olarak bulunmuştur. Buda bize FRR ile elde edilen modelin 
aykırı değerler dışındaki gözlemler için uyumunun iyi olduğunu göstermektedir. 
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