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Ozet: Bu calismada, geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli arastirma konularindan biri
olan ve son yillarda olduk¢a popiiler hale gelen kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlar
arastirilmigtir. Fonksiyonlar iizerine yapilan arastirmalarda sinir belirleme ¢alismasi alisilagelen
bir durumdur. Bu baglamda, ilk olarak kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlar sinifinin D =
{z € C: |3| < 1} acik birim diskinde yeni bir alt sinifi tanimlanmustir. Bu alt simif tanimlanirken
kompleks degerli fonksiyonlar i¢in gelistirilen Komatu integral operatorii ve sabordinasyon
prensibi kullanilmigtir. Daha sonra Fibonacci say dizisi ile reel kismi pozitif olan fonksiyonlar
arasindaki iliski verilmistir. Bu iligki Bulgular boliimii i¢in temel teskil etmektedir. Tanimlanan
siifa ait fonksiyonlarin ilk iki Taylor Maclaurin katsayilar1 a, ve a; iin modiilleri i¢in tst
sinirlar arastirilmistir. Son olarak yine bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in Fekete-Szego esitsizlikleri
elde edilmistir. Elde edilen bulgular literatiirdeki sonuglar ile karsilagtirtlmigtir.
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Coefficient Inequalities for Bi-univalent Functions Defined by Subordination and
A Sequence of Fibonacci Numbers

Abstract: In this work, bi-univalent functions, which are one of the most important research
areas of Geometric Function Theory and which are still very popular in recent years, have been
investigated. For the studies of functions, it is customary to determine the bound. In this
direction, firstly, we introduce a new subclass of bi-univalent functions in the open unit disk
D = {z € C: |3| < 1}. For this purpose, the Komatu integral operator developed for complex
functions and subordination princible are used. Afterwards, the relation between the Fibonacci
number sequence and the functions with the positive real part is given. This relation is a
fundamental role for Results section. The upper bounds of the first two Taylor-Maclaurin
coefficients are investigated. Finally, we derive Fekete-Szegd inequalities for functions
belonging to this newly-defined class. The obtained results are compared with studies in the
literature.
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1. Giris

Kompleks diizlemin bir B bolgesinde f: B—C fonksiyonu birebir ise f fonksiyonu B
de yalinkat fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Geometrik olarak ise diizlemde f(B)
goriintii bolgesinin katli bolge olmamasi seklinde yorumlanmaktadir. D birim diskinde
analitik ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 kosuluyla normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi A
ile gosterilmek tizere her f € A fonksiyonu

f(2) =3+ a,8°+a;2°+...= 2+ 32, 0, 3" 1)

seklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir. D birim diskinde normalize edilmis
yalinkat analitik fonksiyonlarin smifi § ile gosterilir. § smifinda galisilan temel
problemler yeni alt simiflar tanimlama, katsay: sinirlari, Fekete-Szego esitsizlikleri,
Hankel determinant smirlari, biiyiime-genisleme teoremleri, integral ve tiirev
operatorleri, konvoliisyon ve sabordinasyon teknikleridir.

S smifinin iki 6nemli alt smifi @ mertebeli yildizil fonksiyonlarin smnifi $*(a) ve «a
mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi K (a) dir. Matematiksel olarak

zf'(z)
f()

S*(a)={f:f€5 and iR( >>a, (OSa<1,z€]D)}

ve

zf" (z)
f'(z)

K(a)z{f:fES and §R<1+ >>a, (OSa<1,ZE]D)}

biciminde ifade edilmektedir.

D acik birim diskinde analitik, p(0) =1 ve her z € D i¢in Rp(z) > 0 kosullarini
saglayan fonksiyonlar reel kismi pozitif analitik fonksiyonlar olarak tanimlanmaktadir
ve bu fonksiyonlarin sinift P ile gosterilmektedir. Literatiirde Carathéodory sinifi olarak
da bilinmektedir. Ayrica bir p € P fonksiyonu

p(2) =14+ x,2 +x,2% + x32° + -

formunda seri agilimina sahiptir ve katsayilar igin |x,]| <2 (n €N ={1,2,3,..})
esitsizligi saglanmaktadir [13,22].

Simdi, kompleks analizde 6nemli rol oynayan sabordinasyon tanimi verilecektir.

Bir w Schwarz fonksiyonu

() = ) e @(0) =0, lw(z)| < 1)

formunda tanimli olmak iizere D agik birim diskinde tanimli analitik f ve g
fonksiyonlar1
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f(z) =g(w(z)) (z€D)
seklinde ifade edilebiliyorsa f fonksiyonu g fonksiyonuna sabordinedir denir ve
f(z) < g(z) seklinde gosterilir. Burada ise w(z) Schwarz fonksiyonu igin |c,| < 1
katsayi esitsizligi bilinmektedir [11].

S sinifina ait Denklem 1 ile verilen bir f € A fonksiyonu

f i (f@)=2 (z€D)

ve

FFrw) = w (1wl <o), 7o(f) =3)

esitliklerini saglayan
gw) = f71(w) = w — ayw? + (243 — az)w® — (5a3 — 5a,a; + a,)w* + -+ (2)

bi¢iminde bir £~ ters fonksiyonuna sahiptir [11]. Eger hem f hem de f~1 fonksiyonu
D birim diskinde yalinkat ise f fonksiyonuna kendisi ve tersi yalinkat (bi-univalent)
fonksiyon denir. Kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin smifi X ile gosterilir. ¥ sinifina
ait baz1 fonksiyonlar

1 1
h(2) =1, 9(@) = ~log1 ~2), k(@) =50 (1)

olarak verilebilir.

1967 yilinda Lewin, tersi de yalinkat olan fonksiyonlar1 kendisi ve tersi yalinkat (bi-
univalent) fonksiyonlar olarak adlandirmis ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifi X ile
gostermigstir [18]. X sinifina ait fonksiyonlar i¢in katsayr sinirlar1 elde etme galismalari
yapmustir ve |a,| < 1,51 smirin1 elde etmistir. 1986 yilinda Brannan ve Taha kendisi ve
tersi yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflarinin baslangi¢ katsayilari i¢in tahminler elde
etmistir [9]. Son yillarda yapilan galismalarda bu problem tekrar ¢alisilmaya baslanmis
[25]; X smifi ve Taylor-Maclaurin serilerinin ilk iki katsayisi olan a, ve a; iin
modiilleri igin tist siirlart bulma ¢alismalar1 popiiler hale gelmistir [2,3,4,5,6,15,21].
Literatiirde a,, in modiilii i¢in iist sinirlarin elde edildigi ¢alismalar olmasina ragmen
[8,24,26] n € N\{1,2} i¢in |a,,| genel katsay1 tahmini hala ag¢ik bir problemdir.

Sabordinasyon tanimi ve

zf'(2) zf"(z)
@ YT

denklemleri kullanilarak yildizil ve konveks fonksiyonlar i¢in c¢alismalar yapilmistir
[20]. Ilk olarak sabordinasyon tanimi geregi I birim diskinde reel kismi pozitif ve reel
eksene gore simetrik, 1 noktasina gore yildizil bir bolgeye resmeden analitik bir ¢ (¢
(0)=0, ¢ '(0) =1) fonksiyonu g6z oOniine almmistir. Boylece Ma-Minda yildizil
fonksiyonlar siifi
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zf'(3)
f(z)

< ¢(2)

sabordinasyon sartin1 saglayan f € A fonksiyonlarindan olugsmaktadir. Benzer sekilde,
Ma-Minda konveks fonksiyonlar sinifi

Zfll(z)
e T

sabordinasyon sartini  saglayan f € A  fonksiyonlarindan olusmaktadir. Bu
tanimlamalardan yola ¢ikilarak hem f hem de f~?! fonksiyonu Ma-Minda yildizil ise f
fonksiyonunu Ma-Minda bi-yildizil, hem f hem de f~! fonksiyonu Ma-Minda konveks
ise f fonksiyonunu Ma-Minda bi-konveks olarak adlandirilmistir [11]. Ma-Minda bi-
yildizil ve Ma-Minda bi-konveks fonksiyonlarin simifi sirasiyla S*(¢@), K(@) ile
gosterilmektedir [7].

Kompleks analizin ilgilendigi 6nemli problemlerden olan Fekete-Szegd problemi
F(f) = a; — oaj

fonksiyonu igin st sinir elde etmek olarak bilinmektedir [12]. f € S i¢in Fekete-Szego
esitsizlikleri

2
las — 0a3| < 1+ 2exp (— ﬁ) 0 €[0,1)

seklinde elde edilmektedir.

2. Materyal ve Metot

Bu bolimde Komatu integral operatorii, kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin
Sﬁf (P;e) alt smifi tamimlanmistir ve Fibonacci sayilart hakkinda bazi ifadeler
verilmistir.

Tamm 2.1. Komatu integral operatorii £}

u t ' t—2 1“7
Lif(z) = (M)f {*2log (—) f(zDdl (t>0,u=0,f €A z€ED)
0

r ¢

seklinde tanimlanmaktadir [17]. Kompleks degerli, Denklem 1 formundaki bir f € A
fonksiyonu igin Komatu integral operatorii LY f(z)

Lff(Z)=Z+Z(t+n—_1> anz” (t>O,HZO,ZE]D)
n=2

seklinde tanimlanur.
Komatu integral operatorii tammi geregi Lt (zf'(2)) = z (Lf f (z)) yazilabilir. Ayrica

u ve t degiskenlerinin bazi 6zel degerleri icin Komatu integral operatorii Lf f(z)
asagidaki operatorlere doniisiir:
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o L)f(3) = f(2),

e Lif(z) = A[f](z) Alexander operatérii [1],

e L}f(z) = L[f](z) Libera operatérii [19],

e L7*f(z) = D*f(3) (k € Ny) Sildgean tiirev operatorii [23],
o LYf(z) = I'f(z) operatdrii [16].

Simdi sabordinasyon tanimi1 ve Komatu integral operatoriinii kullanarak kendisi ve tersi
yalinkat fonksiyonlarin SL! (p; €) alt sinifi tamimlanacaktir.

Tammm 2.2. Kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin X smifina ait bir f fonksiyonu

0<e<1,t>0u>0ver ="~ 0618 olmak iizere

3 (ez (Lff(z))l +(1- e)L;ﬁ‘f(z))

1+1
, <P(z) = (z €D)
€% (Lff(z)) +(1-eLif(2) 1—17— 1232
ve
(SW (ctaww) + - ozt Q(W)> 1+ 7%w?
< f)(W) = (w € D)
ew (Lug(w)) +(1- E)L gw) 1—1w — 12w?2 w

sabordinasyon sartlarini sagliyorsa SLf (P; €) sinifindandir denir.

Uyan 2.3. Eger p(0) = p(—%) ve p(etiarccos(t/1) = ﬁ degerleri gdz Oniinde

bulundurulursa p(z) fonksiyonunun D birim diskinde yahnkat olmadigi sonucuna

ulagilir. Dolayisiyla p(z) fonksiyonunun yalinkat oldugu diskin belirlenmesi

gerekmektedir ve p(z) fonksiyonunun yalinkat oldugu disk |z| < —‘/— ~ 0.38 olarak

bulunmustur [10]. Bu sonug ise

1 ||

7l 1— |7

esitligini vermektedir. Burada |z|, [0,1] araligini altin orani karsilayacak sekilde ayirdigi
sonucuna ulasilmigtir. Ayrica, Fibonacci sayilart ve p(z) fonksiyonu arasinda asagidaki
baglant1 elde edilmistir [10]:

{F,} Fibonacci sayilarinin bir dizisi ve
FO_OFI 1Fn+2—F +Fn+1 (nENOZNU{O})
ise
1-o)"—1t" 1-+5
_—, T=
V5 2

F, =
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dir. Bu durumda p(z) fonksiyonu

p(z) =1+ Z p,3" =1+ (Fy +Fy)tz3 + (F1 + F3) 1272

n=1

o)

£ (B + Py + By + BT,

n=3
olarak ele alinirsa, p katsayilari i¢in
T (n=1)

b = 372 (n=2) (3)
™, , +7°p, (n=3,4,-)

bulunur.

Simdi € = 0 ve € =1 olmast durumunda elde edilen ve calisilan fonksiyon siniflar
SLs(p(2)) ve SLs(p(3)) verilecektir.

Sonu¢ 2.4. Kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin ¥ smifina ait bir f fonksiyonu

t>0,u=0ver = %ﬁ ~ —0.618 olmak lizere

2(Lf@) 1 41257
LFf (2) <pla) = 1—15—1232 (z€D)
ve
w (Lfg(w)), _ 1+ 72w?
L g(w) < Pw) = 1—tw—12w? (w & D)

sabordinasyon sartlarini sagliyorsa § Ly (p(z)) sinifindandir denir [14].

Sonu¢ 2.5. Kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarmn ¥ smifina ait bir f fonksiyonu

t>0u=0ver= 1_2—\/3 ~ —0.618 olmak tizere

3z (Z (Lff(z))ll) < B(s) = 1+ rzzz _ GeD
Z(Lff(z)) 1—13—1°3
ve
w(w (Lfg(W)),') <y Lt Tzwz  wem)
W(Lfg(w)) 1—tw—1%Ww
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sabordinasyon sartlarini sagliyorsa K Ly (p(2)) sinifindandir denir [14].

3. Bulgular
Bu bdliimde, Sﬁf (p; €) smifina ait fonksiyonlarin baslangi¢ katsayilar1 a, ve as in

modiilleri i¢in iist sinirlar ve Fekete-Szego esitsizlikleri elde edilmistir.

Teorem 3.1. Denklem 1 ile ifade edilen f fonksiyonu S£Y (p; €) smifina ait olsun. Bu
durumda

la,| < u |7 _ _
\/”2(1 +20) (o) -4+ 2 () ]T +(1+0)?% (=)
las| < || N 72
B 2(1+ 2¢) (ﬁ)ﬂ (1+ )2 (#)2#

esitsizlikleri elde edilir. Herhangi bir o reel sayis1 i¢in Fekete-Szeg6 esitsizlikleri ise

o+ 20 ()" — a1+ 2 ()" ]r + a2 ()]

t+1
t \H
2171 + 2¢) (th)

M =

olmak tlzere

laz — oaj| <

( |zl
—u |1—el<M
2(1 + 2¢) (E)
< 11— o|7? 1ol > M
t \M t \2H t \2H'’ -
|2 +20(5) -4+ 02 () |+ a+ o2 (L)
seklindedir.

Ispat. Kabul edelim ki f € SLE(;¢) ve p < p olsun. Sabordinasyon tanimi geregi
analitik u (u(0) =0, |u(z)[ < 1) ve v (v(0) =0, |[v(w)| < 1) fonksiyonlari i¢in

3z <£z (ﬁff(z)>’ +@1- e)L{ff(z))

, = p(u(2)) )
ez (Lif(2)) + (1 — )Ll f ()

ve
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!

w (ew (£tgw)) + - g).c,’_fg(w))

7 = p(v(w))
ew (Lfg(w)) + 1 -e)Llgw)

esitlikleri yazilabilir. Burada p;, p, € P olmak iizere

1+ u(z)
p.(z) = Toa@) — Ltmst X232 + -+,

1) Wyt
pZ(W) - 1 —U(W) - yiw V2w

fonksiyonlar1 ve u, v Schwarz fonksiyonlari

_n®-1_1 AR
u(z)—m—zlx1z+<x2—7>z l-l-"',

_p2(w)—1

-1 + i 21+
“o,m+1 2T T

olarak tanimlanmistir. Dolayisiyla

v(w)

N f)xl 1 2 . x]2_~
p(u(z)) =1+ 12 Z+[§<x2—7>p1+zp2 54+,

) p.vs 1 vi\.  vi.
Plo(w)) =1+~ W+[§<yz—— P+ P, WP+

)

oldugu kolayca elde edilir. Elde edilen bu bulgular Denklem 4 ve Denklem 5 ile birlikte

diistiniiliirse

t K plxl
(1+8)<t+1) G2 =75

t \M t \2¢ 1 AV
2(1+28)(t+—2) a3—(1+s)2(t+—1> a§=z<x2—7>p1+zp2
ve
t \¥ P1y1
_(1+€)<t+1) ="

t \M t \?* 1 yi\. Y.
2(1 4+ 2¢) (H-—Z) (2a§ - ag) -1+ 5)2 (t-l‘—l) a% = _<y2 __>p1 +—D2

(6)

(7)

(8)

)
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bulunur. Boylece, Denklem 6 ve Denklem 8

X1 = Y1, (10)
p1

2p
20+ (=) @ =Sz an

esitliklerini verir. Denklem 7 ve Denklem 9 taraf tarafa toplandiginda ise

t o\ t o\ p (b, —by)
_ 2 2 _ 11 2 1
2[2(1+2£)(H2) (1+¢) (t+1) ]az L0 +y,) 2GR YD) (12)
esitligi ve buradan elde edilen
=3
a% — P1(x2+y2) (13)

sf2a+20(:5)" ~aro () " [RR-Fe-pare? () |

denklemine ti¢gen esitsizligi uygulanirsa ve Denklem 3 gbz Oniine alinirsa baslangig
katsayist a, modiilii i¢in {ist sinir

|7l
laz| < T T
J|[2(1 + 25) ) —4(1 + ¢)? (m) ]r +(1+¢)2 (m)
olarak bulunur.
Diger yandan, Denklem 7 ve Denklem 9 taraf tarafa ¢ikarildiginda
t K 2 131
4(1+28) (5) (@-a) =S -y (14)

ve buradan

p,(x2 — ¥2) f)i(x1 +y7)
8(1 + 2¢) (HLZ)” 8(1+2)2(=)

a3 = 20

elde edilir. Simdi liggen esitsizligi ve Denklem 3 kullanilirsa |as| igin istenen {ist sinira
kolayca ulagilir.

S,Cf (P; €) sinifina ait fonksiyonlarin Fekete-Szegd esitsizliklerini elde etmek igin
Denklem 13 ve Denklem 14 kullanilirsa

(1- Q)p1(xz+yz) p, (x2—y2)
2
[2(1+28)(t+2) _(1+£)2 t+1 ]p1 (P2~ pl)(1+£)2(t+1) ”} 8(1+2£)(t+2)u

as — a3 = i
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2

= 4 Kh(Q) + m) Xy + <h(Q) — m) yZl

bulunur. Burada

(1- 9)1312
[2(1 +20) (%) — @+ (i)zu] 52— (5, — P + 0% ()"

t+1

h(e) =

olarak ele alinmustir. Ucgen esitsizligi uygulandiktan sonra Denklem 3 gdz oniine
alinirsa Fekete-Szego esitsizlikleri

1Pl
, 0 < |h(o)| <
( 2(1 + 2¢) (L)” 2(1 + 2¢) (L)”
|a3 _ Qa%l S t+2 |T| t+2
llﬁﬂlh(g)l, |h(0)| = T
2(1 + 2¢) (m)

olarak elde edilir.

4. Sonuc ve Yorum

Literatiirde kendisi ve tersi yalinkat fonksiyonlarin bircok alt smifi igin katsayi
esitsizlikleri arastirilmistir. Bu arastirmalardan farkli olarak, bu ¢alismada, Fibonacci
say1 dizileri, sabordinasyon ve Komatu integral operatorii kullanilarak kendisi ve tersi
yalinkat fonksiyonlarin

SLE(Pre) (0<e<1,t>0,u=0)

alt smifi tanimlanmistir. Bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in Taylor-Maclaurin katsay1
esitsizlikleri ve Fekete-Szego esitsizlikleri elde edilmistir. SLf (p; €) smifinin geometrik
Ozellikleri &,t,u paremetrelerine bagli olarak degismektedir. Bu nedenle, ilgili
parametrelerin 6zel durumlari i¢in bazi1 sonuglar agiklayict 6rnekler olarak sunulabilir.
Bu 06zel durumlar okuyucuya alistirma olarak birakilmistir. Ayrica, bu makalede
tizerinde ¢alistigimiz fonksiyon sinifinin diger bir¢ok alt sinifi tanimlanabilir.
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Meryem Yildiz: Kaynak/Materyal/Malzeme Temini, Arastirma, Orijinal Taslak Yazimu.
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