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Oz

Birbirinden farkli interpolasyon noktalarinda (veya nodlarinda) verilen datalar kullanilarak, polinom interpolasyon problemi
monomial bazlar ile ifade edilebilir. Bu ifade, Vandermonde matrisi ile beraber bir lineer denklem sistemi olusturur. Reel sayilarda
verilen interpolasyon noktalari igin bu noktalarin sayist ¢ok kiiciik degilse; Vandermonde matrisi genel olarak kot durumludur ve bu
kot durumluluk bu matris ile ¢aligmanin zorluklarindan biridir. Bu kot durumlulugun derecesi, interpolasyon noktalarmin
dagilimina bagli olarak epeyce farklilik gosterebilir. Bu baglamda, noktalarinin dagilimi esit aralikli olmaktan epey uzak olan
Chebyshev nodlarinin kullanilmas1 genelde tavsiye edilmektedir. Ancak, bu takdirde, deneysel verilerin sadece esit aralikli noktalarda
mevcut olmast durumunda ne yapilacagi problemi ortaya ¢ikar. Bu durumda, polinom interpolasyonunda iyi bilinen su sorun olusur:
ele alinan fonksiyon interpolasyon araliginin her yerinde analitik olsa bile, esit aralikli noktalardaki interpolasyon polinomlar:
yakinsamayabilir. Bu sorunun sebebi, Runge olgusu olarak bilinir. interpolasyon iglemlerinin Chebyshev nodlarinda en iyi sonucu
verme avantajindan faydalanarak, Runge olgusunun iistesinden gelmenin en iyi yollarindan biri, polinom interpolasyonunda mock-
Chebyshev noktalarini kullanmaktir. Esit aralikli noktalarin genisce bir kiimesinden segilen bu noktalar asimptotik olarak Chebyshev
noktalarmin dagilimini takip ederler. Bu noktalarin hesaplanmasi konusunda, literatiirde ¢ok az sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bu
¢alismada, mock-Chebyshev noktalarni1 hesaplayan hizli bir algoritma tanitilmaktadir. Bu algoritma ile elde edilen noktalar
kullanilarak, Kovid-19 vakalarini tahmin etmek i¢in Vandermonde matrisinin bu noktalardaki bir uygulamasi verilmektedir.
Interpolasyon noktalarinin dagiliminin Vandermonde matrisinin durumu agisindan rolii ayrica degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Vandermonde matrisi, Mock-Chebyshev interpolasyon, Nod dagilimlari.

An Application of the Vandermonde matrix with the
mock- Chebyshev nodes: Estimating Covid-19 Cases

Abstract

The polynomial interpolation problem through data given at a set of distinct interpolation points (or nodes) can be expressed in the
monomial basis . This gives rise to a linear system of equations with a Vandermonde matrix. A difficulty with a Vandermonde matrix
is that this matrix is generally quite ill-conditioned when the nodes are real and the number of points is not very small. This ill-
conditioning may vary reasonably with the distribution of the points. The general recommendation is to use the highly non-uniform
Chebyshev nodes, but the problem remains what to do if experimental data is available only at equally spaced points. In this case,
polynomial interpolation has the well-known drawback that polynomial interpolants in equally spaced points might not converge,
even if the considered function is analytic anywhere on the interval. The reason of this fact is termed the Runge phenomenon. By
taking advantage of the optimality of the interpolation processes on Chebyshev nodes, one of the best strategies to defeat the Runge
phenomenon is to use the mock-Chebyshev points for polynomial interpolation, which asymptotically follow the Chebyshev
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distribution and they are selected from a large set of equispaced nodes. Yet, little literature exists on the computation of these points.
A fast algorithm for computing the mock-Chebyshev nodes is introduced. Using the points obtained by the algorithm, an application
of the Vandermonde matrix with these points is provided in order to estimate Covid-19 cases. We also consider the role of distribution
of the interpolation points in terms of the conditioning of the Vandermonde matrix.

Keywords: Vandermonde matrix, Mock-Chebyshev interpolation, Node distributions.

1. Giris

Niimerik analizde onemli bir yeri olan yaklasim teorisi,
Uygulamali Matematik ve Hesaplamali Bilimlerde yaygin bir
sekilde kullanilmaktadir. Bazi fiziksel davraniglari tanimlayan
fonksiyon ve bilyiikliiklerin yaklasimlarmin bulunmasi bilimsel
hesaplamanin bir par¢asidir. Goriintli isleme, materyal tasarimi,
konusma analizi, video sinyal filtreleme, kuyruk problem,
nanoteknoloji, robotik, matematiksel finans, sinir aglar1 ve ag
trafigi bunlardan bazilaridir. Baz1 davraniglart yaklasik olarak
temsil eden basit bir matematik fonksiyonunu bulmanm iki
zorlugu vardir. Bunlardan biri, ¢aligilan davranigin kapali bir
matematik formilii ile ifade edilememesi; digeri ise, elde edilen
formilin  herhangi  bir  uygulamada  pratik  olarak
kullanilamayacak kadar karmasik olmasidir. Her iki durum igin
bu temsil fonksiyonu basit bir yapida olmasi gerekmektedir. Bu
durumda, hangi matematik fonksiyonlarinin basit yapida oldugu
sorusu ortaya ¢ikar. Uygulamada en hizli ve en basit
fonksiyonlar polinomlardir. Ciinkii, polinomlar sadece hizlica
yapilabilen temel iglemler olan toplama ve c¢arpma islemlerini
kullanirlar. Bu yiizden, basit ve kullanish bir yaklasim yontemi
olan polinom interpolasyon konusunun ge¢misten giiniimiize
yogun bir sekilde calisildigi ve bu yoOntemin matematiksel
modellemede siklikla kullanildig1 gériilmektedir.

Birbirinden farkli interpolasyon noktalar1 ve bu noktalarda
verilen datalar kullanilarak, polinom interpolasyon problemi
gesitli polinom bazlariyla ifade edilebilir. Bunlarin her biri
interpolasyon  sartlarini  saglayan ¢esitli avantaj veya
dejavantajlara sahip farkli lineer sistemler iretirler. Burada,
standart tek terimli monomial bazlari, boliinmiis farklar
kullanan Newton bazlarini, Lagrange bazlarini veya herhangi bir
ortogonal polinomunun bazlarmin secilmesini 6rnek olarak
verebiliriz. Kullanilan interpolasyon noktalar1 ayni kalmak
sartiyla bir ve yalniz bir polinom elde edilebildiginden, farkh
bazlarin kullanilmasi ayn1 polinomun farkli formlarda tiretilmesi
sonucunu verir. Bununla beraber, baz se¢imi matematiksel
acidan bir fark olusturmasa da interpolasyon polinomunu sayisal
olarak hesaplarken problemin durumunu dnemli dlgiide etkiler.

Birbirinden farkli Xg,...,X

s interpolasyon noktalarinda

(veya nodlarinda) verilen f,...,f datalari kullanlarak,

interpolasyon monomial bazlarda 1,x,...,x"

fonksiyonlarinin  bir lineer kombinasyonu seklinde ifade
edilebilir. Bu durumda Vandermonde matrisi olarak adlandirilan
katsayilar matrisi ile beraber bir lineer denklem sistemi elde
edilir. interpolasyon noktalar1 birbirinden farkli oldugu siirece
elde edilen lineer sistemdeki Vandermonde matrisinin

polinomu

determinanti sifirdan fakli olur ve boylece fo" ey fn datalarinin

herhangi bir se¢imi i¢in lineer sistemi her zaman tek bir ¢oziime
sahip olur. Ancak, interpolasyon noktalar1 reel sayr ve bu
noktalarin sayisi ¢ok kiigiik olmadiginda, Vandermonde matrisi
genelde kot durumludur ve boylece olusan lineer denklem
sisteminin ¢6ziimiinde hatali sonug elde edilmesi muhtemeldir.
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Interpolasyon polinomunun hesaplanmasi igin, problemin
ifadesinin iyi durumda olmast niimerik ac¢idan arzu edilen bir
durumdur. Bu baglamda, interpolasyon noktalarmin dagilimi
hem elde edilecek yaklagimin kalitesi hem de bu yaklagimin
niimerik olarak hesaplanmasinda ¢ok 6nemli bir role sahiptir [7].
Bunu gostermek igin, interpolasyonda esit aralikli noktalart ve
noktalariin dagilimi esit aralikli olmaktan epey uzak olan
Chebyshev noktalarini ele almak yeterlidir. Esit aralikli noktalar
kullanildiginda, siirekli fonksiyonlarin ¢ogu i¢in interpolasyon
polinomu diizgiin yakinsamaz. Buna standart 6rnek olarak,

[—1, 1] araliginda f(x) = (25x> +1)

fonksiyonunun polinom interpolasyonu verilmektedir. Bu
fonksiyon igin interpolasyon polinomu esit aralikli noktalar
kullanilarak olusturuluyorsa, interpolasyon araligimin sinirlarina
dogru gidildikge ¢ok biiyiik salinimlar goriilecek ve bdylece
interpolasyon polinomu Runge fonksiyonuna yakinsamayacaktir
[10]. Bu durum Runge olgusu olarak adlandirilir. Burada
sorunun kaynagi; Runge fonksiyonunun her reel x degiskeni
i¢in analitik olmasi sebebiyle sorunsuz gériinmesine ragmen,

Runge

kompleks diizlemin sanal ekseninde (X = 7T i/ 5 ‘te) bir tekil

komsuluga sahip olmasidir. Esit aralikli noktalarda interpolasyon
i¢in bir bagka sorun problemin kétii durumlu olmasidir. Ornegin;

[—1, 1] araliginda esit aralikli  noktalar kullanilarak,

f(x)=e¢" gibi bir tekil komsulugu bulunmayan ve araligin her

yerinde analitik olan fonksiyon i¢in olusturulan interpolasyon
polinomu, bu fonksiyonuna teorikte yakinsamasi gerekirken
pratikte bilgisayarda niimerik olarak interpolasyon polinomu
hesaplanirken olusacak yuvarlama hatalar1  problemin esit
aralikli noktalarda kotii durumlu olmasi sebebiyle 7 — oo iken
yakinsak sonug elde edilmesine engel olacaktir.

Buna karsin, interpolasyon araligmin smirlarma dogru
gittikge, onemli Olgiide fazla interpolasyon noktasina sahip olan
Chebyshev noktalarinda durum tamamen farklidir. Ornegin,
Runge fonksiyonu ig¢in Chebyshev noktalarinda interpolasyon
polinomu geometrik olarak yakinsar ve problem iyi durumludur.
Dahasi tiim analitik fonksiyonlar i¢in bu durum gegerlidir.
Interpolasyon polinomunun esit aralikli noktalardaki davranislart
ile Chebyshev noktalarindaki davranislar kiyaslandiginda ¢ok
farkli sonuglar vermesinin temel sebebi noktalarin dagilimidir.
Dolayistyla iyi sonu¢ elde etmek i¢in izlenecek yol, polinom
interpolasyonunda asimtotik olarak Chebyshev noktalarin
dagilimin takip eden noktalar kiimesinin kullanilmasidir [11].

Ancak pek cok bilimsel arastirmada veriler genelde esit
aralikli noktalarda elde edilir. Ornegin bir deney veya gdzlemde
Olciimler genellikle esit aralikli olacak sekilde yapilir. Bu esit
aralikli verileri kullanarak basit ve kullanigli olan polinom
interpolasyonu ile bir yaklasim elde edilmek istendiginde; hem
Runge olgusundan kaginmak hem de Chebyshev noktalarinin
kullanilmasina benzer sekilde iyi bir sonug elde etmek igin, takip
edilebilecek en iyi stratejilerden biri son zamanlarda gelistirilen
mock-Chebyshev noktalarint kullanmaktir [1, 2]. Esit aralikli
noktalarin genisge bir kiimesinden segilerek elde edilen bu
noktalar asimptotik olarak Chebyshev noktalarinin dagilimini
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takip ederler. Ancak bu noktalarin hesaplanmasi igin gereken
islem yiikii fazladir ve bu konuda literatiirde yeteri kadar ¢alisma

yoktur. Fakat [—1, 1] araliginda esit aralikli noktalarin sayisinin

serbestce secilebildigi durumda, mock-Chebysev noktalarini
hesaplayan hizli bir algoritma yakin zamanda yayinlanan [8]
makalesinde verilmigtir. Bu sonugtan hareketle, ¢alisma araligini

reel eksende [a, b] araligma genisleten bir algoritma bu

¢alismada Onerilmistir. Bu algoritma ile elde edilen noktalarin
performansim1  test etmek ig¢in, bu noktalar polinom
interpolasyonunda  kullanilmistir.  Bunun  igin  Kovid-19
vakalarini ara giinlerde tahmin eden interpolasyon polinomu
Vandermonde matrisi kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen
sonuglar, esit aralikli noktalar kullanilmasi durumunda elde
edilen sonuglar ile kargilastirilmistir.

2. Polinom interpolasyonu
2.1. Vandermonde Sistemi
Birbirinden farkli X,...,X, € I:a,b:l C R noktalart (veya

nodlar1) ve bu noktalardaki fO” ‘o fn verileri (veya fonksiyon

degerleri) kullanilarak,

p,(0)=2 ax ()
i=0
olacak sekilde

r,(x)=f,

interpolasyon sartlarini saglayan, derecesi en fazla » olan tek bir
interpolasyon polinomu vardir. Bu p(x) polinomunun

j=0,..,n 2)

ay5--.,a, katsayilari

&)

seklinde Vandermonde sistemi olarak adlandirilan ve Va=f

seklinde gosterilecek n+l boyutlu bir lineer denklem
sisteminin  ¢6ziimii ile hesaplanabilir. Burada olusan

(n + 1) X (}’l + 1) boyutundaki kare matris katsayilar matrisidir.

Bu katsayilar matrisine Vandermonde matrisi denir ve asagidaki
sekilde gosterilir:
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2 n

1 X, X, X,

2 n

1 X, X X,

2 n

V=V (xp.x)=| 1 x, Xx; x| 4)

1 x x ;

n n

Burada olusan Ja =1f lineer denklem sistemi ancak ve ancak

detV #0 ise tek bir ¢oziime sahiptir. Birbirinden farkli
XysX,5e+0» X, sayilart i¢in Vandermonde matrisinin determinant:

2 n

I x, x, X,

2 n

I x x X,

= 2 DY n

detV (x,,...,x,)=det| 1 x, x, x)
: (5)

1 x x> -« X

n n n

= H (x, —x j)

0<,<n

esitligini saglar. Burada, X, X,,...,X sayilar birbirinden farkli
oldugu siirece detl # 0 oldugu asikardir. Boylece, f;,...,
datalarmimn herhangi bir se¢imi icin Ja=1f lineer denklem
sisteminin her zaman tek bir ¢oziimii vardir.

2.2. Polinom Interpolasyonunda Hatanin Simirlar

Birbirinden farkli XosXpsees X, e[a,b] noktalarinda bir

f(x) fonksiyonunu interpole eden ve derecesi en fazla 7 olan

interpolasyon  polinomu pn(x) olsun. Bu durumda,
x)e C"(| a,b |) ise, olusan hata
S(x) :
S"(E)
H( (©)

f)=p,(0)=
()

seklinde ifade edilir. Burada, ax € (xo’xn) bir say1,

f(nJr])(E‘,x) ise f(x) fonksiyonunun (7 + 1) -inci mertebeden

tiirevinin bu sayidaki degeridir. Fakat, genelde &x say1s1 tam

olarak bilinmez ve bu durumda hata hakkinda bir tahmin
yapilmasini saglayan asagidaki hata formiilii 5nemlidir [3]:

maxlf(x) P, ()
n+] (X)‘ (7)

< max W |x—

xe[a,h]

J

xe[a h]
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Burada, f(x) fonksiyonu problem tarafindan sabitlenmis

oldugundan, hatanin st smiri iizerinde meydan gelebilecek

herhangi bir etki; Denklem (6)’daki Cauchy hata ¢arpani olarak
adlandirlan Q(x) = H (x— x;) ifadesinden dolay1, sadece
J=0 '

X, noktalarinin segimine bagli olacaktir. interpolasyon noktalart

(n+1)-inci dereceden Chebyshev polinomunun kékleri olacak

n

ekilde secilirse, max
¥ ¢ xe[fl,fl]H

X— xl.‘ ifadesi minimum olur ve bu
Jj=0 '

1
deger ? ’dir [3]. Bu noktalara Chebyshev noktalart denir ve

2j+1 .
X.=CO0S J |, j=0,-,n (8)
/ 2n+2
seklinde tanimlanirlar. Cauchy hata ¢arpaninin mutlak degerinin
maksimum degerini F ile minimuma yakin yapan bir baska

noktalar kiimesi ise, Chebyshev polinomunun ektremumlari

olarak adlandirilan ve tanim araliginin u¢ noktalari olan |

sayilarini  icermeleriyle Chebyshev noktalarindan ayrigan
Chebyshev-Lobatto noktalaridir ve bu noktalar asagidaki sekilde

tanimlanir:

x.=cos(in} j=0,--,n. )
J n

Eger noktalar esit aralikli olarak,

27 .
xA=—1+—J,]=O,---,n (10)
/ n
seklinde segilirse, Chebyshev-Lobatto noktalarinin aksine,

(2n)!

max ‘Q(x )‘ ifadesi Wzn' gibi biiyiik degerli alt sinirt ile,

xe[-1,1]

tahmin edilebilecegi gibi, kotii sonug verecektir. Bu duruma

standart ornek olarak, I:—l,l] araliginda esit aralikli noktalarda

f(x) = 71 ’nin

Runge
1+(5x)°

fonksiyonu polinom

interpolasyonu verilir.
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2.3. Vandermonde Sisteminin Niimerik Durumu

Uygulamali matematik ve niimerik analizde pek ¢ok
problem, bir lineer denklem sistemine indirgenerek ¢oziilebilir.
Gerek verilerin elde edilmesi esnasinda yapilan 6l¢gme hatalar
gerekse ¢oziim esnasinda yapilan yuvarlama hatalar1 sebebiyle,
problemin modellenmesi sonucu olusan lineer denklem
sisteminin ¢oziimiinde hatali sonug elde edilmesi muhtemeldir.
bu hatalarin  Va = f denklem

Polinom interpolasyonunda,

sisteminin ¢dzliimii lizerindeki etkisi HH uygun bir matris normu

olmak {izere,
-1
<) =[Pl an
durum sayis1 ile asagidaki gibi tahmin edilebilir [9]:

1) Va=1{ lineer denklem sisteminin sag taraf degerlerinde (

vektoriinde) kiigiik hatalar sonucu olusan yeni sistem }Ja =f

olsun. Bu durumda,

I K(V) (12)

esitsizligi elde edilir. Bu da, katsayilar vektorii a ’daki bagil
hatanin, fo’ fl,..., fn verilerinin olusturdugu f vektdriindeki
bagil hatanin K (V') katindan daha fazla olamayacagim gosterir.
Ayrica, eger K(V')durum sayisi kiigiik ise, f vektoriinde
vektoriinde

yapilacak kiiciik degisikliklerin a de kiiciik

degisiklere yol agacagini ifade eder.

2) Va =1 lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinde (V’

de) kiiciik hatalar sonucu olusan yeni sistem Va=1f olsun. Bu

durumda,

(13)

esitsizligi elde edilir. Bu da, katsayilar matrisi V' deki bagil
hatanin K(J") katinin, katsayilar vektorii a ’daki bagil hata igin

bir {ist sinir oldugunu gosterir.

Kullanilan normdan bagimsiz olarak durum sayist minimum

1’dir. Bu 0zellikteki matrise miikemmel durumlu matris denir.
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Eger, durum sayis1t K(V') biiyiik ise (veya hizli bir sekilde
Va=f

biiyiiyorsa), lineer denklem sisteminde katsayilar
matrisi } ’de veya denklemin sag tarafi olan f ’de yapilan
kiigiik degisiklikler, sonu¢ matrisi olan a’da c¢ok biyiik
degisiklige sebep olur. Bu durumda, matris koti durumlu
olarak adlandirilir. Bunun tersi olarak, V ’nin durum sayisi
K(V) kiigiik ise (veya yavas bir sekilde bilyiiyorsa), bu takdirde

matris iyi durumlu olarak adlandirilir.

A=[ay.]nxn matrisi igin burada kullanilan degisik matris

normlart agagidaki gibi tanimlanir:

, A matrisinin siitun normudur ve

n
) HAH :maxZ‘a_.
b Y
i=
her bir siitunun elemanlarmin mutlak degerlerinin ayri
ayr1 toplamlariin maksimum degerine esittir.

I<isn %

n
) HAH :maXZ‘aij’, A matrisinin satir normudur ve
J=1

her bir satirin elemanlarinin mutlak degerlerinin ayr1 ayri
toplamlarimin maksimum degerine esittir.

172
a4, =| XX

2
Frobenius
i=1 j=1

matrisinin

, A

a..
b

normudur ve matrisin tim elemanlarmin mutlak
degerlerinin kareleri toplaminin karekokiine esittir.

Iv) ||A| ‘2 = \/ pmaX(ATA) , A matrisinin spektral normudur

ve A" A matrisinin en biiyiik 6z degerinin karekokiine
esittir.

2.3.1. Vandermonde Matrisinin Durum Sayisi
Vandermonde matrisinin, XysX,5.--» X, noktalarinda ve p-

normuna goére ( p = 1,2,o0, Frobenius ) durum sayisini,
p 949 B

K‘p(Vn) = Kp(Vn;xo,...,xn)

ZHV»«(XO"“’xn)H,,‘ ‘ (14)

-1
V o (Xyse0sX,) )

seklinde gosterelim. Durum sayist K‘p(Vn) 'nin X, noktalarina

ve kullanilan norma bagli oldugu agiktir. Ancak, matris normlari

arasindaki bagntilardan, & (-) ve K‘ﬁ(-) iki farkli matris

normundaki durum sayilari1 gostermek {izere, ¢, ve C

1 2

sabitleri kullanilarak
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ok, (A) Sk (A) ek, (A), AeR™, (15)

esitsizligi yazilabilir. Ornegin, K () ve K_(-) igin
1 2
?K‘l(A) <Kk _(A)<nx,(A)

esitsizligi saglanir. Boylece, A matrisi, herhangi bir matris

normunda kot durumlu ise yukaridaki ¢, ve c, sabitleri

Olciisiinde diger bir matris normunda da k&t durumlu olur.

Vandermonde matrisinin durum sayisi, XyoX5eeen X, 1OCl

sayilar1 i¢in 7 ye bagl olarak iistel olarak artar ve bu iistel
biiytime kotlii durumlu bir matris oldugunu gdsterir. Bunun en
biliylik sebebi, Vandermonde matrisini olusturan monomial
bazlardir. Ciinkii yiiksek dereceden #-inci monomialler
birbirlerinden daha az ayirt edilebilir durumdadir. Bu ise,

Vandermonde matrisinin siitunlarini neredeyse lineer bagiml
hale getirir. Gautschi [4] tarafindan [—1,1] aralifindaki reel

sayilar i¢in Vandermonde matrisinin siitun normundaki durum

say1sinin iist sinirinin matrisin tersi bulunmadan

) n o n l+ xj
K, (V)<lim E x' lim E I (16)
n 0<i<n % J ogisn A=t -
j=0 J=0,j#i xi xj|

seklinde hesaplanabilecegi gosterilmistir. Dahasi, eger aralik
[-1,0] veya [0,1] seklinde ise (16) esitsizliginin esitlige
doniisecegi  ve  bdylece  durum  sayisinin  dogrudan
hesaplanabilecegini gdstermistir. Bunlara ilaveten, degisik nokta
kiimeleri i¢in siitun normundaki durum sayisinin bilylime
formiilleri Gautschi tarafindan elde edilmistir. Bunlardan bazilar
asagidaki gibidir [5]:

[—1,1] reel Chebyshev noktalari igin,

3

&(%P%(Hﬁ)nﬂ,n—m, (17)

ve [—1,1] reel araligindaki esit aralikli noktalar igin,

K'I(Vn)~g N2 | n—s o (18)

Ayrica, polinom interpolasyon probleminin ortonormal
polinom bazlariyla ifade edilmesi durumumda elde edilecek
Vandermonde benzeri matrisin durum sayisinin ¢ok azalacagi ve
hatta spektral normda milkemmel durumlu bir matris olacag: ilk
kez Gautschi [6] tarafindan gosterilmistir. Bu miikemmel
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durumluluk, Vandermonde matrisi i¢in reel eksende degil,
kompleks diizlemde noktalarin birim ¢ember iizerinde esit
aralikli olacak sekilde segilmesiyle gergeklesir.

interpolasyonu verilir.

2.4. Mock-Chebyshev Noktalari

Polinom interpolasyonunda noktalarinin dagilimi (noktalarin
geometrik yeri) ¢ok dnemlidir. Bazi nokta kiimeleri ile optimale
(en iyiye) yakin yaklasimlar elde edilirken, bazilariyla ¢ok kot
(iraksak) sonuglar elde edilebilir. Bu baglamda, interpolasyon
araliginin  smirlarma dogru gidildik¢e Onemli dlglide fazla

noktanin mevcut oldugu ve [—1,1] aralig: i¢in bu noktalarin

n
dagiliminin —————=yogunluk fonksiyonuna sahip oldugu
aNl1-x°
Chebyshev  noktalarinin  interpolasyon  noktalar1  olarak
kullanilmas: tavsiye edilen bir durumdur. Gerek hata

formiiliindeki Cauchy ¢arpani gerekse durum sayisi K 1(Vn) ‘nin

Chebyshev noktalarindaki degerleri ile esit aralikli noktalardaki
degerleri  kiyaslandiginda,  interpolasyon  polinomunda
Chebyshev noktalarmin kullanilmasinin ¢ok daha iyi sonug
verecegi agiktir. Dahasi, polinom interpolasyonunda Chebyshev
noktalar1 optimale yakin sonug verirken, esit aralikli noktalar ise
Runge olgusundan dolayi analitik fonksiyonlar igin dahi raksak
sonug verebilmektedir. Fakat bir gézlem veya ol¢iim sirasinda
veriler genelde esit aralikli olacak sekilde elde edilir. Bu
durumda, esit aralikli nokta dagiliminin kotii sonuglarindan
kagimmak ve polinom interpolasyonunun hatasini azaltmak igin
son yillarda gelistirilen mock-Chebyshev noktalart olarak
adlandirilan iyi bir alternatif yontem vardir. Bu yontem, polinom
interpolasyonunda kullanilacak verilerin esit aralikli genigge bir
kiimesinden Chebyshev-Lobatto noktalarinin dagilimi dikkate
almarak bir alt kiime olusturulmasma dayanir. Fakat bu lokal

optimizasyon gerektirdiginden, O(n3) mertebeden islem yiikii

ile maliyetli bir yontemdir. Ancak bu islem yiikiini O(n)
mertebesine indiren asagidaki algoritma, mock-Chebyshev
noktalarinin elde edilmesinde iyi bir alternatif sunmaktadir.
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Algoritma 1: X , kiimesini olusturma yordami

girdi X = {x}. = %(a+b)+%(a—b)cos(j7nj, j= 0,1,...,n}
j=1den n yedongii

‘hj(X")<—xj—xj71;

dongii sonu

hmm(Xn)egljg}h/(Xn)’

S, <0,

j=1den n yedongii

{ h(X,) ]

S, « —s 4+ S
) hmin(Xn) J
dongii sonu

a; X, X,5 )N(n <—{x0};

h
j=1den n yedongii
X% +Sh

J J

X <X, u{i/};
dongii sonu
glktlf(n = {)E/, : j=0,1,...,n}

3. Sayisal Sonuclar ve Tartisma

Bu boliimde, Algoritma 1 ile elde ettigimiz noktalarin
performansint  dlgmek i¢in 2020 yilinda meydana gelen
koronoviriis pandemisinden en ¢ok etkilenen iilkelerden biri olan
ftalya'min 18 Mart 2020 ile 23 Nisan 2020 arasi
Worldometers’in [12] wverilerine gore, dogrulanmis giinlik
koronaviriis vaka sayilarini kullanarak polinom interpolasyonlari
elde edelim. Bunun i¢in, oncelikle, bu tarihler arasindaki 37
giinliik verilerden 10 tanesini segerek interpolasyon polinomu ile
bir yaklasim elde edip sonra elde ettigimiz polinom ile
kullanmadigimiz giinlerin verilerini tahmin ederek yapilan
hatay1 hesaplayalim.

Oncelikle, bu 10 giinliik veriyi 37 giinliik veri igerisinden 18
Mart 2020 tarihini ilk giin, 23 Nisan 2020 tarihini ise 37-inci glin
olarak kabul edip ilk giinden baslamak ilizere 4’er giin arayla esit
aralikli olacak sekilde Tablo 1°de oldugu gibi se¢elim.
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Tablo 1. Verilerin esit aralikli olacak sekilde secilmesi

x| x =1 6=51x=9 | =13 | x,=17 | x,=21 | x,=25 | x;=29 | x,=33 | x,=37

f/. 4208 5560 | 6202 4047 4585 3037 4697 2666 3047 2644

Giin | 18 Mart 22 Mart | 26 Mart 30 Mart 3 Nisan 7 Nisan 11 Nisan 15 Nisan 19 Nisan 23 Nisan

Bu durumda,
p(x)=1,, j=0,...9

seklinde interpolasyon sartlarini saglayan tek bir

9
P, (x)= Zaix' interpolasyon polinomu vardir. Buradaki @, katsayilarmi ise, Denklem (3)’teki gibi olusacak Vandermonde
i=0
sistemini ¢ozerek elde ederiz. Bu durumda elde edilen yaklagim polinomu (kirmizi egri) ve segilen giinler (sar1 siitunlar) agik bir
sekilde Sekil 1°de gosterilmistir. Runge olgusu sebebiyle, grafigin baslangi¢ ve bitis noktalar1 arasinda oldukga biiyiik hata sigramalari
oldugu goriilmektedir. Bu hatalarin biyiikliiklerini daha net bir sekilde Sekil 2’deki grafikte gormekteyiz. Buna gore, vaka tahmin
sayilarinin pozitif oldugu giinler dikkate alindiginda, en biiyiik hata 36-mnc1 giinde olusur. Dahasi, gergekte 3370 olan vaka sayist bu
yaklasim ile yaklasik 11007 farkla 14377 olarak olarak hesaplanir.

15000

vaka 0

-15000 T T T T T T T T T T
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37

Giin

Sekil 1. 37 giinliik vakadan 10 tanesinin esit aralikli olarak segilmesiyle elde edilen interpolasyon polinomu

11007

6000+

2000+ II. I
Hata 041 — I— —-..—-———---—--—_---_III_ —]

-2000

-60004

-100004

Giin

Sekil 2. Interpolasyon polinomu ile elde edilen degerler ile gercek degerler arasindaki farklar
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Elde edilen yaklagimin hatasini azaltmak ig¢in, simdi ise, 10 giinliik veriyi 37 gilinliik veri icerisinden Algoritma 1 ile Tablo 2’ de
oldugu gibi segelim.

Tablo 2. Verilerin Algoritma 1 ile secilmesi

~
(=]
—
[\S)
w
»~
w
=N
;N
S
©

X x =1 x=2| x,=5 | x,=10 | x,=16 | x,=22 | x, =28 | x,=33 | x,=36 | x,=37

4 5 6 7 8 9

=
)
w

fl. 4208 5324 | 5560 5907 4669 3834 2973 3047 3370 2644

Giin | 18 Mart 19 Mart | 22 Mart 27 Mart 2 Nisan 8 Nisan 14 Nisan 19 Nisan 22 Nisan 23 Nisan

Bu durumda, yine toplamda 10 farkli nokta kullandigimizdan dokuzuncu dereceden bir polinom elde ederiz. Segilen giinler ve elde
edilen interpolasyon polinomu Sekil 3’teki, olusan interpolasyon hatalar1 ise Sekil 4’teki gibidir. Bu grafikler incelendiginde, bir
oncekine goére olusan hatanin bilyiik 6lgiide azaldig1 ve tiim vaka tahminlerinin de pozitif say1 oldugu goriiliir. Dahasi, en biiyiik
hatanin 1981 farkla 27-inci giinde olustugu yani gergekte 5153 vaka varken bu yaklasim ile 3172 olarak tahmin edilecegi goriiliir.

7000

60004
50004
4000+

Vaka
3000

20004

10004

1 2 5 10 16 22 28 33 36 37

Giin

Sekil 3. 37 giinliik vakadan 10 tanesinin Algoritma 1’ e gére secilmesiyle elde edilen interpolasyon polinomu

1600
1200+
8004

-l I li
0__.I_ i .__I_l _ _

—O —
"llI L

T T

28 33

Hata
-400

-800
=-1200-
-1600

-1981 T T T T T T
12 5 10 13 16 22

Giin

T

36 37

Sekil 4. Interpolasyon polinomu ile elde edilen degerler ile gercek degerler arasindaki farklar

Baska bir agidan, bu 37 giinliik zaman diliminde her giin degil de sadece 10 giin segilip bu giinlerde test yapilmis ve kalan diger
27 giinliik vakalar ise tahmin edilmek istenseydi, esit aralikli giin se¢imine gore yapilacak maksimum bagil hatanin biiyiikligi
Algoritma 1’ in kullanilmasi ile elde edilenin yaklagik 8,5 kat1 olacakti. Ayrica, her iki segimde de monomial bazlardan dolay1 olusan
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Vandermonde matrislerinin durum sayilari yiiksek mertebeden olsa da, esit aralikli se¢imde olusan durum sayisi1 Algoritma 1 ile elde

edilenin yaklasik {i¢ katidir.

4. Sonuc¢

Bu c¢alismada, polinom interpolasyonda esit aralikhi
noktalarin kullanilmas1 durumunda her zaman diizgiin bir
yaklasimin elde edilemeyecegi gosterildi. Bu esit aralikli
noktalarin kot sonuglarindan kaginmak igin Onerilen mock-

Chebysev noktalarini [a, b] reel ekseninde hesaplayan hizl

bir algoritma verildi. Bu algoritma ile elde edilen noktalara
karsilik gelen giinlerdeki veriler kullanilarak, Kovid-19
vakalarini ara giinlerde tahmin etmek i¢in Vandermonde matrisi
kullanilarak interpolasyon polinomu elde edildi. Bulunan
sonuglar, giinlerin esit aralikli olacak sekilde segilmesi
durumunda elde edilecek sonuglar ile karsilastirildi. Bu
karsilagtirmada, esit aralikli giinler i¢in ¢ok biiyiik interpolasyon
hatas1 elde edilirken, Onerilen algoritma ile elde edilen giinler
kullanildiginda ise polinom interpolasyonda optimale yakin
sonu¢ veren Chebysev noktalarina benzer sekilde, bu hatanin
olduk¢a az oldugu goriildii. Ayrica, verilen algoritma ile elde
edilen noktalarin kullanilmas1 durumunda Vandermonde
matrisinin durum sayisinin azaldigi goriildii.
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