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Matematik Ogretmeni Adaylarinin Irrasyonel
Sayilarla Ilgili Anlayislar
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Bu caligmanin amaci matematik 6gretmeni adaylarinin, literatiirde var olan ancak ders
kitaplarinda (Calculus, Analiz, Cebir, vb...) pek yer verilmeyen ve bir sayinin irrasyonel
olup olmadigimi gostermek i¢in kullanilan farkli ¢6ziim yollar: ile ilgili anlayislarini ve
yaklagimlarini belirlemektir. Bu baglamda calismanin katilimcilarni 40 matematik
Ogretmeni aday1 (the fourth-year students) olusturmaktadir. Calisma betimsel niteliktedir.
Calismanin verileri agik uglu sorulardan olusan bir testten elde edilmistir. Elde edilen
sonuglardan matematik 6gretmeni adaylarina ilk etapta uygulanan testin analiziyle, bir
saymn irrasyonelliginin gosterimi noktasinda smirli sayida yolun kullanildig: ortaya
cikmugtir. ikinci testin sonuglarindan ise katilimcilarin irrasyonel sayilarin gosterimi ile
ilgili farkli ¢6ziim yollarini tercih ettikleri goriilmiistiir.

Anahtar kelimeler: Irrasyonel Sayilar, Matematik Ogretmeni Adayi, Farkhi Céziim
Yollar.

Pre-service Mathematics Teachers’ Understandings of
Irrationality Numbers

ABSTRACT

The aim of this study is to determine pre-service mathematics teachers’ understandings
and approaches of different methods of solution which exist in literature but are not
featured much in textbooks (Calculus, Analysis, Algebra, etc.), and which are used to
show whether or not a number is irrational. In this regard, the participants of the study are
composed of 40 pre-service mathematics teachers. The study is of descriptive quality. The
data of the study were obtained via a test composing of open-ended questions. In view of
the obtained data and via analysis of the test that was administered to the pre-service
mathematics teachers in the first step, it was found that a limited number of methods were
used to represent the irrationality of a number. In view of the results of the second test, it
was observed that the participants preferred different methods of solution regarding the
representation of irrational numbers.

Keywords: Irrational numbers, Pre-service mathematics teacher, Different methods of
solution.

GIRIS

Sayilar sistemi, ilkdgretim ve ortadgretim matematik Ogretim programlarinin
temel Ogrenme alanlarmi olusturan konulardan birisidir (Baki, 2008).
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Matematigin bir¢ok konusunda var oldugu gibi temel konu alani olan Sayilar
sisteminde de, dogasi geregi epistemolojik zorluklar ya da engeller mevcuttur.
Epistemolojik engeller o kavramlarin &gretimini zorlastirmaktadir (Soylu,
Akgiin, Diindar, & Isleyen, 2011). Bunlarin yaninda, sayilar sistemini olusturan
dogal, rasyonel, irrasyonel ve reel say1 kavramlarinin 6gretiminde sadece teknik
bilgilere ve tanimlamalara agirlik verilmesi de 6gretim engellerinin diger bir
boyutudur. Yani 6grenciler, sistematik ve agik bir sekilde diisiindiiriilmeyince
say1 sistemlerinin igsellestirilmesi de zorlagsmaktadir. Sadece siirli 6rneklerle
(*-.-"E, V3, m) aciklanan irrasyonel sayilar bu zorluklarin yasandigi say1 sistemleri
arasindadir (Fischbein, Jehiam, & Cohen, 1995). Sert6z’ e (2002) e gore, eski
insanlar tim sayillar1 tamsayilarin oranlar1 olarak yazabileceklerini
diistintiyorlardi. Fakat daha sonralari, 6rnegin kenarlart 1’er cm olan dik tiggenin
hipoteniisiiniin hesaplanmasi1 s6z konusu oldugunda insanlar eldeki sayilarla,
ifade edemeyecekleri bir sayi ile karsilastilar. Koklii olarak (*-.-"E seklinde) ifade
edilecek olan bu sayi, aslinda sonsuz basamaga sahip olan 1,4142135...
sayisidir. Pisagor ve Ogrencileri tarafindan bulunan bu tiirden sayilarin kabul
gormesi sanildig1 kadar kolay olmamustir. Oyle ki, bu tiir sayilar akla aykiri
bulunmus ve akla ve mantiga aykiri anlamma gelen “irrasyonel” terimi ile
isimlendirilmistir. Varilan sonug V2, bir tamsayr ile ifade edilemez, ancak
geometrik olarak gosterilebilir. Pythagoras okulunun kutsal sayi anlayisi ile
¢elisen bu bulus, uzun zaman gizli tutulmus, bunu agiklayan Hippasos okuldan
kovulmustur (Gozen, 2006). irrasyonel sayilarin dogasindan kaynaklanan bu tiir
zorluklar, bu sayilarin 6gretiminde dikkate alinmalidir.

Literatiirde sayilarin irrasyonelliginin anlagilmasi ile ilgili ¢alismalara daha ¢ok
calculus, ispat, limit ve sonsuzluk iizerine yapilan arastirmalarla (Berge, 2008;
Tall, 2001; Tall & Schwarzenberger, 1978; Tirosh & Tsamir, 2006) yer
verilmigtir.

Arcavi, Bruckheimer ve Ben-Zvi (1987) matematik tarihi dersinde &gretmen
adaylar1 ve ogretmenlerin irrasyonel sayilarla ilgili anlayiglarini ve kavram
yanilgilarim1  aragtirmiuglardir.  Calismalarimi 84 katilimcryla  birlikte
yiiriitmiiglerdir. Bu aragtirmacilar katilimeilarin ¢ogunun sayilari rasyonel ve
irrasyonel olarak tanimada zorluk yasadiklarini tespit etmislerdir. Fischbein,
Jehiam, ve Cohen (1995) lise 6grencileri ve 0gretmen adaylarinin irrasyonel
sayilarla ilgili sahip olduklar1 bilgi diizeylerini arastirmiglardir. Bu arastirmacilar
62 lise Ogrencisi (9. ve 10. smf) ve 29 Ogretmen adayiyla ¢aligmalarini
yiriitmiiglerdir. Caligmalarinda irrasyonel sayr kavrami ile ilgili iki 6nemli
sezgisel engelle (irrasyonel biiyiikliiklerin karsilagtirilamazligi
=incommensurability of irrational magnitudes ve reel sayilar kiimesinin
sayllamaz oldugu =nondenumerability of the set of real numbers )
karsilagmigslardir. Bu arastirmacilar tim katilimcilarin rasyonel, irrasyonel ve reel
say1 kavramlarini dogru bir sekilde tanimlayamadiklar1 sonucuna ulagmislardir.
Yine bircok &grencinin de sayilarin tam, rasyonel, irrasyonel veya reel gibi
degisik oOrneklerini dogru bir sekilde belirleyemediklerini tespit etmislerdir.
Benzer sonuglara Tirosh vd. (1998) ilkogretim 6gretmen adaylar ile yiiriittiikleri
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rasyonel say1 anlayiglart ile ilgili c¢alismalarinda ulagmislardir. Peled ve
Hershkovitz (1999) 70 6gretmen adayiyla irrasyonel sayilarin anlasilmasi iizerine
bir ¢aligma yiiriitmiislerdir. Bu arasgtirmacilar 6gretmen adaylarinin irrasyonel
sayilarin tanimlarin1 ve 6zelliklerini bildiklerini fakat irrasyonel sayilarin farkli
temsillerini igeren Orneklerde basarisiz olduklarini tespit etmiglerdir. Onlar bu
zorlugun temel kaynagi olarak 6gretmen adaylarinin limit islemi ile ilgili sahip
olduklar1 kavram yanilgilart oldugu sonucuna varmislardir. Zazkis (2005) asal
ve irrasyonel sayilarin dgrenciler tarafindan nasil tanimlandig1 ve algilandigr ile
ilgili olarak bu sayilar arasindaki bir analojiyi resmetmeye c¢aligmistir.
Aragtirmact ¢aligmasini  ilkdgretim ve ortadgretim Ogretmeni adaylart ile
yiiriitmistiir. Elde edilen sonuglar 6gretmen adaylarinin asal ve irrasyonel sayilar
arasindaki gecisi yeterince kavrayamadiklarini gdstermistir. Lee (2006)
Freudenthal'!n Gergekci Matematik Ogretim Teorisi’ne dayanarak irrasyonel
sayilarla ilgili bir durum caligmasi yiirlitmiistiir. Bu aragtirmact ¢alismasinin
verilerini yaptig1 sinif i¢i gozlemlerle, video-kayitlariyla, goriismelerle ve alan
notlariyla elde etmistir. Elde edilen bulgulardan uygulanan bu 06gretim
yonteminin Ogrencilerin irrasyonel sayr anlayislarini gelistirdigi sonucuna
ulagilmistir.  Sirotic ve Zazkis (2007a) yaptiklar1 caligmada ortadgretim
matematik 6gretmeni adaylarmin irrasyonel sayilarla ilgili anlayislari iizerine
odaklagmislardir. Arastirmacilar katilimcilarin sezgileri ve bilginin ¢esitli
boyutlar1 (formal ve algoritmik) agisindan rasyonel ve irrasyonel sayilarla ilgili
anlayiglarini analiz etmiglerdir. Elde edilen sonuglar katilimcilarin sezgileri ve
formal ve algoritmik bilgileri arasinda irrasyonellik anlayiglarinda tutarsizliklarin
oldugunu gostermistir. Giannakoulias, Souyoul and Zachariades (2007) calculus
dersini alan dniversite birinci simf Ogrencileriyle yiirittikleri caligmada
ogrencilerin reel sayilar ve temel calculus kavramlar ile ilgili anlayislarindaki
zorluklar1 aragtirmiglardir. Bu aragtirmacilar ¢caligmalarinda 6zellikle rasyonel ve
irrasyonel sayilarin tanimlanmasi ve bu siirecte reel sayilarin yogunlugu kadar
ondalik ve kesir temsillerinin 6nemi {izerinde de durmuslardir. Arastirmanin
sonuglart katilimeilarin biiylik ¢ogunlugunun rasyonel ve irrasyonel sayilarin
tanimlanmasinda zorluklara sahip olduklarini gdstermistir. Giiven, Cekmez ve
Karatas (2011) ilkogretim matematik dgretmeni adaylarinin irrasyonel sayilarla
ilgili anlayislarint aragtirmiglardir. Bu arastirmacilar yaptiklari ¢alismada
irrasyonel sayilarla ilgili {i¢ boyutu (rasyonel ve irrasyonel sayilari tanimlama,
rasyonel ve irrasyonel sayilari say1 dogrusu {izerinde gosterme (yerini bulma) ve
rasyonel ve irrasyonel sayilarla islemler) ele almislardir. Caligma 10 agik uglu
sorudan olusan bir test kullanilarak toplam 80 6gretmen adayiyla yiiriitilmiigtiir.
Aragtirmacilar katilimeilarin irrasyonel sayilarin tanimlari, rasyonel ve irrasyonel
sayilar arasindaki islemler ve bu sayilarin say1 dogrusu iizerindeki iligkileri ile
ilgili yanlis anlayislara sahip olduklarini gostermislerdir. Zachariades, Christou
ve Pitta-Pantazi (2013) 6gretmen adaylarmin rasyonel ve irrasyonel sayilarla
ilgili muhakeme becerilerini ve bilgilerini degerlendirmek i¢in bir model
onermislerdir. Onerdikleri bu model Sierpinska’nin kuramsal (teorik) diisiinme
(yansitic, sistemli veya analitik diisiinme) teorisine dayanmaktadir. Aragtirmanin
verileri 59 Ogretmen adayindan yazili bir test ve goriismeler vasitasiyla
toplanmistir.  Sonuglar katilimcilarin sistemli ve analitik diisiinme gerektiren



344 Matematik Ogretmeni Adaylarimin Irrasyonel Sayilarla Ilgili... Z. Cifici, L. Akgiin, Y. Soylu

etkinliklerde daha basarili olduklarini gostermistir ve sadece bu basarildiginda,
onlar yansitici diisiinme gerektiren problemleri ¢ozebilmekteydiler. Moseley
(2005) ogrencilerin reel sayilarla ilgili bilgilerinin genellikle bdliimlere
ayridigint  ve bu bilgilerini daha {ist diizey matematiksel bilgilerle
birlestiremediklerini gdstermistir. Ogretmen adaylar1 ve 6grencilerin bu kavrami
anlamalar1 {izerine yapilan ¢alismalarda, ait olunan kiimenin tanimlanmasi, bir
saymin rasyonel ya da irrasyonel oldugunun tespiti, farkli temsillerinin kullanim
gibi durumlarda zorluklarin yasamldigi rapor edilmistir. Ozellikle 6gretmen
adaylariyla yapilan c¢aligmalarda irrasyonel sayilarin taniminda eksikliklerin
oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu eksikliklerin de O6gretmen adaylarinda kavram
yanilgilarinin  olugmasina neden oldugu ileri siiriilmiistiir. Irrasyonel say
kavraminin tam anlamiyla anlagilmasi i¢in rasyonel sayilardan reel sayilara kadar
tim say1 sistemlerinin 6grenci zihninde yapilandirilmis olmasi gerekliligine
deginilmistir (Fischbein vd., 1995; Giannakoulias, Souyoul, & Zachariades,
2007; Moseley, 2005; Shinno, 2007; Sirotic, & Zazkis, 2007a, 2007b; Tirosh,
Fischbein, Graeber, & Wilson, 1998; Vamvakoussi & Vosniadou, 2004, 2007;
Zazkis, 2005; Zazkis & Sirotic, 2004;). Reel sayilarin yapisin1 anlamak
tiniversite matematigi igin 6nceden bilinmesi gerekli bir bilgidir (Giannakoulias,
Souyoul and Zachariades, 2007). Reel sayilarin yapisinin tam olarak
anlagilamamast ve ayrica reel sayilarin sirast ve yogunlugu birgok bilissel
probleme sebep olmaktadir (Merenluoto & Lehtinen, 2004; Vamvakoussi &
Vosniadou, 2006).

Bir saymin irrasyonelliginin gosterilmesi {izerine yapilan ¢alisma sayist oldukga
azdir. Sayilar kavramini iceren ders kitaplarinda bir saymin irrasyonel sayi
oldugunun gosterimi sinirli sayida orneklerle ve iki yolla ifade edilmektedir. Bu
yolu da karmasik bulan 6grenciler, karsilastigi baska sayilarin irrasyonelligini
gostermede zorlanmaktadir (Soylu vd., 2011). Fischbein, Jehiam, ve Cohen
(1995) sadece lise 6grencilerinin bu konuda belli eksikliklere sahip olmadigini
O0gretmen adaylarinin da oOzellikle sayr sistemleri konusundaki matematiksel
fikirlerinin ne kadar tutarsiz, belirsiz ve bolik-por¢iik oldugunu vurgulamistir.
Eger 6grencilerin ve dgretmen adaylarinin matematiksel kavramlar tizerindeki
bakis agilart gelistirilemezse, matematik yapmalarinin veya matematik deki
sezgilerini gelistirmelerinin 6niine ge¢ilmis olur.

Ders kitaplarimin (Calculus, Analiz, Cebir, vb. ) birgok kavram i¢in farkl ¢6ziim
yollarina veya bakis acilarima yeterince yer vermedigini soyleyebiliriz.
Literatiirde var olan irrasyonel sayilarla ilgili arastirmalar 1s1ginda bu ¢alismada
matematik 6gretmeni adaylarinin, ders kitaplarinda (Calculus, Analysis, Algebra,
vb...) pek yer verilmeyen ve bir saymin irrasyonel olup olmadigimi gostermek
icin kullanilan farkli ¢6ziim yollar ile ilgili anlayislarinin ve yaklagimlarinin
belirlenmesi amaglanmistir.
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YONTEM

Arastirmanin Deseni

Bu arastirma matematik dgretmeni adaylarinin, literatiirde var olan ancak ders
kitaplarinda (Calculus, Analiz, Cebir, vb...) pek yer verilmeyen ve bir sayinin
irrasyonel olup olmadigin1 gostermek i¢in kullanilan farkli ¢6ziim yollari ile ilgili
anlayislarini ve yaklasimlarini belirlemek amacryla betimsel tiirde tasarlanmistir.

Katihmeilar

Calismanin katilimcilarint 40 matematik Ogretmeni adayt olusturmaktadir.
Dordiincii sinif dgrencilerini segmemizin nedeni bu 6grencilerin say1 sistemleri
ile ilgili yeterli oranda ders almis olmalaridir. Ogretmen adaylari lisans dgrenim
hayatlar1 boyunca aldiklar1 alan dersleri sayesinde say1 sistemleri konusunda
donanimli olarak yetistirilmek istenmektedir. Ozellikle Analiz I ve Soyut Cebir-
Sayilar Teorisi I, II derslerinde Ogretmen adaylart sayilar konusunda
bilgilendirilmektedirler.

Veri Toplama Araclar1 ve Verilerin Analizi

Matematik dgretmeni adaylarina ilk etapta arastirmacilar tarafindan hazirlanan
ve farkli sayilarin irrasyonel olup olmadiklarinin gosterilmesini iceren, agik uglu
sorularin yer aldig1 bir test uygulanmistir. Daha sonra Tikekar (2007) tarafindan

literatiire kazandirilan ve bir tanesi sadece V2, diger alt1 tanesi de tiim irrasyonel
sayilarin gosterimi i¢in kullanilan farkli yollar iki ders saati boyunca (100
dakika) Ogretmen adaylarina anlatilmigtir. Bu ¢dziim yollarinin katilimcilar
tarafindan daha iyi anlagilmasimi saglamak amaciyla ¢6ziim yollarina Teklik —
ciftlik, Denklemin esitsizligi, Geometrik (sadece *-.-"E), Asal c¢arpanlar, Tamsay1-
1, En kiigiik deger, Tamsayi-2 gibi isimler verilmistir. Bu ¢6ziim yollarinin
hepsinde ispat yontemlerinden ¢eliski bulma yontemi kullanilarak ¢6ziime
ulagtlmistir. Bu ¢alismada Tamsayi-1 ve Tamsayi-2 ¢6ziim yollart ayni kabul
edilerek sonuglar degerlendirilmistir. Bu ¢6ziim yollar1 6gretmen adaylarina
anlatildiktan yaklasik bir hafta sonra yine arastirmacilar tarafindan hazirlanan ve
birinci uygulamayla benzer ozellikleri tasiyan test Ogretmen adaylarina
uygulanarak sonuclar analiz edilmistir. Ikinci testte ek olarak &gretmen
adaylarimin bu ¢6ziim yollar1 hakkindaki diisiinceleri de yazili olarak
sorgulanmugtir. Verilerin analizinde kod ve kategori olusturulmamustir. Ogretmen
adaylarinin bu yedi farkli ¢6ziim yolunu 6grenmeden onceki ve sonraki cevaplari
degerlendirilerek, bu cevaplar betimsel olarak sunulmustur. Bu sayede bir
sayinin irrasyonel say1 olup olmadiginin gosterilmesinde kullanilan ve 6gretmen
adaylar1 tarafindan en ¢ok benimsenen ¢6ziim yollar1 belirlenmeye ¢alisilmigtir.

BULGULAR

Bu bdliimde 6gretmen adaylarindan elde dilen bulgular ilk ve son testteki her biri
soru igin ayr1 ayr1 degerlendirilerek sunulmustur. Uygulanan {1k testteki birinci

soru Ogrencilerin ders kitaplarindan sik¢a asina olduklar V2 sayisinin

irrasyonelligidir. Ders kitaplarinda ve derslerde V2 sayisinin irrasyonelligini
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gostermek i¢in kullanilan yollar Teklik-Ciftlik ve Gauss yontemidir.
Katilimeilarin biiyiik cogunlugu da yaygin olarak kullanilan bu iki ¢6ziim yolunu
ve ¢alisgmamizda da yer alan Tikekar (2007)’ nin ¢6ziim yollarindan biri olan
Tamsayi-2 (Tamsayi-1) diye adlandirdigimiz yolu tercih etmislerdir. Teklik-

¢giftlik yontemini tercih eden katilimcilar V2 nin rasyonel sayt oldugunu

diisiinerek (celiski ile ispat yontemi) ve rasyonel say1 tanimini kullanarak Y2 nin
irrasyonelligini gdstermeye baslamislardir. Fakat 6gretmen adaylarinin yaptiklari
¢oziimlerde rasyonel sayr tanimlarinda eksikliklerinin oldugu goriilmiistiir.
Rasyonel say1y1 E (a € Z.b € Z) geklinde tanimlayp (a.b) =1 aralarinda asal

olma noktasini eksik birakmislardir.  Bazi adaylar ise rasyonel sayiy1
E':C!- ER.beR) seklinde tammlanislardir. Ayrica teklik-¢iftlik yontemini

tercih eden katiimcilarin ¢ok biiyiik bir kisminin bu yontemin sonunu
getiremedikleri goriilmiistiir. Ogretmen adaylari bu yontemi tercih etmis fakat
¢Oziime ulasamamiglardir. Ders kitaplarinda ve derslerinde bu yontemle V2 nin
irrasyonelligi gosterildigi i¢in bu ¢6ziim yolunu hatirladiklar1 fakat sonuca
ulasamadiklarin1 sdyleyebiliriz. Bu ¢oziimlerle ilgili iki Ogrencinin cevabi
asagida verilmistir.
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Katilimeilarin tercih ettikleri diger yontem ise ders kitaplarinda ve derslerinde
karsilastiklar1 Gauss yontemidir:

[Eg @0 B, By v By birer tamsay1 olmak lizere
apx™ + ey x" bt ax +ay =0

denkleminin % seklinde rasyonel koKl varse p ap 1 ve g o, vi tam olarak biler.
]

Bu yontemi tercih eden katilimeilarin biiyiikk bir ¢ogunlugu V2 nin

irrasyonelligini dogru bir bicimde gdstermislerdir. Katilimeilarin tercih ettigi
diger bir yol ise ders kitaplarinda yer verilmeyen Tikekar (2007) nin Tamsay1-2
(Tamsayi-1) diye adlandirdigimiz ¢6ziim yoludur. Bu ¢6ziim yolunu tercih eden
O0gretmen adaylarinin ¢ogunlugu da yine sonuca ulasmislar ve dogru bir ¢oziim

yapmuglardir. Katilimcilardan {igii V2 sayistni iisli bigimde (22) yazip

logaritmasini alarak irrasyonelligi gdstermeye ¢alismig ve irrasyonel oldugunu
soylemistir. Fakat bu ¢ziim yollarina mantikl1 bir gerekge sunamamislardir. iki

katilimei reel say1 dogrusunu ¢izerek V2 nin 1 ile 2 arasinda bir deger alacagini

belirtmislerdir, fakat bu adaylarda cevaplarii mantikli bir gerekgeye
dayandiramamiglardir. Bu ¢oziimler ile ilgili iki &grencinin cevabi asagida
verilmistir.

{) V2 sayisinin irrasyonel olup olmadigim gosteriniz.
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V2 sayisinin irrasyonel olup olmadigini gosteriniz. '1 I
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flk testin ikinci sorusu v'4 sayisinin irrasyonel olup olmadiginin gosterilmesidir.
Bu sorunun amaci katilimcilarin tiim koklii sayilarin irrasyonel olup olmayacagi
hususundaki algilarim ortaya ¢ikarmaktir. Ogretmen adaylarmin verdikleri
cevaplardan tiim kokli sayilarin irrasyonel sayi olacagi ile ilgili genelleme
algisina sahip olmadiklar1 bulgusuna ulasilmistir. Adaylar bu soruyu cevaplarken
de en fazla Gauss yOntemini tercih etmisler ve dogru ¢oziime ulagmiglardir.
Katilimeilar geliski ile ispat yonteminden faydalanip sayinin rasyonel olmadigi
kabuliiyle baslayip sonugta bir ¢eliskiye ulagsmadiklarindan, bu saymin rasyonel
oldugu sonucuna varmuslardir. lk testin iiciincii ve dordiincii sorusu ders

kitaplarinda Ornek olarak yer verilmeyen V3 ve V17 sayilarmin
irrasyonelligidir. Katilimcilarin biiyiik ¢ogunlugu bu sorulari cevaplarken V2
nin irrasyonelliginde oldugu gibi Tikekar (2007) nin Teklik-Ciftlik, Tamsayi-2
(Tamsayi-1) diye adlandirdigimiz ve ders kitaplarindaki Gauss yontemini tercih
etmislerdir. Gauss ve Tamsayi-2 (Tamsayi-1) yontemini tercih eden adaylar
dogru ¢6ziime ulagmislardir. Fakat Teklik-Ciftlik yontemini tercih eden adaylar

V2 de oldugu gibi rasyonel say1 tanimini kullanarak ¢éziime baglamislar fakat

¢Oziimiin sonunu getirememiglerdir. Bu 6rneklerde de katilimcilarin rasyonel
say1 tanimlarinda eksikliklerin oldugu goriilmiistiir. Bununla ilgili iki 6grencinin
cevabi asagida verilmistir.

V3 sayisinin irrasyonel olup olmadigini gbsteriniz.
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V17 sasinin irrasyonel olup olmadigin gasteriniz.
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Ogretmen adaylarindan dérdii V3 ve W17 sayilarimi bilinmeyen bir sayiya
esitleyerek (¥ = V3 wve x =+/17) diskriminanttan yararlanarak  denklem
¢ozmeye calismislar ve bulduklari koklerden sayilarin irrasyonel olduklarin
sOylemislerdir. Sadece bir katilimer ise V17 sayisinin reel sayr dogrusunda
V16 = /17 =425 =24 = /17 =5 oldugunu belirterek saymnn irrasyonel
oldugunu soOylemistir. Bu c¢oziimlerle ilgili iki Ogrencinin cevabi asagida
verilmistir.

V17 sayisimin irrasyonel olup olmadigin gdsteriniz.
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V17 sayisirun irrasyonel olup olmadigini gésteriniz.
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Ogretmen adaylarina uygulanan ilk testteki besinci soruda ise VZ+4/3 gibi iki
saymin toplaminin irrasyonel olup olmadig1 sorulmustur. Ogretmen adaylarmin
biiylik cogunlugu herhangi bir ¢6ziim yolunu kullanmadan iki irrasyonel sayinin
toplaminin irrasyonel olacagi ile ilgili yanlis bir genellemeye vararak cevaplarini
vermiglerdir. Katilimcilardan ikisi diskriminanttan denklemin koklerini bularak
soruyu cevaplandirmaya calismis fakat dogru ¢oziime ulasamamustir. Tikekar
(2007) nin kullandig1r ¢dziim yollart dgretmen adaylarina anlatildiktan sonra
birinci teste benzer olan ikinci test uygulanmistir. Ikinci testin birinci testten
farkli olan tarafi aymi sorularin bu kez arastirmacinin istedigi yollardan
¢dziimiiniin istenmesidir. ikinci testin birinci sorusunda sadece V2 icin yapilan

geometrik ispat yontemini kullanarak katilimcilarin V2 nin irrasyonelligini
gbstermeleri istenmistir. Ogretmen adaylarindan 10 u geometrik ispat1 kullanarak
V2 nin irrasyonelligini bulmuslardir. Daha 6nce bdyle bir ¢6ziim yolundan
haberi olmayan katilimcilarin bu oranda dogru ¢oziime ulagmalar1 dikkate
degerdir. Ikinci testin ikinci sorusunda V2+4/3 toplaminin irrasyonelliginin
Denklemin Esitsizligi ¢6ziim yolu kullanilarak ¢oziilmesi istenmistir.
Katilimcilarin 30 unun bu ¢6ziimii yapmaya calistiklar1 bunlardan 20 sinin dogru
¢Oziime ulagtigr fakat 10 unun bu yolu denemesine ragmen dogru ¢oziime
ulasamadiklar1 goriilmiistiir. Denklemin Esitsizligi adm verdigimiz ¢6ziim
yolunda rasyonel say1 taniminda var olan (a, ) = 1 aralarinda asal olma durumu
kullanilarak ¢6ziime ulasilmaktadir. Baslangigta rasyonel sayi taniminda
eksiklikleri olan katilimecilarin bu ¢oziim yolunda bu eksiklikleri de
giderdiklerini sdyleyebiliriz. Ikinci testin iiiincii sorusu V3 say1sinin
irrasyonelliginin Asal Carpanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmesidir. Bu ¢6ziim
yolu bir saymin carpanlara ayrilmig halinin tek sekilde yazilabilecegi iizerinde
durmaktadir. Ogretmen adaylarinin 23 i bu yolu denemisler ve dogru sonuca
ulagmislardir. Ikinci testin son sorusu V17 sayisinin irrasyonelliginin

Katilimcilarin istedikleri herhangi bir yontemle g¢dzebilmeleridir. Ogretmen
adaylarinin cevaplan incelendiginde, 8 inin Teklik-¢iftlik (6 dogru ¢oziim, 2
yanlig ¢6ziim), 10 unun Denklemin esitsizligi (7 dogru ¢oziim, 3 yanlis ¢6ziim),
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11 inin Asal garpanlar (10 dogru ¢6ziim, 1 yanlis ¢dziim), 9 unun Tamsay1-2
(Tamsayi-1) (7 dogru ¢dziim, 2 yanlis ¢6ziim) ¢dziim yolarini tercih ettikleri
gOriilmiistiir. Ayrica Ogretmen adaylarindan higbiri Geometrik yolu tercih
etmemistir (¢linklii geometrik ¢dziim yolu sadece V2 icin gegerlidir) ve iki
o0gretmen aday1 da bu soruyu bos birakmustir. Elde edilen sonuglardan; 6gretmen
adaylart bir saymin irrasyonelligini gostermede kullanilan farkli ¢6ziim
yaklagimlarini benimsemis ve biiylik bir oranda da bu ¢o6ziim yaklagimlarini
kullanarak dogru ¢6ziime ulagmiglardir.

Ikinci testte yukaridaki sorulara ek olarak gretmen adaylarinin ispat yontemleri
hakkindaki diislincelerini almak igin sorular yoneltilmigtir. Katilimcilara ilk
olarak “irrasyonel sayilar i¢in kullanilan bu ¢6ziim yollar1 hakkindaki
diisiinceleriniz nelerdir?” seklinde bir soru yoneltilerek, diigiincelerini yazili
olarak ifade etmeleri istenmistir. Ogretmen adaylarmmin neredeyse tamami
simdiye kadar bir saymin irrasyonelligi i¢in iki ¢6ziim yolunu kullandiklarim
ifade etmislerdir. Bunun da bir konu hakkindaki ¢ok yonlii diistinmeyi, mantiksal
cikarimlar yapmay1 engelledigini ve ezbere yonelttigini sdylemislerdir.
Katilimeilar bu ¢6ziim yollarinin bazilarmin daha pratik, bazilarinin ise {ist diizey
zihinsel beceri gerektiren yollar oldugunu diisiinmektedirler. Ogretmen adaylari
bu ¢oziim yollarimin ilgi ¢ekici, anlamli ve agiklayict oldugunu dile
getirmislerdir. Universitedeki ilgili derslerde ve ders kitaplarinda bu ¢dziim
yollaria yer verilmesi gerektigini vurgulamislardir. Ayrica katilimecilar bu
¢6ziim yollarindan geometrik ¢6ziim yolunun ilgi ¢ekici olmasina ragmen zor
oldugunu belirtmiglerdir. Bununla ilgili olarak iki 6grencinin diisiincesi asagida
verilmigtir.
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Katilimeilara ikinci olarak “bu ¢6ziim yollarindan hangisini daha pratik
buluyorsunuz?” seklinde bir soru yéneltilmistir. Ogretmen adaylarindan 7 si
Denklemin esitsizligi, 12 si Tamsay1-2 (Tamsayi-1), 14 U Asal carpanlar, 5 i
Teklik-¢iftlik, 2 si Geometrik ¢oziim yolunun daha pratik oldugunu
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soylemislerdir. Ogretmen adaylarindan hicbirinin En kiiciik deger ¢dziim yolunu
tercih etmemis olmalar ilgi ¢ekicidir. Ayrica geometrik ¢6ziim yolunu pratik
bulan katilimeilar bu ¢éziim yolunun somutlastirmayi sagladigt ve gorsel oldugu
icin daha pratik oldugunu ifade etmislerdir. Bununla ilgili olarak bir 6grencinin
diisiincesi asagida verilmistir.
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Ogretmen adaylarinin yazili olarak diisiincelerini aldiginuiz son soru ise
“sayilarin irrasyonelliginin gosterimi i¢in ders kitaplarinda yer alan ¢6ziim
yollar yeterlimi dir? Neden?”Sorusudur. Ogretmen adaylari ders kitaplarinda yer
alan ¢6ziim yontemlerinin kesinlikle yeterli olmadigi goriisiindedirler.
Katilimeilar farkli bakis agilarina sahip olmak, daha pratik yollar denemek,
yaratict diislinmeyi gelistirmek ve daha iist diizey zihinsel becerilere ulasmak
icin farkli ¢6ziim yollarmin verilmesi gerektigini diisinmektedirler. Bununla
ilgili olarak bir 6grencinin diigiincesi asagida verilmistir.
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SONUC, TARTISMA ve ONERILER

Ogretmen adaylarinin uygulanan ilk testte ders kitaplarinda olan ve derslerinde
ogrendikleri yontemlerin dismma pek ¢ikamadiklart gorilmistir.  Ayrica
katilimcilarin rasyonel ve irrasyonel sayi algilarinin ve tanimlarinin da eksik
oldugu verdikleri cevaplardan goriilmiistiir. Elde edilen bu sonug literatiirde var
olan diger aragtirma (Arcavi et al. 1984; Fischbein, Jehiam, and Cohen,1995;
Giiven, Cekmez & Karatag, 2011; Moseley 2005; Tirosh et al. 1998) sonuglartyla
benzerdir. Tikekar (2007) tarafindan olusturulan yedi farkli ¢6ziim yolunun
anlatilmasindan sonra uygulanan testin sonuglar1 6gretmen adaylarinin bir dnceki
testte kullandiklar1 yollardan farkli olan bu yollar1 kullanmaya bagladiklarini
gdstermistir. ikinci testin sonuglarindan; ders kitaplarinda yer almayan bu farkl
¢Ozlim yollarinin 6gretmen adaylar1 tarafindan tercih edilmesi, bu yontemlerin
anlasilirhginin ve kullamishilhiginin yiiksek oldugunun gostergesidir diyebiliriz.
Ayrica katilimcilar, bu ¢ozlim yollariyla ilk kez karsilastiklarini ve oldukga
mantiga uygun ve akilda kalici yollar olduklarini belirtmislerdir.
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Her bireyin bir olayr anlama yolu farklidir. Bu sebeple 6zellikle matematikle
alakali kavramlarin ya da ¢6ziim yollarin dgretiminde de sinirl sayida yolu
benimsemek bir¢ok dgrencinin diisiince yapisini gbz Oniine almamak anlamina
gelebilir. Bu durum, dogasi geregi epistemolojik engellere sahip olan konularda
daha biiyiik 5Snem kazanmaktadir. Ozellikle ders kitaplarinda irrasyonel sayilara
ait kisimlar artik kaliplagmis say1 ornekleri tizerinden anlatilip gecilmektedir. Bu
nedenle ogrenciler farkli ¢6ziim yollarindan haberdar degildirler. Arastirma
sirasinda irrasyonel sayilarin gosterimine ait yedi farkli ¢6ziim yolunu 6grenen
ogretmen adaylar1 bu sayede ¢ok daha farkli diislinebildiklerini, kendilerini tam
bir matematik¢i gibi hissettiklerini belirtmiglerdir. Matematigi sikici ve
anlagilmaz olmaktan ¢ikaran bu tarz ¢6ziim yollarinin ders kitaplarinda yer
almasi, 6grencilerin matematiksel akil yiiriitme giiclerini arttirabilir. Boylece
sadece ders kitab1 yazarmin veya 0gretmenin anladigi ¢oziim yollarina degil,
degisik diisiince yapisina sahip kisilerinde kolayca anlayabilecegi ¢oziim
yollarina yer verilmelidir.
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SUMMARY

The number of studies conducted to show the irrationality of a number is
considerably scarce. Representation of the irrationality of a number is expressed
with a limited number of examples and via two methods in the textbooks that
feature the concept of numbers. Students also find this method complicated, and
they experience difficulty in showing the irrationality of other numbers (Soylu et
al, 2011). Fischbein, Jehiam, and Cohen (1995) emphasized that not only high
school students have certain deficiencies in this regard, but also pre-service
teachers’ mathematical ideas are very vague, incoherent, ambiguous, and
fragmentary; especially in regards to number systems. If understandings of
students and pre-service teachers on mathematical concepts are not improved,
they are prevented from performing mathematics or improving their intuitions in
mathematics. We can state that textbooks or mathematics curriculums do not
adequately feature different methods of solution or viewpoints for many
concepts. In view of studies on irrational numbers within the literature, the aim
of this study is to identify pre-service mathematics teachers’ understandings and
approaches of different methods of solution which are not much featured in
textbooks (Calculus, Analysis, Algebra, etc.) and curriculums, and which are
used to show whether or not a number is irrational.

The participants of the study are composed of 40 pre-service mathematics
teachers (the fourth-year students). The reason for choosing fourth-year students
is that these students took an adequate number of courses on number systems. In
the first stage, pre-service mathematics teachers were administered a test
prepared by the researchers which featured the representation of whether or not
different numbers are irrational, and which contained open-ended questions.
Then, different methods offered to the literature by Tikekar (2007) [Appendix],
one of which is used to represent only +/2Z whereas the other six are used to
represent all irrational numbers, were given to the pre-service teachers for two
course hours (100 minutes). In order to enable the participants to understand
these solution methods better, the methods were given names, such as Oddness-
Evenness, Inequality of the Equation, Geometric (only *ﬁ), Prime Factors,
Whole Number-1, The Smallest Value, and Whole Number-2. They reached the
solution using the proof by contradiction method, which is among the methods of
proof, in all the above-mentioned methods of solution. Whole Number-1 and
Whole Number-2 ways of solution were taken as the same, and results were
evaluated accordingly. These methods of solution were explained to the pre-
service teachers, and a test that was also prepared by the researchers and that had
similar features with the first implementation was administered to the pre-service
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teachers approximately one week later, and the results were analyzed. In the
second test, pre-service teachers’ understandings on these methods of solution
were also questioned in written form. In the analysis process, pre-service
teachers’ responses given before and after learning these seven different methods
of solution were evaluated, and answers were presented descriptively. Thus, an
attempt was made to identify the methods of solution, which are used to show
whether or not a number is irrational, and which are most embraced by the pre-
service teachers.

The results of the test that was administered after giving seven different methods
of solution formed by Tikekar (2007) showed that the pre-service teachers began
using these methods, and that these are different from the methods they used in
the previous test. In view of the results of the first test that was conducted in this
research, it was observed that the participants had deficiencies in the definitions
of rational and irrational numbers. This result is similar to the results of other
research existing within the literature (Arcavi et al. 1984; Fischbein, Jehiam, and
Cohen,1995; Giiven, Cekmez & Karatag 2011; Moseley 2005; Tirosh et al.
1998). In view of the results of the second test, we can state that pre-service
teachers’ preference of these different methods of solution is an indication of the
understandability and practicality of these methods. Moreover, the participants
stated in their written opinions that they encountered these methods of solution
for the first time, and that they were quite logical and retention methods.
Everyone has a distinctive way of understanding a situation. For that reason,
embracing a limited number of ways in especially teaching mathematical
concepts or ways of solution may mean overlooking the mentality of many
students. This condition has a greater importance in the subjects that have
epistemological obstacles by their nature. In textbooks, in particular, the sections
on irrational numbers are given via conventional examples on numbers, and they
were not given emphasis. Therefore, students are not aware of different methods
of solution. Pre-service teachers who learned seven different methods of solution
regarding the representation of irrational numbers during the research stated that
they were able to think much more differently; they felt like a mathematicians.
Featuring such methods of solution that rid mathematics of its boringness and
vague in textbooks may increase students’ power of mathematical reasoning.
Thus, methods of solution that can be understood by everyone must be featured
as distinct from methods of solution that can be understood by only writers of
textbooks or teachers.



