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1. Giriş 

 

Bu çalışmada modülüs fonksiyon yardımı ile tanımlanan invaryant yakınsak dizi uzayları 

tanımlanmıştır. [ωσ(f)], ω̅σ (f) ve ω̿σ (f)  uzayları [ωσ(f)(p)], ω̅σ (f)(p) ve ω̿σ (f)(p)  dizi uzaylarına 

genişletilmişir. Lorentz (1948), Savaş (2018), Rafeiro ve ark. (2018) ve Oğur (2020) tarafından çeşitli 

yönleri ile çalışmalar yapılmıştır. Bu çalışmalar kapsamında daha genel dizi uzaylarının bazı topolojik 

özellikleri incelenmiştir. 

 

Tanım 1.  

X bir lineer uzayı üzerinde bir 𝑔: 𝑋 → ℝ  bir fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝑔 

fonksiyonuna X üzerinde bir paranorm ve (𝑋. 𝑔)′ye de bir paranormlu uzay denir (Lorentz, 1948). 

P1.     𝑔(𝜃) = 0  

P2.    𝑔(𝑥) = 𝑔(−𝑥)  

P3.    𝑔(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦)  

P4.     𝜆 → 𝜆0, 𝑥 → 𝑥0  olması , 𝜆𝑥 → 𝜆0𝑥0  olmasını gerektirir. 

Tanım 2. 

𝑃 = (𝑃𝑚) ℎ𝑒𝑟 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛 𝑃𝑚 > 0   ve 𝑆𝑢𝑝 𝑃𝑚 = 𝐻 < ∞  olacak şekilde reel sayılar dizisi olsun. Bu 

takdirde  

[ωσ(f)(p)] = {x: lim
k

1

k+1
∑ 𝑓|(tmn(X − L)|𝑃𝑚 = 0,   n′ye  göre düzgün}k

m=0   

 ω̅σ (f)(p)  = {x: ∑ f(|Ψmn(x) − tm−1,n(x)|)
𝑃𝑚

),   n′ye göre düzgün  yakınsak}∞
n=0   

 ω̿σ (f)(p) = {x: Sup
n

∑ f (|Ψmn(x) − Ψm−1,n(x)|
𝑃𝑚

) < ∞}∞
m=0  dur. 

∀ 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑃𝑚) = 𝑃  olduğunda  [ωσp(f)], ω̅σp (f) ve ω̿σp (f)   uzaylarına eşit olur.  

Ayrıca 𝜎(𝑛) = 𝑛 + 1 olduğunda, bu uzaylar [ωσ(f)], ω̅σ (f) ve ω̿σ (f)  dizi uzaylarına indirgenir. 

(Sahoo, 1992). 

Şimdi tanımlanan bu uzaylar ile ilgili özellikleri verelim. 

Teorem 1. 

[ωσ(f)(p)], ω̅σ (f)(p) ve ω̿σ (f)(p) kümeleri ℂ üzerinde lineer uzaylardır. 

İspat. 

[ωσ(f)(p)], ω̅σ (f)(p) ve ω̿σ (f)(p) kümeleri ℂ kümesinin alt kümeleridir.  

[ωσ(f)(p)] kümesinin ℂ üzerinde lineer uzay olduğunu göstereceğiz. ω̅σ (f)(p) and ω̿σ (f)(p) 

kümeleri de benzer şekilde lineer uzay oldukları gösterilebilir.  

𝑥, 𝑦 ∈ [ωσ(f)(p)]  ve 𝜆, µ ∈ ℂ  için |𝜆|𝑃𝑚 ≤ 𝑘1 = max (1, |𝜆|𝐻)  ve |𝜇|𝑃𝑚 = 𝑘2 = max (1, |𝜇|𝐻)  olmak 

üzere 

|𝑋𝜎(𝑛) + 𝑌𝜎(𝑛)|
𝑃𝑚 ≤ 𝑘 ( |𝑋𝜎(𝑛)|

𝑃𝑚 + |𝑌𝜎(𝑛)|
𝑃𝑚) olduğundan 

1

𝑘+1
∑ 𝑓|(tmn(𝜆. 𝑥 + 𝜇𝑦)|𝑃𝑚) ≤ k. 𝑘1

1

𝑘+1
 ∑ 𝑓|(tmn(𝑥)|𝑃𝑚) + k. 𝑘2

1

𝑘+1
∑ 𝑓|(tmn(𝑦)|𝑃𝑚)k

m=0
k
m=0

k
m=0   
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elde edilir (Maddox, 1979). 

[ωσ(f)(p)] − 𝑙𝑖𝑚 = 0  ve  𝑥, 𝑦 ∈ [ωσ(f)(p)]  olduğundan 𝜆. 𝑥 + 𝜇𝑦 ∈  [ωσ(f)(p)]  sonucu 

elde edilir. Bu da [ωσ(f)(p)] nin skaler çarpımla vektörel toplamlı bir lineer uzay olduğunu verir (Kara, 

1994). 

 

2. Materyal ve Yöntem 

 

Teorem 2. 

𝑃 =  (𝑃𝑚)  dizisi her m için 𝑃𝑚 > 0, 𝑆𝑢𝑝𝑃𝑚 < ∞ olsun. Bu takdirde 

[ωσ(f)(p)], 𝑀 = max(1,    𝑆𝑢𝑝𝑃𝑚)  olmak üzere 

𝑔(𝑓(𝑥) = Sup(
k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x)|𝑃𝑚))𝑘

m=1

1

𝑚
                                                     (1) 

Fonksiyonu ile tam paranorumlu bir lineer topolojik uzaydır. 

İspat. 

Teoremin ispatı için 𝑔: [ωσ(f)(p)] →  ℂ ye bir fonksiyon ve 𝒙 ∈ [ωσ(f)(p)] için 

Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x)|𝑃𝑘))𝑘

m=0 <  ∞ olduğundan 𝑔(𝑓(𝑥), ℂ de tanımlıdır. Şimdi paranorm şartlarını 

sağlatalım. 

i) 𝑔(𝑓(0) = Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(0)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚 = 0 olur 

ii) 𝑔(𝑓(−𝑥) = Sup(
k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(−x)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚  

= Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(−1. x)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚  

= Sup(
k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(|−1||x|)|𝑃𝑚))𝑘

m=1

1

𝑚  

= Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x)|𝑃𝑚))𝑘

m=1

1

𝑚  

= 𝑔(𝑓(𝑥)  

olur (Mursaleen, 1983). 

iii)  𝑚 ≥ 1 𝑣𝑒 ∀ 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛 
𝑃𝑚

𝑀
≤ 1 olduğundan  

𝑔(𝑓(𝑥 + 𝑦) = Sup(
k,n

∑ (|tmn𝑓(x + y)|𝑃𝑚))𝑘
m=0

1

𝑚  

≤ Sup(
k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x) + tmn𝑓(y) |

𝑃𝑚
𝑀 )𝑚)

1

𝑚𝑘
m=0   
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≤ Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x)|

𝑃𝑚
𝑀 )𝑚)

1

𝑚𝑘
m=0 + Sup(

k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(y) |

𝑃𝑚
𝑀 )𝑚)

1

𝑚𝑘
m=0                  (2) 

≤ Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(x)|𝑃𝑘))

1

𝑚𝑘
m=0 + Sup(

k,   n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(y)|𝑃𝑘))

1

𝑚𝑘
m=0        

= 𝑔(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑓(𝑦)        

olur (Oğur, 2020). 

 

Şimdi [ωσ(f)(p)] deki skaler çarpımın sürekliliğini gösterelim. 𝑃 =  (𝑃𝑚) dizisi için  𝑆𝑢𝑝𝑃𝑚 <
∞ olduğundan 𝑃𝑚 > 𝛿 olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı vardır.  

Şimdi |𝜆| ≤ 1 𝑖ç𝑖𝑛 |𝜆|𝑃𝑚 ≤ |𝜆|𝛿 olduğundan 

𝑔(𝑓(𝑥) = Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝜆. 𝑥)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚  

≤ |𝜆|
𝛿

𝑚. 𝑔(𝑓(𝑥)   

olur. Böylece 𝜆 → 0,   𝑥 → 0   𝑖𝑠𝑒 𝜆𝑥 → 0 ve eğer 𝜆 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑣𝑒   𝑥 → 0   𝑖𝑠𝑒 𝜆𝑥 → 0 dir. 

𝑥 ∈ [ωσ(f)(p)]  sabit ve verilen 𝜀 > 0  𝑖ç𝑖𝑛 ∃ 𝑘0 sayısı vardır ki ∀ 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 

Sup(
k≥𝑘0

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝜆. 𝑥)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚 <
𝜀

2
                                           (3) 

ve  |𝜆| < 𝛿 olacak şekilde 𝛿 > 0 sayısı bulabiliriz (Nakano, 1953). 

dolayısıyla ∀ 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛  

Sup(
k≤𝑘0

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝜆. 𝑥)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚 <
𝜀

2
                                           (4) 

olur. Böylece (3) ve (4) ifadelerinden |𝜆| < 𝛿  oldukça 𝑔(𝑓(𝜆. 𝑥)) < 𝜀  elde ederiz ki bu da ispatı 

tamamlar (Savaş, 2018). 

3. Bulgular  

 
[ωσ(f)(p)] uzayının 𝑔 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑜𝑟𝑚𝑢𝑛𝑎  göre tam olduğu görülecektir.  

 

(𝑥𝑠) 𝑛𝑖𝑛 [ωσ(f)(p)] 𝑑𝑒  bir Cauchy dizisi olsun. Yani  

 

𝑠, 𝑡 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡) → 0 olsun. 

𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡) = Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚   

ve   

𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡) ≥ Sup(
k,n

1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚                  (5) 

olduğundan ∀ 𝑚 𝑣𝑒 𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 

 

lim
𝑠,𝑡→∞

|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)|𝑃𝑚 = 0   

 

elde edilir. Özel olarak m=0 olmak üzere herhangi n için 𝑠, 𝑡 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛 
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|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)| = 𝑓(|𝑥𝑠 − 𝑥𝑡|) =  |𝑥𝑠 − 𝑥𝑡| → 0  dır. Böylece (𝑥𝑠), ℂ de bir Cauchy dizisidir. 

 

ℂ  tam olduğundan dolayı 𝑠 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑥𝑠 → 𝑥 olacak şekilde 𝑥 ∈ ℂ vardır. (5) numaralı ifadeden 

 𝜀 > 0  𝑣𝑒 ∃ ℕ öyleki 𝑠, 𝑡 > ℕ için 
 

(
1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚 < 𝜀                                            (6) 

olur. 

 

Şimdi 𝑠 > ℕ ve 𝑡 → ∞ olsun. Bu takdirde (6) numaralı ifadeden  

 

(
1

𝑘+1
∑ (|tmn𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡)|𝑃𝑚))𝑘

m=0

1

𝑚 < 𝜀 elde edilir. Buradan da  

 
𝛿 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡) → ∞ olur. 

 

Bu da 𝑥𝑠 → 𝑥′ 𝑒  yakınsaması demektir (Mursaleen, 1983). 

(6) numaralı ifadeden ve her bir s için 𝑥𝑠 ∈ [ωσ(f)(p)] 𝑣𝑒 [ωσ(f)(p)] nin lineer olduğundan 

𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥𝑡 + 𝑥) ≤ 𝑔(𝑓(𝑥𝑠 − 𝑥) + 𝑔(𝑓(𝑥)) → 0  elde edilir. Buradan  𝑥 ∈ [ωσ(f)(p)] 
olduğu elde edilir. Böylece [ωσ(f)(p)] nin tam olduğu görülür (Rafeiro ve ark, 2018).  

Bu teoremde 𝑝 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑣𝑒 𝑝 ≥ 1 𝑖𝑠𝑒 [ωσ(f)(p)]  uzayı Banach uzayı 0 < 𝑝 < 1  ise p- normlu uzaya 

indirgenir (Sahoo, 1992). 

 

4. Tartışma ve Sonuç 

 

Teorem 3.  

 

𝑃 =  (𝑃𝑚) dizisi her m için 𝑃𝑚 > 0, 𝑆𝑢𝑝𝑃𝑚 < ∞ olsun. Bu takdirde 

ω̅σ(f)(p) 𝑣𝑒 ω̅̅σ(f)(p) uzayları 𝑀 = max(1,    𝑆𝑢𝑝𝑃𝑚)  olmak üzere 

𝑔(𝑓(𝑥) = Sup(
 n

∑ 𝑓 (|Ψmn − Ψm−1,n|
𝑃𝑚))∞

m=0

1

𝑚
 fonksiyonu altında bir tam paranormlu lineer topolojik 

uzaydır. 

Teoremin ispatı teorem 2’nin ispatının benzeri olduğundan tekrar vermeyeceğiz. 

Teorem 4.  

a) Eğer ∀ 𝑚 𝑖ç𝑖𝑛 𝑝𝑚 ≤ 𝑞𝑚  𝑖𝑠𝑒 ω̅σ(f)(p) ⊂  ω̅σ(f)(q) ve ω̅̅σ(f)(p) ⊂  ω̿σ(f)(q) dur. 

b) Eğer 𝑝 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑣𝑒 𝑝 ≥ 1 𝑖𝑠𝑒  

𝑙𝑝
𝜎(𝑓)𝑝 ⊂ ω̅σ(f)𝑝 𝑣𝑒  𝑙𝜎

𝜎𝜎(𝑓)𝑝 ⊂ ω̿σ(f)𝑝 dir. 

İspat. 

a) ω̅σ(f)(p) ⊂  ω̅σ(f)(q) göstereceğiz  ω̅̅σ(f)(p) ⊂  ω̿σ(f)(q) olduğu benzer şekilde gösterilir.  

𝑥 ∈ ω̅σ(f)(p) olsun. Bu takdirde  

∑ 𝑓 (|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑃𝑚) < 1∞

m=M   

olacak şekilde M tamsayısı vardır. Böylece  ∀ 𝑛 𝑣𝑒  𝑚 ≥ 𝑀 için  𝑓 (|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑃𝑚) < 1 

olup  𝑝𝑚 ≤ 𝑞𝑚 olduğundan da 𝑓(|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑞𝑚) < 𝑓 (|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|

𝑃𝑚)  
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yazılır. Bu eşitliğin her iki tarafının m üzerinden toplamı alınırsa  

∑ 𝑓(|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑞𝑚

) ≤ ∑ 𝑓 (|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑃𝑚

)∞
m=M

∞
m=M  elde edilir. Sağdaki seri 

n ye göre düzgün yakınsak olduğundan, soldaki seri de n ye göre düzgün yakınsak olur. O halde  

ω̅σ(f)(p) ⊂  ω̅σ(f)(q) dur. 

b) 𝑙𝑝
𝜎(𝑓)𝑝 ⊂ ω̅σ(f)𝑝 ispatını yapacağız. 𝑙𝜎

𝜎𝜎(𝑝) ⊂ ω̿σ(f)𝑝 olduğu da benzer şekilde gösterilir.b) 

𝑥 ∈ 𝑙𝑝
𝜎(𝑓)𝑝 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛 𝑝 = 1 iken ifade açıktır.   𝑝 > 1 için  

𝑓(|Ψkn(𝑥) − Ψk−1,n(𝑥)|
𝑝

) ≤
1

𝑘(𝑘+1)𝑝
∑ 𝑚𝑝𝑓(|tmn(𝑥) − tm−1,n(𝑥)|

𝑝
)∞

m=1   

≤ ∑ 𝑚𝑝𝑓(|tmn(𝑥) − tm−1,n(𝑥)|
𝑝

) ∑
1

𝑘(𝑘 + 1)𝑝

∞

k=m

∞

m=1

 

≤ ∑ 𝑚𝑝𝑓(|tmn(𝑥) − tm−1,n(𝑥)|
𝑝

)∞
k=m                                             (7) 

elde edilir. (II) yakınsak olduğundan ∑ 𝑓(|Ψmn(𝑥) − Ψm−1,n(𝑥)|
𝑝

)∞
m=1  düzgün yakınsaktır. O halde  

𝑙𝑝
𝜎(𝑓)𝑝 ⊂ ω̅σ(f)𝑝 olur (Savaş, 2018). 

Sonuç olarak modülüs fonksiyon yardımı ile tanımlanan invaryant yakınsak dizi uzayları 

tanımlanarak bazı kapsamlar kurulmuştur. 

[ωσ(f)], ω̅σ (f) ve ω̿σ (f)  uzayları [ωσ(f)(p)], ω̅σ (f)(p) ve ω̿σ (f)(p)  uzaylarına genişletilerek genel 

dizi uzaylarının topolojik özellikleri incelenmiştir. 
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