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Oz: Bu caligmada Modiiliis fonksiyon yardimu ile tanimlanan invaryant yakinsak
dizi wuzaylari tamimlanarak aralarinda bazi kapsam bagmtilart kuruldu.

[0s ()], B (F) ve &, (f) uzaylan [w, () ()], ®6 ()(p) ve @, (£)(p) uzaylarina
genisletildi. Genellestirilen bu dizi uzaylarinin topolojik 6zellikleri incelendi.
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Abstract: In this study, invariant convergent sequence spaces defined with the help
of the Modulus function were defined and some scope relations were established
beyween them. Spaces of [wg(f)], @, (f)and @, (f) is extended to
[ws(D(p)], ®s () (p) and &, (f)(p)spaces. Topological properties of generalized
sequence spaces are studied.
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1. Giris

Bu c¢alismada modiiliis fonksiyon yardimi ile tanimlanan invaryant yakinsak dizi uzaylar

tamimlanmisgtir. [wg(f)], @5 (f) ve @4 () uzaylan [wq(F)(p)], ®s () (p) ve ®y (f)(p) dizi uzaylarina
genisletilmisir. Lorentz (1948), Savas (2018), Rafeiro ve ark. (2018) ve Ogur (2020) tarafindan ¢esitli

yonleri ile ¢alismalar yapilmistir. Bu ¢alismalar kapsaminda daha genel dizi uzaylarinin bazi topolojik
ozellikleri incelenmistir.

Tanim 1.

X bir lineer uzay1 iizerinde bir g: X — R bir fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa g
fonksiyonuna X tizerinde bir paranorm ve (X. g)’ye de bir paranormlu uzay denir (Lorentz, 1948).

P1. g(@)=0

P2. g(x) = g(=x)

P3. glx+y) <g(x)+9)

P4. A - Ay x = xo olmasi, Ax = Agx, olmasini gerektirir.
Tanmim 2.

P = (B,) hermicin B,, > 0 ve Sup B,, = H < o olacak sekilde reel sayilar dizisi olsun. Bu
takdirde

[0o((P)] = {x: lim 7 2o f1(tmn(X = L)I"n = 0, n'ye gore diizgiin}
P (o] Pm ! . . .
@ (D) = (% T30 f(|¥mn(®) = tm-1n([)"™), n'ye gore diizgiin yakinsak}

Ba (D) = (x:SUp T30 f (| ¥ann(6) = Pinoa (9] ™) < o0} dlur.

V micin (B,) = P oldugunda [u)(,p 0], ®gp (f) ve Wgp (F) uzaylarina esit olur.

Ayrica 0(py =n+ 1 oldugunda, bu uzaylar [ws(f)], @s (f) ve ®5 (f) dizi uzaylarna indirgenir.
(Sahoo, 1992).

Simdi tanimlanan bu uzaylar ile ilgili 6zellikleri verelim.
Teorem 1.
[ws (D) (p)], ®s (F)(p) ve @4 (F)(p) kiimeleri C tizerinde lineer uzaylardir.
ispat.
[ws(D)(P)], ®s () (p) ve @4 (F)(p) kiimeleri C kiimesinin alt kiimeleridir.

[ws(£)(p)] kiimesinin C iizerinde lineer uzay oldugunu gosterecegiz. ®s (f)(p) and ®, (f)(p)
kiimeleri de benzer sekilde lineer uzay olduklar1 gosterilebilir.

x,y € [ws(H)(p)] ve 4, u € Cigin |A|Pm < k; = max(1, |2]7) ve |u|Pm = k, = max(1, |u|*) olmak
uzere

P P Pm o
|X0(n) + Ya(n)l <k( |X0(n)| + |Yo'(n)| ) oldugundan
1 1 )
1 Zm=o f1(Emn (. x + ) 1Pm) < ket 17 Tinmo f1CEmn GOI™) + ke ez 17 B f1(tmn 0)1)
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elde edilir (Maddox, 1979).
[ws(D)(p)] —lim=0 ve x,y € [ws(f)(p)] oldugundan A.x + uy € [ws(f)(p)] sonucu

elde edilir. Bu da [ws (f)(p)] nin skaler garpimla vektorel toplamli bir lineer uzay oldugunu verir (Kara,
1994).

2. Materyal ve Yontem

Teorem 2.
P = (B,,) dizisi her mi¢in B, > 0, SupP,, < oo olsun. Bu takdirde

[ws(H)(p)], M = max(1, SupP,) olmak iizere

g(f(x) = Sup< ko1 (ltmnf GOIPm)™ 6

k+1

Fonksiyonu ile tam paranorumlu bir lineer topolojik uzaydir.
ispat.
Teoremin ispat1 i¢in g: [wg(f)(p)] = C ye bir fonksiyon ve x € [ws(f)(p)] igin

Sup(menzo(ltmnf(x)lpk)) < oo oldugundan g(f(x), C de tanimhdir. Simdi paranorm sartlarin

saglatahm

) g((0) = Sup(i Ehieo(ltmnf (O)1"m)™ = 0 olur

i) g(f(—x) = Sup(= TsmoUltmnf (=) 1Pm))™
k, n
= SUP(i37 Zheoltmaf (~1017)"
= Sup(s 2k y (e f (=11 XD [Pm)™
k n

= Sup (i Thoms (ltmnf COIm))"
kn

=g9(f(x)
olur (Mursaleen, 1983).

iii) m>1veVmigin %” < 1 oldugundan

g(f(x+y) = SEE(Zﬁl:oﬂtmnf(X +y)[Pm))m

1

< SUp 7 Bhoo (Itnn 00 + b ) 1))
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< SUp (i Zhooo 1t FCOT )™ )"+ Sup (s Bhoo [t f ) 1)) @
< SUD (i o (ltmnf COIPE + Sup (s T oIt )P0
=g(f(x)+9(f )

olur (Ogur, 2020).

Simdi [wg (f)(p)] deki skaler ¢arpimun siirekliligini gésterelim. P = (By,) dizisi igin SupB,, <
oo oldugundan P,, > & olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir.
Simdi |A] < 1igin |A|Pm < |A|% oldugundan
1

9 () = Sup(; Tk o (ltmn f (1. 2)Pm))™
kn

s
< [Alm. g(f (x)
olur. Béylece A - 0, x =» 0 ise Ax — 0 ve eger A sabit ve x —» 0 ise Ax — 0 dir.

x € [wg(H)(p)] sabit ve verilen e > 0 icin 3 k, sayis1 vardir ki V n igin

SUD (i Zhmolltmn /(4 1) < 3)

ve |A| < & olacak sekilde § > 0 sayisi bulabiliriz (Nakano, 1953).

dolayistyla V n igin
1 l
m £
Sup (1 Ehveoltmnf (A 01 M) < 3 @)
=Ko

olur. Boylece (3) ve (4) ifadelerinden |A] < & oldukga g(f (A x)) < € elde ederiz ki bu da ispati
tamamlar (Savas, 2018).

3. Bulgular
[ws (D) (p)] uzayinin g paranormuna goére tam oldugu goriilecektir.
(x%) nin [ws(f)(p)] de bir Cauchy dizisi olsun. Yani

s, t = oo iken g(f (x5 — x*) — 0 olsun.

9 G = x) = Sup (i Thocolltmnf (2° = 1"

ve

9 G = x) 2 Sup (7 Thmoltmnf (r° = x)IPm)” 5)

oldugundan ¥ m ve n icin
lim, [t f (2 = x9)|Pn = 0
S,t—oo

elde edilir. Ozel olarak m=0 olmak iizere herhangi n igin s,t — o iken
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[tmnf (x5 — x| = f(|x5 — xt]) = |x5 — xt| - 0 dir. Bdylece (x%), C de bir Cauchy dizisidir.

C tam oldugundan dolay1 s — oo iken x° — x olacak sekilde x € C vardir. (5) numarali ifadeden
€ > 0 ve AN oyleki s,t > Nigin

oz B Ultmnf (5 = xH)|P)™ < & (6)
olur.

Simdi s > N ve t = oo olsun. Bu takdirde (6) numarali ifadeden

1

(ﬁﬂ‘n:o(ltmnf(xs — xt)|Pm))™ < & elde edilir. Buradan da

8 - oo iken g(f (x5 — x*) - oo olur.

Budax® — x' e yakinsamasi demektir (Mursaleen, 1983).
(6) numarali ifadeden ve her bir s igin x° € [wy(f)(p)] ve [ws(F)(p)] nin lineer oldugundan

g(f(x) =g(f(x* —xt +x) < g(f (x* —x) + g(f (x)) - 0 elde edilir. Buradan x € [04(f)(p)]
oldugu elde edilir. Béylece [wq(f) (p)] nin tam oldugu goriiliir (Rafeiro ve ark, 2018).

Bu teoremde p sabit ve p = 1 ise [wy(f)(p)] uzayr Banach uzay1 0 < p < 1 ise p- normlu uzaya
indirgenir (Sahoo, 1992).

4. Tartisma ve Sonuc
Teorem 3.

P = (PB,,) dizisi her mi¢in B,, > 0, SupP,, < oo olsun. Bu takdirde

w4 (0 (p) ve ®y(f)(p) uzaylart M = max(1, SupP,) olmak iizere

1

g(f(x) =Sup(Xm=of (|mer1 —WYh-1n |Pm))ﬁ fonksiyonu altinda bir tam paranormlu lineer topolojik
n

uzaydir.
Teoremin ispat1 teorem 2’nin ispatinin benzeri oldugundan tekrar vermeyecegiz.

Teorem 4.

a) EgerVmicinpy, < qnm ise 05(0)(p) € ®5(H(q) ve &5(H)(p) © 05((q) dur.
b) Eger p sabit vep = 1ise

I2(f)p € ®g(), ve 137(f),y € B4 (f), dir.
ispat.

a) w.()(p) c ®s(f(q) gosterecegiz ®4(f)(p) € ®4(f)(q) oldugu benzer sekilde gosterilir.
x € W4 (f)(p) olsun. Bu takdirde

e f ([P () = ¥ (0 ™) <1

olacak sekilde M tamsayist vardir. Boylece Vnve m = M i¢cin f (|‘Pmn(x) —Wh-1n (x)|Pm) <1
< dm P
OlUp P < Gy oldugundan da f([¥nn (6) = ¥ine1n(@|™™) < £ ([P () = ¥ine1n @] ™)
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yazilir. Bu esitligin her iki tarafinin m {izerinden toplami alinirsa

[0¢] qm [o'e] Pm 1 - . .
Ym=M f(|‘Pmn(x) - me—l,n(x)l ) <Ym=mf (|‘Pmn(x) — lI’m_l_n(x)| ) elde edilir. Sagdaki seri
n ye gore diizgiin yakinsak oldugundan, soldaki seri de n ye gore diizgiin yakinsak olur. O halde

oD (p) € ®x(H)(q) dur.
b) 15(f)p € ®s(H), ispati yapacagiz. I3 (p) € ®4(f), oldugu da benzer sekilde gosterilir.b)

x € I5(f)p olsunp = 1 iken ifade agiktir. p > 1igin

(19000 = ¥ 1n @) < s Zinma M (Jtmn () = tmo1n ]

< 3 1 (fomn® ~ tn-sa ) Y.
m=1 k=m
< T2 F([tmn () = tme1a([) (7)

elde edilir. (IT) yakinsak oldugundan Y':;n—; f (|‘Pmn(x) — ‘Pm_lrn(x)|p) diizgiin yakinsaktir. O halde
I3(f)p © ®s(f), olur (Savas, 2018).

Sonug olarak modiiliis fonksiyon yardimi ile tanimlanan invaryant yakinsak dizi uzaylarn
tanimlanarak bazi kapsamlar kurulmustur.

[ws(D)], ®s (f) ve ®4 (F) uzaylan [wq(F)(p)], ®s (F)(p) ve @4 (f)(p) uzaylarna genisletilerek genel
dizi uzaylarinin topolojik 6zellikleri incelenmistir.
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