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Ozet

Bu ¢aligmada, dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi yardimiyla tanimlanmis olan ideal kavrami ile
olusturulmus olan I-yakinsaklik kavrami ve daha sonra galisilmis olan I-limit superior ve I-limit inferior kavramlari,
1981 de Kizmaz tarafindan tanimlanmis olan fark dizi uzaylarina uygulanmistir. Elde edilen A I-limit superior ve
A I-limit inferior kavramlar1 arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica bu kavramlarin sirasiyla x reel say1 dizisinin
A l-y1gilma noktalarinimn en biiyiigii ve en kiiciigiine esit oldugu fakat ayn1 durumun A I-limit noktalar: igin gegerli
olmadig1 gosterilmistir.
Anahtar Kelimeler:Fark dizisi; A I-yakinsaklik;I-limit superior;I-limit inferior.

Al —Limit Superiorand ai —Limit Inferior

Abstract

In this study, I-convergence which is obtained from an ideal, family of a subset of natural numbers, and also |-
limit superior ve I-limit inferiorareappliedfordifferencesequenceswhichwasintroducedby Kizmaz in 1981. A I-limit
superiorand A I-limit inferiorareobtainedandrelationsbetweenthemareinvastigated. Andalso it is
shownthattheseconceptsareequaltothebiggestandsmallest Al - clusterpoints of thesequence x but it is not
truefor Al limit points.
Key Words:Difference sequence, A I-convergence;l-limit superior;l-limit inferior.

1. Giris d(A) =lim, infd (A)
. ve
Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast(Fast, — .
1981) tarafindan tanimlandi ve farkli adlar altinda d(A) =lim, supd ,(A)
Fourieranaliz, ergodik teori ve say1 teorisi  ifadeleri swrasiyla A kiimesinin alt ve iist

alanlarindan tartisildi. Bu kavram daha sonra Salat
(Salat, 1980), Fridy (Fridy, 1985), Connor
(Connor, 1988), Fridy ve Orhan (Fridy ve Orhan,
1997) tarafindan ¢aligildi.

Tanim 1.1. Ac N, neN ve y, fonksiyonu

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak
lizere,

d(M =23 1K)

olarak tanimlansin.

asimptotik yogunlugu olarak adlandirilir. Eger
d(A)=Ilim __d (A
limiti mevcut ise bu limite
asimptotik yogunlugu denir.
Tamm 1.2. Reel sayilarm bir X =(X,) dizisi

A kiimesinin

verilmis olsun. Abir kiime ve |A| ifadesi

Akiimesinin kardinalitesi olmak iizere V& >0
igin

dk<n:|x —I|>&}=0
yani
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Iimn%%‘kSnﬂxk ~l]2¢=0

| €R  sayisma istatistiksel
Istatistiksel
dizilerin kiimesi S ile gosterilir.

Kostyrko, Macaj ve Salat, N dogal sayilar

kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesinin I idealini

oluyorsax dizisi

yakinsaktir  denir. yakinsak tiim

kullanarak  reel  sayilarin  I-yakinsakligini
tanimlamiglardir ~ (Kostyrko ~ vd.,2000).  I-
yakinsaklik, istatistiksel yakinsakligin
genellestirilmis  hali  olarak  diigiiniilebilir.

Kostyrko, Salat ve Wilezynski bu tanin herhangi
bir metrik uzayda caligmislar, ayn1 zamanda I-
limit noktalan ve I-yi§ilma  noktalarim
tamimlanmuslardir (Kostyrko vd., 2000 ) .

Tanim 1.3. N pozitif tamsayilar kiimesinin alt
kiimelerinin bostan farkli bir I ailesi i¢in asagidaki
sartlar ~ saglaniyorsa | ailesine  bir  ideal
denir(Kostyrko vd.,2000).

() gel

(i) Her A, Bel icin AuBel

(iifyHer Ac | ve her B Aicin B e | Eger

| = 2Videali icin | % 2" oluyorsa | idealine
gergek ideal; | gercek ideali N nin her sonlu alt
kiimesini igeriyorsa | ya bir uygun ideal adi
verilir.

Tanim 1.4. N pozitif tamsayilar kiimesinin alt
kiimelerinin bostan farkli bir F ailesi igin
asagidaki sartlar saglaniyorsa F ailesine bir siizgeg
denir (Kostyrko vd., 2000 ) .

(i)geF

(i) Her A, BeFicin AnBeF

(il)Her AcF veher Bo Aicin Be F

Onerme 1.1. 1 = 2" bir gergek ideal olmak
lizere,
F()={McN:M=N\A Acl}
kiimesi N de bir stizgectir(Kostyrko vd.,2000 ).
Yukaridaki 6nerme goz Oniine alinirsa, slizgeg
kavramimi idealin duali olarak diisiinmek
miimkiindiir.

Tamm 1.5. X=(X,) bir reel say1 dizisi ve

I = 2" bir uygun ideal olmak iizere V& > 0 igin

A@e) ={k e N:|x, 1| > ¢}
kiimesi | idealinin elemani oluyorsa X dizisi
| € R sayisma | -yakinsaktir denir. | -yakinsak
tlim dizilerin kiimesi C, ile gosterilir.

| -yakinsaklik, | -limit noktalar1 ve | -y1gilma
noktalar1 ile ilgili ¢alismalardan sonra Demirci,
| -limit superior ve | -limit inferior kavramlarini
tanimlamustir (Demirci, 2001).

Tamm 1.6. X=(X,) bir reel say1 dizisi ve

I = 2" bir uygun ideal olsun.

B,={beR:{keN:x, >bjel}
ve
A =faeR:{keN:x <ajel}
olmak tiizere,
|—Iimsupx:{SUp B, B,#¢ fse
-, B, =¢Ise

ve

. inf # ¢ ise
| —liminf x = A A ¢_
+oo, A =glse
olarak tanimlanir (Demirci, 2001).
|.,C Ve C,uzaylari sirasiyla siurli, yakinsak ve
sifira yakinsak diziler kiimesini gostersin. Kizmaz
(Kizmaz 1981), AX = (AX, ) = (X, —X,,;) olmak
lizere X € {Iw,C,CO} icin
X(A)={x=(x):Axe X}
dizi uzaylarim tamimladi ve bu uzaylarin
[, =]+ Ax],
normu ile birer BK uzay1 oldugunu gosterdi. Bu
kavram Et ve Colak (Et ve Colak, 1995)
tarafindan genellestirildi.

Tamim 1.7. X=(X,) bir reel sayr dizisi ve
AX = (AX,) = (X, —X,,) olsun. | < 2" bir
uygun ideal olmak iizere V& > 0 i¢in

dk <n:lax, —1|>¢}=0

iseX dizisi leR A -istatistiksel
yakinsaktir denir. A -istatistiksel yakinsak tiim

sayisina
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dizilerin kiimesi
1995).
Tanim 1.8.

S(A)ile gosterilir (Basarrr,
X=(X,) reel sayr dizisi
icin V& > Qverilsin.
{keN:|AXk —I|Zg}e I
ise X dizisi | € R sayisma Al -yakinsaktir denir.
Al -yakinsak tiim dizilerin kiimesi ¢, (A)ile
gosterilir.
Omek 1.1. 1, ={Ac N: A sonlu}kiimesi
N de bir uygun ideal ve ¢, (A)=c(A)dur.
Omek 1.2. 1, ={AcN:d(A) = 0}kiimesi

N de bir uygun idealve ¢, (A)=S(A)dur.

2. Al —Limit Superior ve Al —Limit Inferior

Tamm 2.1. | < 2" bir uygun ideal, x =(x,)
bir reel sayl dizisi ve
AX = (AX, ) = (X, — X,,) olsun.

B, ={beR:{keN:Ax, >b}lel}
ve
A, =faeR:{keN:Ax <a}el}

olarak tanimlanir. Bu durumda,

sup B B, #d¢ise
Al —limsupx = PPax Pa ¢.
—-o, B, =¢ise
ve
inf A A, #¢ise
Al —liminf x = A ¢_
+0o, A, =¢gise
dir.

Teorem 2.1. Eger Al —limsupx = £ sonlu ise
her >0 igin,

keN:Ax, >pB-clel
ve

keN:Ax, > p+elel
dir.

Ispat: Kabul edelim ki
Al —limsupx = fFolsun. Bu durumda fS
sayis1,b € R olmak iizere

keN:Ax >blel (1)
sarttin1 saglayan en  biliylk  elemandir.

[+ &> Poldugundan (1) sartin1 saglayamaz.
Yani,

keN:Ax, > f+slel
olmak zorundadir. Diger yandan f—-e<f
oldugundan

keN:Ax, >blel

olacak sekilde bir b e(f—¢,5) elemam
bulunabilir.

keN:Ax, >pB-clofkeN:Ax >b'}
yazilabileceginden ve ifadenin sag tarafi ideale ait
olmadigindan,

keN:Ax, > f-clel
elde edilir.

Teorem 2.2. Eger Al —liminf X =« sonlu ise
her £>0 igin,

keN:Ax, <a+sejel
ve

keN:Ax, <a—¢}el
dir.

Ispat: Kabul
Al —liminf X =colsun. Bu
sayisl, & € R olmak lizere

keN:Ax <alel (2

sartini

edelim ki
durumda «

saglayan en  kiicik  elemandir.
o —& < aoldugundan (2) sartint saglayamaz.
Yani,

keN:Ax, <a—¢}el
olmak zorundadir. Diger yandan a+¢ >«

oldugundan
keN:Ax <a'}el

olacak sekilde bir a €(a,a+¢) elemam

bulunabilir.
keN:Ax, <a+siofkeN:Ax <a'}
yazilabileceginden ve ifadenin sag tarafi ideale ait

olmadigindan,
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kKeN:Ax, <a+elel
elde edilir.

Bu iki teorem geregince Al —limsupx ve
Al =liminf X noktalarmin, X dizisinin Al-yigilma
noktalarinin sirasiyla en biiyligli ve en kiiciigii

oldugu soylenebilir. Fakat bu durum Al-limit
noktalari igin gecerli degildir.

Ornek2.1.1 =1, ve u dizisi asagidaki sekilde
tanimlansin.
1=1010,210%,210,%,2 2 10,.

2 33 4 4 4
o 0, Kktek
AX dizisini AX, = ... Olarak segelim.
u,, Kkgift
Bu durumda

keN:Ax, >1el,

oldugundan

Aly —limsupx =1
fakat Al(A,) = {0} dur.
Teorem 2.3. Herhangi bir X dizisi i¢in

Al —liminf x < Al —limsup x (3)
dir.

Ispat: Ispati Al —limsupx
durumu i¢in yapacagiz. Oncelikle kabul edelim ki
Al —limsupx=—o0 olsun. Bu durumda
B, =¢yani {keN:Ax >b}el
sekilde bir b sayis1 yoktur. O zaman Vb € R igin
{k e N:Ax, <b}e | dir. b<aicin,

k eN:Ax, <a}o{k eN:Ax, <b}
oldugundan ifadenin sag tarafi ideale ait degildir
yani VaeR i¢in {k e N:IAX, < a} ¢ | dir.
A, =Rve
Al —liminf x = —co elde edilir.

Simdi kabul edelim ki Al —limsupx = +o0
olsun. Bu durumda ispat agiktir.

Son olarak varsayalim ki Al —limsupx =g

ifadesinin ¢

olacak

Boylece dolayisiyla

ve Al —liminf X=a olsun. Tanimdan dolay1
Y >0 i¢in,

{keN:AXk >,B+§}e|
ve dolayisiyla

{k eN:AX, < B+ g} ¢ | yazilabilir.

{keN:Axk Sﬂ+§}g{keN:Axk <p+e)

ve ifadenin sol tarafi ideale ait olmadigindan sag
tarafi da ideale ait degildir. Bu durumda

ﬂ+‘9 € AAX olur.

a =Iinf A, oldugundanax < f+¢& ve bdylece

keyfi >0 icin o < B elde edilir.

Tamm 2.2. X = (X, ) dizisi igin,

fk:|ax|>Bfe
olacak sekilde bir B sayis1 varsa x dizisine Al-
sinirlidir denir.

Teorem 2.4. Bir Al-simnirli X reel say1 dizisinin
Al-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

Al —liminf x = Al —limsup x
olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki Al —lim x =1 olsun.x,
oldugundan Al —liminf x ve
Al —limsup x sonludur. Al —yakinsaklik tanimi

Al-siirh

geregince,
{k e N :|AX, —||Zg}e I

ve dolayisiyla,

{kEN:AXk 2|+§}EI
ve

{kEN:AXk Sl—f}el

2
dir.
£

{keN:Axk 2I+E};{keN:Axk >1+e}
ve
{keN:Axk Sl—g}g{keN:Axk <l-g}
oldugundan,
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keN:Ax, >l+¢}el

ve

keN:Ax, <l-glel

elde edilir. Al —limsuptanimi  geregince
p<l+e ve dolay1siyla LI

Al —liminf tanim1  geregince a>l—-¢& ve

dolayisiyla | < xoldugundan S <« elde edilir.

(3) geregince o < oldugu bilindiginden
a = pelde edilir.
Simdi kabul edelim ki Al —liminf x=

Al —limsup x olsun.Buna gore,

{keN:Axk>I+§}el

e

{keN:AXk<|+§};{keN:AXkZI+5}

ve

{keN:Axk<I—

N | &

dir. Buradan,

ve
{keN:Axk <I—§};{keN:Axk <l-g}

bagitilar1 disiiniiliirse ifadelerin sag taraflar
ideale aittir.

{keN:|AXk—I|2<9}={keN:Axk > +e}u
keN:Ax, <l-g}

oldugundan Al —lim x, =1 elde edilir.

6. Sonuc

Bu caligsmada, daha once reel say1 dizileri igin
tanimlanmig olan | — limit supremum ve | — limit
infimum tarafindan

kavramlari, Kizmaz

tanmimlanmis olan fark dizilerine uygulanmstir.
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