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OZET

Bu caligmada genellestirilmis bulanik esnek kiimeler tizerinde genellestirilmis bulanik esnek grup ve genellestirilmis
bulanik esnek halka tanimlamalari yapilmis ve bu kavramlara ait temel baz1 6zellikler verilmistir.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Bulanik Kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Zadeh[1]
tarafindan tamimlanmugtir. Bulanik kiime kavramu,
belirsizliklerin anlatimi ve belirsizliklerle ¢aligilabilmesi
icin kurulmus kati bir matematik diizen olarak
aciklanabilir ve belirsizligin bir tiir bigimlenisi ve
formiillendirilmesidir. Bir ¢esit ¢ok-degerli kiime
kuramidir.

Bulanik kiime iizerinde ilk cebirsel yapi, iyelik
fonksiyonu kullanilarak, 1971 yilinda A. Rosenfeld[2]
tarafindan  ‘fuzzy  groups’ olarak yayimlanan
makalesinde verildi. Bulanik gruplar kullanilarak daha
karmasik bulanik cebirsel yapilar olan bulanik halkalar
ve bulanik idealler 1982 yilinda Liu[3,4] tarafindan
calisilmustir.

Belirsizliklerin yol agtig1 problemleri ¢ézmek icin
Molodtsov[5] esnek kiime teorisi olarak adlandirilan
farkli bir yaklagim 6nermistir. Esnek kiime teorisi olarak
adlandirilan  bu  yaklasim diger yaklasimlardaki
zorluklardan tamamen ayrilmistir. Esnek kiime teorisi
cesitli alanlarda uygulamalar i¢in zengin bir potansiyele
sahiptir ve bunlarin  bazilari  Molodtsov’ un
caligmalarinda gosterilmistir. Daha sonra Maji ve
arkadaslar1[6] esnek kiimeler iizerinde esnek kiimelerin
birlesimi, kesisimi, AND ve OR gibi ¢esitli kiime
islemleri tanimlamiglardir.

Esnek kiimeler iizerinde ilk cebirsel yapt Aktas ve
Cagman[7] tarafindan “soft sets and soft groups” isimli
makale ile tanmimlamis ve esnek gruplarin temel
ozellikleri verilmistir. Maji tarafindan bulanik esnek
kiimeler BCK-BCI cebirleri iizerine uygulandi. Jun[8]
bulanik esnek cebirleri ve bulanik esnek idealleri
tanimladi ve temel Ozelliklerini inceledi. Feng ve
arkadaslar1[9] esnek yar1 halka kavramini ifade ettiler ve
esnek kiimeler i¢cin mevcut olan &zellikleri yart halka
yapisina uyarladilar. Acar ve arkadaslar[10] esnek
halkalar i¢in temel kavramlar1 verdiler. Ali ve
arkadaslari[11] esnek kiimeler igin bilinen birlesim ve
kesigim gibi cebirsel yapilar1 yeniden diizenleyerek
esnek kiimelerde yeni ifadeler olusturdular.

2001 Yilinda Maji ve arkadaglari[12] bulanik kiime ve
esnek kiimenin birlesimi olan bulanik esnek kiime
kavramini tanimlamislar ve uygulamalarini vermislerdir.
Ayglinoglu ve Aygiin[13], Aktas ve Cagman[7]
tarafindan tanimlanan esnek gruplarin bir genellestirmesi
olan bulanik esnek grubu tanimlayarak karakteristik
Ozelliklerini incelemistir.

Genellestirilmis  bulanik esnek kiime, Maji ve
Arkadaglari[12] tarafindan tanitilan bulanik esnek kiime
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kavraminin genisletilmesi ile Majumdar ve Samanta[15]
tarafindan ¢alisilmustir.

Bu caligmada genellestirilmis bulanik esnek kiimeler
iizerinde genellestirilmis bulanik esnek grup ve
genellestirilmis bulanik esnek halka tanimlamalari
yapilmis ve bu kavramlara ait temel bazi O6zellikler
verilerek ispatlar1 yapilmistir.

2. GENEL KAVRAMLAR (PRELIMINARIES)

Tamm 2.1: U={x _1,x 2,....x n } evrensel kiime ve
E={e l,e 2,....e n } parametrelerin kiimesi olsun.
Burada (U,E) ikilisi esnek kiimedir. F:E—I*u ve
w:E—I=[0,1] taniml1 déniisiim olsun. Burada ["*u, U’ nun
biitlin bulanik alt kiimelerinin koleksiyonudur. F
E—IMuxI  doniisiimii asagidaki gibi tanimlanan bir
fonksiyondur. f e€l*u olmak iizere F_p (e)=(f_e,u(e))’
dir.

F w ye (UE) esnek evrensel kiimesi iizerinde
genellestirilmis bulanik esnek kiime denir.

Burada her e i parametresi icin F p (e 1 )=(f (e (i)
),u(e_i)), sadece U’ nun elemanlarmin f (e (i) )’ deki
tiyelik derecesini belirtmez, ayni zamanda p(e i) ile
gosterilen boyle bir aitligin miimkiin olma derecesini
belirtir[15].

Tanim 2.2: Fp ve G, (UE) iizerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. Eger

@) p,0’ nin bulanik alt kiimesi
(ii) Ve€eE i¢inf e, g e’ nin bulanik alt kiimesi

sartlar1  saglaniyorsa [ Fjp ye G nn
genellestirilmis bulanik esnek alt kiimesidir denir ve [
F) nEG o ile gosterilir[15].

Tamm 23: F u ve G, (UE) iizerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. Eger Ve€E
icin d(e)=p"c (e) ve g_e=[f e)*cise G 8’ ya F_p’ niin
timleyeni denir ve [F_p)"c=G_3J ile gosterilir[15].

Tamm 24: F u ve G, (UE) iizerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. F pve G 8
kiimelerinin ~ birlesimi H v: E—-I*uxI, H.v
(e)=(h_e,v(e)) olmak iizere F u U G 6=H v ile
tanimlanir. Burada h e=max{f e Le } ve
v(e)=max{p(e),d(e)}’ dir[15].

Tamm 2.5: F pu ve G, (UE) iizerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. F_pve G 8
kiimelerinin kesisimi

H v: E->T"uxI, H v (e)=(h_e,v(e))
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olmak iizere F u MG 8=H v ile tanimlanir. Burada
h_e=min{f e ,g e} ve v(e)=min{u(e),d(e)}’ dir[15].

Tanmm 2.6: ® _6:E—1"uxI ve @ 0 (e)= (8 _e,0(e)) ile
tanimlansin. Burada Ve€E igin f e= 0 ve 6(e)=0 ise
genellestirilmis bulanik esnek kiimeye genellestirilmis
bos bulanik esnek kiime denir ve ®@_0 ile gosterilir[15].

Tamm 2.7: A (0.): E=I"uxIve A (a) (e)=(A_e,a(e))
ile tamimlansin. Burada Ve€E i¢in A_e=1 ve a(e)=1 ise
genellestirilmis ~ bulanik  esnek  kiimeye  bir
genellestirilmis mutlak bulanik esnek kiime denir ve
A () ile gosterilir[15].

3. GENELLESTIRILMiS BULANIK ESNEK
CEBIRSEL YAPILAR (GENERALIZED FUZZY
SOFT ALGEBRAIC STRUCTURES)

Rosenfeld[2] tarafindan bulanik gruplar kavraminin,
Aktas ve Cagman[7] tarafindan esnek gruplar
kavramlarimin tanimlanmasit ve bu kavramlarin gesitli
aragtirmacilar tarafindan ¢aligilmasi ile bulanik kiimeler
ve esnek kiimeler {tizerinde birgok cebirsel yap1
tanimlanarak bu yapilarin ozellikleri incelenmistir. Bu
bolimde Majumdar ve Samanta[l5] tarafindan
tanimlanan genellestirilmis bulanik esnek kiimeler
kullanilarak genellestirilmis bulanik esnek grup ve
bulanik esnek halka kavramimi tanimlayarak bazi
ozelliklerini inceleyecegiz.

3.1. Genellestirilmis Bulamik Esnek Gruplar
(Generalized Fuzzy Soft Groups)

Tanmim 3.1.1: F p , (UE) esnek evrensel kiimesi
iizerinde genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. Eger
Ve€E ic¢in pu(e)>0 ve

(1) Ve€E i¢in ve Vx,y€U i¢in f e (xy)>min {f e (x).f e

)}
(i) VX€U igin f e (x)=f e (x(-1))

sartlart saglaniyor ise F_p’ ye (U,E) esnek evrensel
kiimesi tizerinde genellestirilmis bulanik esnek grup
denir.

Ornek 3.1.2: U={e,a,b,ab}, Klein’mn 4-lii grubu olmak
izere E={e l,e 2,e 3} ve w:E—I=[0,1] fonksiyonu
we 1)=0,1, we 2)=0,4, we 3)=0,6

olarak tanimlansin.

f(e 1) (ab=04, f (e 1) (a)=04, f (e 1) (b)=0,6,
f (e 1)(e)=0,5

f (e 2) (ab)=0,5, f (¢ 2 ) (a)=0,6, £ (e_2 ) (b)=0,5
f(e2)()=l
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f (e 3) (ab)=0,8, f (¢_3 ) (a)=0,9, f (¢_3 ) (b)=0.8,
f (e_3)(e)=0,6

olarak tanimlansin ve VxX€U igin x2=e olsun.

Ve€E i¢in p(e)>0 olmali. p(e 1)=0,1>0, (e 2)=0,4>0,
p(e 3 )=0,6>0 oldugundan bu sart saglanir.

F_ W’ niin genellestirilmis bulanik esnek grup olmast i¢in
Ve€E ve Vx,yeU i¢in f e (xy)>min {f e (x),f e (y)}
oldugunu gostermeliyiz. ¢ 1€E ve

a,beU icin f (e 1) (ab)=0,5>min{f (e 1) (a).,f (e 1)
(b)}=min{0,4,0,6}=0,4.

a,c€U icin f (e 1) (ae)=f (e _1) (2)=0,4>min{f (e 1)
(a),f (e_1)(e)}=min{0,4,0,5}=0,4.

b,e€U igin f (e 1) (be)=f (e 1) (b)=0,6>min{f (e 1)
(b).f (e_1) (¢)=min{0,6,0,5}=0,5.

ab,a€Uicin f (e_1) (aba)=f (e _1) (aab)=f (e 1) (a2
b)=f (e 1) (b)=0,6>

min{f (e 1) (ab),f (e 1) (a)}=min{0,4,0,4}=0,4.

ab,beU icin f (e 1) (abb)=f (e 1) (ab’2 )=f (e 1)
(a)=0,4>

min{f (e 1) (ab),f (e 1) (b)}=min{0,4,0,6}=0,4.

e 2ve e 3 parametreleri i¢in de bu sartin saglandigi
benzer sekilde gosterilebilir.

Klein’in 4-lii grubunda her elemanin tersi kendisine egit
oldugundan Vx€U i¢in f e (x)=f e (x*(-1) ) sart1 da
saglanir.

O halde (i) ve (ii) sartlar1 saglandigindan F_p=(f e,u(e))
genellestirilmis bulanik esnek gruptur.

Teorem 3.1.3: F p ve G 6, (UE) izerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek grup olsun. Bu takdirde
F u N G, (UE) iizerinde genellestirilmis bulanik
esnek gruptur.

Ispat. F pve G 3, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis
bulanik esnek grup oldugundan Ve€E igin p(e)>0 ve
8(e)>0’ dir. F_u N G _6=H_v olsun.

Buna gore H v=(h_e,v(e))’ dir. v(e)=min{pu(e),d(e)}>0’
dir.

Ayrica Ve€E ve Vx,yeU i¢in h_e (xy)>min{f e (xy),g e
(xy)}’ dir. f eve g_e bulanik grup olduklarindan
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h e (xy)=min{f e (xy),g_e (xy)}>min{min{f e (x),f e
(y)},min{g e (x),g_ e (y)}}=min{min{f e (x),g e
()é)li,min{f_e (¥),g_ e (y)}}=min{h_e (x),h_e (y)} elde
edilir.

VxeU igin he (xX=he x*-1) ) oldugunu
gostermeliyiz. h e=max{f ¢ ,g e} ve F pve G 9 iki
genellestirilmis bulanik esnek grup oldugundan

h e (x)=max{f e (x) ,g e (x)}=max{f e (-x) ,g e (-
x)}=h_e (-x) olur.

O halde bulanik alt grup sartlar1 saglandigindan F_p N
G 3, (U,E) tzerinde genellestirilmis bulanik esnek
gruptur.

Tamm 3.1.4: F_p ve G 5, (U,E) esnek evrensel kiimesi
iizerinde iki genellestirilmis bulanik esnek grup olsun.
Eger

(1) w8’ min bulanik alt kiimesi

(i) VeeE i¢in f e, g e’ nin bulanik alt grubu

ise F_ ye G_&’ nin genellestirilmis bulanik esnek alt
grubu denir.

Ornek 3.1.5: Ornek 6.1.2° de (U,E) iizerinde verilen F_p
genellestirilmis bulanik esnek grubu verilsin. (U,E)
tizerinde G_d genellestirilmis bulanik esnek grubu
asagidaki sekilde tanimlansin

de 1 )=0,5,
tanimlansin.

e 2 )=0,7, d(e 3 )=0,9 olarak

g (e 1) (ab)=0,5, g (e 1) (a)=0,5, g (e 1) (b)=0,7,
g (e 1) (e)=0,6

g (e 2) (ab)=0,7, g (¢ 2) (a)=0,8, g (e 2 ) (b)=0,7,
g (e 2)(e)=1

g _(e_3) (ab)=0,9, g (¢ 3 ) (2709, g (¢ 3 ) (b)=1,
g (e 3)(e)=0,8

W6’ nin bulanik alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz.
Ve€E i¢in

d(e 1 )=0,5>u(e 1 )=0,1, d(e 2 )=0,7>u(e 2 )=0,4,
d(e_3)=0,9>p(e_3)=0,6 oldugundan p,5’ nin bulanik alt

kiimesidir.

Ve€E ve Yx€U icing (e 1) (x)>f (e _1) (x) oldugu da
goriilebilir.

O halde F_p, G_&’ nin genellestirilmig bulanik esnek alt
grubudur.
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Tamm 3.1.6: A (a ) E=IuxI ve A (a )
(e)=(A_e,a(e)) ile tanimlansin. Burada Ve€E i¢in A_e=
1"ve o(e)=1 ve A e bir bulanik grup ise A (o )* ya
genellestirilmis mutlak bulanik esnek grup denir.

Onerme 3.1.7: F yu, (U,E) iizerinde genellestirilmis
bulanik esnek grup ve A (a )genellestirilmis mutlak
bulanik esnek grup olmak iizere asagidaki Onermeler
dogrudur.

F uM F _p,F p niin bir genellestirilmis bulank esnek
alt grubudur.

FuM A (a).F u nin bir genellestirilmis bulanik
esnek alt grubudur.

F nU A (a) genellestirilmis bulanik esnek gruptur.

Ispat: () F n N F_pu=H v olsun. H v (e)=(h_e,v(e)) ve
Ve€E i¢in h_e=min{f e ,f e }=f e ve v(e)=min{p(e)
,u(e)}=u(e)’ dir. Ve€E i¢in

Ve€E i¢in p(e)>p(e)’ dir.
Ve€eE i¢in f e, f e’ nin bulanik alt grubudur.

O halde (i) ve (ii) sartlar1 saglandigindan F p N F_p
,F_p’ niin bir genellestirilmis bulanik esnek alt grubudur.

(i) F uN A (a)=H v olsun. H v (e)=(h_e,v(e)) ve
Ve€E i¢in h_ e=min{f ¢ ,A e }=min{f e,1}=f ¢ ve
v(e)=min{u(e) ,oa(e)}=min{u(e) ,1}=p(e)’ dir. Ve€E
i¢in

Ve€E i¢in a(e)=1>p(e)’ dir.
VeeE i¢in f e, A e’ nin bulanik alt grubudur.

O halde (i) ve (i) sartlart saglandifindan F_p n
F WA (o )’ nin bir genellestirilmis bulanik esnek alt
grubudur.

(iii) Tanim 5.1.6 ve Tamim 6.1.1 kullanilarak kolay bir
sekilde ispatlanir.

Tanim 3.1.8 (U,E) birim esnek grup ve F_p, (U,E)
tizerinde genellestirilmis bulanik esnek grup ise F_p’ ye
genellestirilmis birim bulanik esnek grup denir.

3.2 Genellestirilmis Bulamik Esnek Halkalar
(Generalized Fuzzy Soft Rings)

Tanmm 3.2.1: F p, (U,E) evrensel kiimesi iizerinde

genellestirilmis bulanik esnek kiime olsun. Eger Ve€E
i¢in p(e)>0 ve
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(1) Vx,yER i¢in f a (x-y)>min{[ f]_a (x) ,[f]_a(y) }
(i1) Vx,yER i¢in f a (xy)>min{[ f)] a (x) ,[)_a(y) }

sartlart saglamiyor ise F_p’ye (U,E) esnek evrensel
kiimesi iizerinde genellestirilmis bulanik esnek halka
denir.

Ornek 3.2.2 Z 3={0,1,2 } halkasi, E={e l,c 2, 3}
parametrelerin kiimesi ve w:E—I=[0,1] fonksiyonu

u(e_1)=0,5, p(e_2)=0,3, u(e_3)=0,7

olarak tanimlansm.

f (e 1)(0)=04, f (e 1) (1)=03,f (e_1)(2)=0,3
f (e.2)(0)=0,5,f (¢ 2) (1)=0,2, f (¢ 2)(2)=0,2
f (e 3)(0)=1,f (c.3)(1)=08,f (¢ 3) (2)=0.8
olarak tanimlansm.

Ve€E i¢in p(e)>0 olmali. u(e 1)=0,5>0, p(e 2)=0,3>0,
p(e 3 )=0,7>0 oldugundan bu sart saglanir.

F_p’ niin genellestirilmis bulanik esnek halka olmasi i¢in
Ve€E ve Vx,y€U i¢in f e (x-y)>min {f e (x),f e (y)}
oldugunu gostermeliyiz. e _1€E ve 0,1€U ig¢in

fel ) (OD=fel )
(2)=0,3>min!{f (e 1 )
(1)}=min{0,4,0,3}=0,3.

(D=f (eI )
(0).f (e_1 )

1,0eU icin f (e 1) (1-0)=f (e 1) (1)=0,3>min{f (e 1
) (1).f (e 1) (0)}=min{0,3,0,4}=0,3.

0,2€U igin f (e 1 ) (0-2=f (e 1 ) (-2=f (e 1)
(1)=0,3>min{f (e_1 ) (0).f (e 1 )
(2)}=min{0,4,0,3}=0,3.

2,0eU igin f (e 1) (2-0)=f (e 1) (2)=0,3>min{f (e I
) 2).f (e 1) (0)}=min{0,3,0,4}=0,3.

12€U igin f (e 1) (1-2=f (e 1) (-1)=f (e 1)
(2)=0,3>min{f (e_1 ) (D).f (e 1 )
(2)}=min{0,3,0,3}=0,3.

2,1€U igin f (e 1) 2-1)=f (e 1) (1)=0,3>min{f (e 1
) 2).f (e 1) (1)}=min{0,3,0,3}=0,3.

e 2ve e 3 parametreleri i¢in de bu sartin saglandigi
benzer sekilde gosterilebilir.

Vx,yER i¢in f a (xy)=min{[ f)_a (x)
oldugunu gostermeliyiz. e 1€E ve

Lfal }
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0,1€U icin f (e 1) (0.1)=f (e 1) (0)=0,4>min{f (e 1
) (0).f (e 1) (1)}=min{0,4,0,31=0,3.

1,0eU igin f (e 1) (1.0)=f (e 1) (0)=0,4>min{f (e 1
) (1).f (e 1) (0)}=min{0,3,0,4}=0,3.

0,2€U igin f (e 1) (0.2)=f (e 1) (0)=0,4>min{f (e_1
) (0),f (e_1)(2)}=min{0,4,0,3}=0,3.

2,0€U igin f (e 1) (2.0)=f (e_1 ) (0)=0,4>min{f (e 1
) (2).£ (e_1)(0)}=min{0,3,0,4}=0,3.

1,2€U igin f (e 1) (1.2)=f (e_1) (2)=0,3>min{f (e_I
) (1).f (e 1) (2)}=min{0,3,0,3}=0,3.

2,1€U igin f (e 1) (2.1)=f (e 1) (2)=0,3>min{f (e_I
)(2).f (e 1) (1)}=min{0,3,0,3}=0,3.

e 2ve e 3 parametreleri i¢in de bu sartin saglandigi
benzer sekilde gosterilebilir.

(i)ve (i) sartlar1 saglandigindan f p , genellestirilmis
bulanik esnek halkadir.

Teorem 3.2.3: F p ve G 3, (UE) iizerinde iki
genellestirilmis bulanik esnek halka olsun. Bu takdirde
F u M G, (UE) iizerinde genellestirilmis bulank
esnek halkadir.

Ispat. F pve G 8, (U,E) iizerinde iki genellestirilmis
bulanik esnek halka oldugundan Ve€E ig¢in p(e)>0 ve
5(e)>0’ dir.

F uM G _8=H_v olsun. Buna gére H v=(h_e,v(e))’ dir.
v(e)=min{u(e),6(e)}>0" dir.

(i) Ve€E ve Vx,yeUicinh e (x-y)>min{h e (x),h e (y)}
oldugunu gostermeliyiz. h_e (x)=min{f e (x),g_e(y)} ve
f e ve g_e bulanik grup olduklarindan

h e (xy=min{fe (x-y),g e (x-y)}>min{min{f e
(x),f_e (y)},min{g_e (x),g_e (y)}}=min{min{f e (x),g_e
()((i).i,min{f_e (y),g e (y)}}=min{h_e (x),h_e (y)} elde
edilir.

(i) Ve€E ve Vx,yeU i¢inh_e (xy)>min{h_e (x),h_e (y)}
oldugunu goéstermeliyiz.

h e (xy)=min{f e (xy),g e (xy)}>min{min{f e (x),f e
(y)p.min{g e (x),g.e (y)j}=min{min{f e (x),g e
(x)},min{f e (y),g_e (y)}}=minth e (x),h_e (y)} elde
edilir. (i) ve (ii) sartlar1 saglandigindan F p N G 9,
(U,E) lizerinde genellestirilmis bulanik esnek halkadir.
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