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Arastirma Makalesi

0z
Makale Tarihgesi: Z4 halkasi kodlama teorisinde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Z, gibi dort
Ezgzlt?;?ﬁ|o()7811()222()()2211 elemanli 6nemli diger bir halka da Z, [u] halkasidir. Z, [u] halkas1 iizerindeki
Online Yayl-n]anma:()g_og_zozz lineer ve devirli kodlarin Z, halkasi tizerindeki lineer ve devirli kodlara gore

bazi avantajlar1 oldugu iyi bilinmektedir. Bu ¢alismada, ilk olarak
Z,Z,7,[u]-lineer kodlar ve devirli kodlar tanimlandi. Daha sonra, Z} x Z3 X

Anahtar Kelimeler:

Lineer kod RY’deki Lee uzakhigmi Z3’deki Hamming uzakligmma doniistiren & Gray
Devirli kod doniistimii  kullamlarak Z,Z,7Z,[u]-lineer kodlarm Gray goriintiileri elde
%zzlz[lzt](;"neef kod edildi. Ayrica, Z,Z,7Z,[u]-lineer kodlarin standart iirete¢ ve kontrol
ual Ko

matrislerinin formu belirlendi. Boylece bir Z,Z,Z,[u]-lineer kodun tipi ve
sahip oldugu kodsdz sayisi verildi. Dahasi, Z,Z,7Z,[u]-devirli kodlarin
cebirsel yapilari incelendi ve bu kodlarin ireteg polinomlar: ile minimum
tirete¢ kiimeleri belirlendi. Son olarak, ayrilabilir Z,Z,Z,[u]-devirli kodlarin
duallerinin formu aragtirildi ve etkili baz1 6rnekler verildi.

Some Results For Cyclic Codes Over The Ring Z} x Z5 x R*

Research Article ABSTRACT
Article History: The ring Z, has a critical role in coding theory. Another important ring with
iizzgigj gg'ig'ggﬁ four elements like ring Z, is the ring Z,[u]. It is well known that linear and
Published online:08.03.2022 cyclic codes over the ring Z, [u] has some advantages compared to Z,. In this
paper, firstly, Z,7Z,7Z,[u]-linear and cyclic codes are defined. Then, using the
Keywords: Gray map @ that transforms the Lee distance in Z; X Zj X R' to Hamming
Linear code distance in Z%, the Gray images of Z,Z,Z,[u]-linear codes are obtained.
Cyclic code Also, the standart forms of generating and parity-check matrices of

Z,Z,[u]-linear code

Daal code Z,Z,7,[u]-linear codes are determined. So, the types and sizes of

Z,7Z,7,[u]-linear codes are given. Further, algebraic structures of
Z,7.,7Z,[u]-cyclic codes are investigated and the generator polynomials and
spanning sets of these codes are determined. Finally, the forms of the dual of
separable Z,Z,Z,[u]- cyclic codes are presented and are given some
illustrative examples.

To Cite: Balikg1 K. Z} x Z$ X R® Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlar Igin Baz1 Sonuglar. Osmaniye Korkut Ata Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 2022; 5(1):103-117.

1.Giris

q bir asal say1 veya bir asal saymin kuvveti ve Fq da bir sonlu cisim olmak iizere, F;* nin bir C alt

uzayina Fg iizerinde n uzunluklu bir lineer kod denir. Kodlama teorisinde yaygin olarak cisimler
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kullanilmasina ragmen, farkli halkalar {izerindeki kodlarda aragtirmacilar tarafindan oldukga ilgi
gormektedir (Hammons ve ark., 1994; Caliskan, 2021a, Caliskan ve Balik¢1, 2019; Caliskan ve Ozkan,
2020; Caligkan, 2021b). Z, ve Z, sirastyla, tamsayilarin 2 ve 4 kalan siniflar halkalari olsun. Z%’nin
bos olmayan bir alt kiimesine bir ikili kod ve bir alt grubuna ise bir ikili lineer kod denir. Benzer
sekilde ZJ’nin bos olmayan bir alt kiimesine bir dortlii kod ve bir alt grubuna ise bir dortlii lineer kod
denir.

Karisik alfabeler iizerindeki kodlar ile ilgili ilk ¢alisma (Brouwer ve ark., 1998)’de tanitilmis ve bu
kodlarin bazi sinirlar1 belirlenmistir. (Borges ve ark., 2009)’da, ikili ve dortlii lineer kodlarin bir

genellemesi olan Z, X Z,-toplamsal kod ad1 verilen iki alfabe tizerinde Z -altmodiil olan hata diizelten

kodlarin yeni bir sinifi ¢alisilmistir. @ + 28 = n olmak tizere Z$ X Zf nin bir altgrubu C’ye bir Z,7Z4-
toplamsal kod denir. Eger 8 = 0 ise Z,Z,-toplamsal kodlar, ikili lineer koddurlar ve eger @ = 0 ise
Z,7.4-toplamsal kodlar, Z, tizerinde dortlii lineer koddurlar. Bugiine kadar Z,Z,-toplamsal kodlar ve
onlarla ilgili ¢ok yogun ¢alismalar yapilmistir (Abualrub ve ark., 2014; Siap ve Aydogdu, 2013).

Son yillarda yapilan ¢alismalarda Z, halkasi siklikla kullanilmasma ragmen, u? = 0 olmak iizere
R =7, +uZ, = {0,1,u, 1 + u} halkasi da arastirmacilarin ilgisini ¢ekmistir (Aydogdu ve ark., 2015;
Aydogdu ve ark., 2017). Ciinkii, Z, ile karsilastirildiginda bu halka iizerinde tanimlanan lineer ve
devirli kodlarin baz1 avantajlari vardir. Ornegin, R halkasi iizerinde tanimlanan lineer kodlarin Gray
goriintiileri her zaman ikili lineer koddurlar, fakat bu durum Z, tizerinde tanimli kodlar i¢in her zaman
gecerli degildir. Ayrica, R tizerindeki devirli kodlarin kod ¢6zme algoritmalarn Z, iizerindeki kodlara
gore daha kolaydir.

Yakin bir zamanda (Mostafanasab, 2017)’de Z, tizerinde ticlii devirli kodlar1, (Aydogdu ve Gursoy,
2019)’da Z,Z,Zg-toplamsal kodlar1 ve (Wu ve ark., 2018)’de ise Z,Z,Z,-toplamsal kodlar
caligmiglardir. Bu makalelerde, genellikle ilgili kodlarin ve duallerinin {irete¢ matrisleri ve polinomlari
belirlenmistir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalardan motive olunarak, bu ¢alismada, Z,7Z,[u]-devirli kodlarin bir 6zel
hali olarak Z,Z,7Z,[u]-lineer kodlarmn cebirsel yapilar1 dikkate alinmistir. Oncelikle, Z,Z,Z, [u]-lineer
kodlarin ve duallerinin standart {irete¢ matrislerinin formlar1 belirlenmistir. Daha sonra ise,
2577, [u]-devirli kodlarin tireteg polinomlar1 ve minimum geren kiimeleri tanimlanmistir. Ayrica, bu
kodlarin ayrilabilir olanlarinin dualleri ¢aligilmigtir. Son olarak, bu kodlarla ilgili ¢esitli 6rnekler

verilmistir.

2. Materyal ve Metot

Z, = {0,1} sonlu cismi ve u? =0 olmak iizere R = Z, + uZ, = {0,1,u,1 + u} sonlu halkasin
dikkate alalim. Halka olarak Z,’nin R halkasinin bir althalkasi oldugu ag¢iktir. Bu halka kisaca
R = 7Z,[u] ile gosterilir. Z,Z,[u]’nun (Aydogdu ve ark., 2015)’de verilen tanimina benzer bir sekilde

asagidaki kiimeyi tanimlayabiliriz.
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Z,7,7,|u] = {(alb|c):a,b € Z,,c € R}.
Z,7,7,[u] kiimesi, u € R elemam i¢in standart ¢arpma islemine gore kapali degildir. Bu durum,
Z,7,7,[u] kiimesinin standart ¢arpma islemi altinda bir R -modiil olmadigim gosterir. Bu kiimeyi bir

R -modiil yapmak i¢in asagida verilen ¢arpma islemi metoduna ihtiyacimiz vardir.

n:R — Z, doniisimiinii n(e; + ue,) = e; olacak sekilde tanimlayalim. O zaman, n(0) = 0, n(1) =
1, n(u) =0 ve n(1+u) =1 oldugu goriiliir. Agik¢a goriilmektedir ki, n dontsiimi bir halka
homomorfizmasidir. Simdi herhangi bir d € R igin, Z,Z,Z,[u] lizerinde U € R-skaler garpmasi

asagidaki gibi tanimlansin.
d *v = m(d)aln(d)bldc).

Bu islem iyi tammhdir. Ayrica, bu carpma asagida verilen yontem ile Z5 X Z3 X R halkasma
genellenebilir. Herhangi bir d € R ve v = (ay, aq, ..., ar_1|bg, b1, ..., bs_11Cq, €1y oo, Ct—1) € LY X

Z5 X Rt igin,
d*v = m(d)ag,n(d)ay, ...,n(d)a,_1In(d)bo,n(d)by, ..., n(d) bs_1|dcg, dcy, ..., dce_q).
dir.
Bu tanim bize asagidaki sonucu verir.
Lemma 2.1. Z X Z5 X R* halkas1 yukarida tanimlanan garpma islemi altinda bir R-modiildiir.

Tamm 2.2. r, s Ve t pozitif tamsayilar ve r + s + 2t = n olmak lizere, eger bir C kodu bir R-modiil

7% x 73 x Rt oluyorsa, C’ye bir Z,Z,Z,[u]-lineer kod denir.

d € R igin, d = e; + ue, olacak sekilde en az bir e;, e, € Z, elemanlar1 vardir. R halkasinin Z3’ye

toplamsal grup olarak izomorfik oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla, C bir Z,Z,Z,[u]-lineer kod ise,

bu durumda bazi kg, kq, k, ve ks pozitif tamsayilar1 igin C, bir grup olarak Z’;°+k1+k3 X Z;kz ye

izomorfik olur.

clF = ({(alb|c) € 74 x Z5 X R*: ¢, R* lizerinde serbest}) bir altmodiil ve dim(Cf) = k, olsun.
Co = {{(albluc) e C\ CF:a + 0,b = 0})
C; = {{(albluc) e C\ Cf:a=0,b = 0})
C, ={{(albluc) e C\ CF:a=0,b=0})

olmak iizere, D = Co@®C,®C, ve Cy, C; ve C, kiimelerinin boyutlari sirasiyla kg, k; ve k3 olsun.
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Tamm 2.3. C € Z} x Z5 X R bir Z,7Z,7,[u]-lineer kod olsun. Eger C, Z’;°+k1+k3 X szz ye grup

izomorfik ise, bu durumda k,, k;, k, ve ks yukarnida tamimlandigi gibi olmak iizere, C,
(r,s, t; ko, kq, ko, ks ) tipinde bir Z,Z,7Z, [u]-lineer koddur.

e;+uq; €ERigine;,q; €EZ, 0<i<t—1o0lsun. e;Pq; = e;+q; (mod 2) ve r + s + 2t = n olmak

uzere
D: 75+ X R > 7%
®(ag, ay, -, @r-1lbo, by, ..., bs_1l€o+qo, €1+q1, ., €1 +q—1)
= (ao,ay, -, ar-1lbo, b, ..., bs_1190, q1, -, Gt-1, €0Dq0, €1Dq1, .-, €1 DG -1)
seklinde bir Gray doniigiimii tanimlayalim.

® doniisiimii Z} X Z5 X Rt’deki Lee uzakhgimi Z%’deki Hamming uzaklifma doniistiiren bir
izometridir. Dahasi, bir Z,Z,7Z,[u]-lineer kod C i¢in, ®(C) bir ikili lineer koddur. Bu 6zellik genel
olarak Z,Z,Z4-toplamsal kodlar igin gegerli degildir.

wy(a) ve wy(b) sirasiyla, a ve b kodsozlerinin Hamming agirliklari, w; (¢)’de ¢ kodsoziiniin Lee

agirligi olmak iizere, Z% X Z35 X R%’deki bir kodsdziin Lee agirhig
wi(alble) = wy(a) + wy(b) + wi(c)

seklinde tanimlanir. e € R koordinatinin Lee agirhigi, eger e = u ise wy(e) = 2, eger e € {1,1 + u} ve

sifir ise w; (e) = 1 olarak tanimlanir.

Bir Z,Z,Z,[u]-lineer kod C’nin ®(C) ikili gorintiisii, uzunlugu r + s + 2t = n ve 2™ tane kodsézden

olusan bir ikili lineer koddur.

|X| =7, |Y| =s ve |Z| =t olmak lizere, X ve Y, Z, koordinatlara, Z’de R koordinatlara sahip olsun.

C,, Cs ve Cy, sirastyla X, Y ve Z disindaki koordinatlarin silinmesiyle elde edilen kodlar1 gostersinler.

Hel‘hangl |k| eleman V= (ao, a,, ...,ar_llbo, bl’ ey bs_1|C0, Cq, "'Ict—l)!

v =(a'y,a'y, ., @ q1|b g, b1, o, b s_11C g, "1y e T eq) € TL X Z5 X R olsun. v ile v' niin ig

carpimi
r—1 s—1 t—1
(v,vY)=u <Z aia’i> +u Z b;ib’; | + Z ckC'x € (Zy + uZy)
i=0 j=0 k=0

seklinde tanimlanir. Burada carpma iglemleri R {izerinde yapilmaktadir.
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3. Bulgular ve Tartisma

3.1. Z, 7,7, [u]-Lineer Kodlarin Urete¢ ve Kontrol Matrisleri

Teorem 3.1.1. C, (1,s,t; ko, kq, k5, k3 ) tipinde bir Z,Z,7Z,[u]-lineer kod olsun. C kodunun iireteg

matrisinin standart hali, asagidaki gibi verilen bir Z,Z,Z,[u]-lineer koda permiitasyon denktir.

Iy, A4 O

_[ 0 0|l

¢ 0 Sifo0
0 olo

Burada A4, A5, A3, By, B3, D, 81,52, Ty, Ty ve Tz, Z, lizerinde matrislerdir. Igs Lieys T, Ve I, birim

T,| 0
4,] 0

AP) Ikz

ofo

matrislerdir ve C’de 2ko+k14k22ks kodsoz vardir.

Ispat: R iizerinde t uzunluklu herhangi bir lineer kodun iirete¢ matrisinin

)

(&
0

4’ B,1 + uBIZ
ul ks

0
0
A3

ulks

uD’

seklinde oldugu bilinmektedir (Aydogdu ve ark., 2015).

Ayrica, r ve s uzunluklu herhangi iki lineer kod swrasiyla (I't, A'1) ve (I'y, A'z) matrisleri

tarafindan tretildigi kabul edilebilir. C, r + s + 2t uzunluklu bir Z,Z,7Z, [u]-lineer kod oldugundan, C

kodu tiim bilesenleri Z,’den olan

I,ko
So1
S11
S21

seklindeki bir matris tarafindan dretilir. Simdi bu matrise gerekli satir ve siitun islemlerinin

All T01
Soz |1k
S12| S13
S221 523

To2|To3
A’y (T4
S14 Ik1
524 0

T04-
T12
Al

’
ul ks

uygulanmasiyla istenen standart form matrisi elde edilebilir.

Ornek 3.1.2. C, asagidaki iirete¢ matrisine sahip bir Z,Z,Z, [u]-lineer kod olsun.

Eger G matrisine elemanter satir siitun islemleri uygulanirsa, asagida verilen standart formdaki matris

elde edilir.

I
o
cCooRr R

O R
coRro O
O OoOR Rk
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Tos
Ti3
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1

u
1

1
u

uT,
uTy
B, +uB,

D

\

)

(3.1)
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1 0 140 1] 0 00\
0 1 0/0 of 0o o0 u
Gg=|0 0 o1 11 0 0 u|
\0010 11+u11/
0 o olo ol 0 u u

Dolaysiyla C, (3,2,3; 2,1,1,1) tipindedir ve 22+1%141 = 64 kodsoze sahiptir.

Teorem 3.1.3. C, standart {irete¢ matrisi 3.1’deki formda olan ve (r,s,t; ko, k1, ko, k3 ) tipinde bir

Z, 7,75 u]-lineer kod olsun. O zaman, C’nin kontrol matrisi

/ —AL L] 0 Ty —ust 0 0 \
Tt 0 |-4%Y L, —uS§ 0 0
H=| ! ¢ t t ot ¢ l
-t 0 [-Tf 0 [-(Bi+uB))" +D'A3 D* iy, 4,
0 olo 0 —uA uly, 0

seklinde verilir. Bu durumda, C* dual kodu, (r, s, t;7 — ko, s — kq,t — ky — k3, k3 ) tipindedir.

Ispat. GH' = 0 oldugu aciktir. Dolayisiyla, H’nin her satir1, G’nin satirlarina ortogonaldir. Dahasi,
lineer kodlarin standart formdaki iiretec matrisleri minimum sayida satir icerdiginden, C*,

27 ko s—k122(t=k2=k3) 2ks tane kodsoze sahiptir. Boylece
|C| |C_L| — 2k0+k1 22k2 2k3 Zr—ko 25—k1 22(t—k2—k3)2k3 — QrHs+2t
elde edilir. Bu yiizden, H matrisinin satirlar1 sadece C’ye ortogonal degil, ayrica dual uzayini da tiretir.

Ornek 3.1.4. C, standart formdaki iireteg matrisi 3.2’de verilen (3,2,3; 2,1,1,1) tipinde bir Z,Z,7Z,[u]-

lineer kod olsun. C’nin kontrol matrisi

1 0 1370 O O O
y-[1 0 0f1 1fu 0 0
0 1 Olu Oju 1 1
0 0 010 010 u u

seklindedir. Bu durumda C*, (3,2,3;1,1,1,1) tipindedir ve 21t1+141 = 32 kodsdze sahiptir. Agik¢a
goriilmektedir ki, |C||C* | = 262> dir.

3.2. Z,7Z.,7,[u]-Lineer Devirli Kodlar

Devirli kodlarin belirli halkalarin idealleri olarak tanimlandigi iyi bilinen bir gergektir. Bu yiizden,
ZyZyZy[ul-lineer devirli kodlarm R, . = Zy[x] / (x" — 1) X Zy[x] / (x* — 1) x R[x] / {x* — 1)

‘nin sol R[x] altmodiileri olduklar1 gosterilecektir.
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Tamm 3.2.1. C, Z} X Z5 X R nin bir alt kiimesi olmak {izere, eger C asagidaki kosullari sagliyorsa,

C’ye bir Z,Z,Z,[u]-lineer devirli kod denir.
i) C, Z% X Z5 x R®nin bir R -altmodiiliidiir,

il) herhangl bll’ V= (ao, Aqy ey ar_1|b0, bl’ ey bs_1|C0, C1yeeny Ct—l) eEC ig:in, T(U) =

(ay_q1,aq, oo Ayr_2|bg_1,bg, o, bs_2|Ct—1, Co, -, Ct—2) devirsel Gtelemesi de €’nin bir elemanidir.
Tamm 3.2.2. C, bir Z,Z,7Z,[u]-lineer devirli kod olsun. C’nin duali
Ct={w €Z)xZ5 x Rt:her v € C i¢in (w,v) = 0}
olarak tanimlanir. Dualin bu tanimini kullanarak asagidaki sonuca sahip oluruz.
Sonug 3.2.3. Eger C, bir Z,Z,7,[u]-lineer devirli kod ise, C* de bir Z,Z,Z,[u]-lineer devirli koddur.

Bir v = (ag, ay, ..., @r_11bg, by, ..., bs_1lco, €1, ..., €c—1) € ZY X Z5 X R* elemani, R, s, modiiliinde

ii¢ polinomdan olusan bir eleman olarak asagidaki gibi belirlenebilir.
v=(ag+a;x+ -+ a,_1x"" by + bix + -+ be_1x57 | cog + c1x + -+ cpoqxtTY)
= (a@)1b()]c(x)).

Bu belirlenis, Z} x Z3 X R"’nin elemanlari ile R, s *nin elemanlari arasinda bir bire bir esleme verir.

fG) = fo+ fix+ -+ fix® € RIx], (a()Ib(x)lc(x)) € Rys, olsun ve n(f(x) =n(fy) +
n(f)x + - + n(fi)x* olmak iizere,

@) * (@@Ib()e() = (n(f(0))aGln(f ))bG|f ()
verilen ¢arpma islemi dikkate alinsin.
Simdi Z,Z, 7, [u]-lineer devirli kodlarin polinom tanimini yapabiliriz.
Tamm 3.2.4. C, R, ;. nin bir alt kiimesi olsun. Eger C, R, nin bir altgrubu oluyor ve her
v=_(ag+ax+ -+ a,_1x"" by + bix + -+ bs_1x5 o+ c1x+ -+ ceoxtTH EC
icin
x*xv = (ap_q+apgx+ 4 ap_yx" be_q + box + -+ + bs_px5 Y cpq + cox + o+ cpopyxtTY)
elemani da C’nin bir elemani oluyorsa, C’ye bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod denir.

Yukaridaki tanimdan, asagidaki sonuca sahip oluruz.
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Lemma 3.2.5. Bir € kodunun bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod olabilmesi igin gerek ve yeter kosul C’nin

R, s,¢ "Nin bir R[x]-altmodiilii olmasidir.

Gosterim 3.2.6. Bundan sonra bir f(x) € Z,[x] (ya da R[x]) polinomu kisaca f ile, f(x) tarafindan

tiretilen bir ideal ise (f) ile gosterilecektir. Ayrica, t’yi daima tek tamsay1 olarak kabul edecegiz.

3.3. Z,Z,7,[u]-Devirli Kodlarin Cebirsel Yapisi

Bu bélimde, Z,Z,Z,[u]-devirli kodlarin R, s, nin bir R[x]-altmodiili olarak {iirete¢ kiimeleri

calisilacaktir.

Teorem 3.3.1. C, bir Z,Z,7Z,[u]-devirli kod olsun. Bu durumda f;, f>, 11, I, € Z,[x]; f3,a € R[x],
fil{x" — 1) (mod 2), f>1{x* — 1) (mod 2), f5|{(x* — 1) (mod 2) olmak iizere C kodu

¢ =((f11010), (01£210), (4|12 |f3 + ua))
seklinde tek tiirlii olarak belirlenir.
Ispat. C ve R[x] / (x* — 1), R, 5 nin R[x]-altmodiilleri oldugundan,
Y:C - R[x] / (xt — 1)
W(cilezles) = c3

seklinde bir doniisiim tanimlayabiliriz. Agik¢a goriilmektedir ki, tanimlanan bu doniisiim bir R[X]-

modiil homomorfizmasidir. Ayrica W(C), R[x]/{(xt —1) nin bir R[x]-modiiliidiir, aslinda bir

idealidir ve Ker (W) de C’nin bir altmodiiliidiir.

t bir tek tamsay1 oldugundan, yukaridaki tartigmalardan ve (Aydogdu ve ark., 2017)’deki Teorem 3
den W(C) = (f; + ua) olacak sekilde f;,a € R[x], alf;|{(xt — 1) (mod 2) polinomlar vardur.

Dikkat edilirse
Ker(¥) = {(c11c210) € Ry 5.2 (c1lc2]0) € C}
dir. Budurumda R, s = Z,[x] / {x" — 1) X Z,[x] / {x* — 1) olmak tizere
I ={(c1le) € Ry s (calc;10) € Ker ()},

kiimesini tanmimlayabiliriz. I nin R, ¢ nin bir ideali oldugu agiktir. I = I; X I, olacak sekilde Z,[x] /
(x™ — 1) nin bir I; ideali ve Z,[x] / (x5 — 1) nin bir I, ideali vardir. Dolayisiyla, I; = (f), I, = (f>)
olacak sekilde fi,f> € Zy[x], fil{x" — 1) (mod 2), f;|{(x* — 1) (mod 2) polinomlar1 vardir. Bu
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yizden I = ((f1]0), (0|f;)) oldugunu elde ederiz. Simdi herhangi bir (c;|c;|0) € Ker(¥) elemani

icin (cq|cy) € I dir ve

(c1lez) = m = ((£110), (0I12))

olacak sekilde en az bir m € Z,[x] polinomu vardir. Buradan

(c1]c2|0) = m * ((f1|0|0); (0|f2|0))
oldugunu elde ederiz. Bu ise
Ker(¥) = ((f11010), (0] /210))
olmasim gerektirir. Birinci izomorfizm teoreminden C / Ker(¥) = (f; + ua) oldugu bulunur.

Y(C) = (l4lL:1f5 + ua) olacak sekilde bir (l1]l;|f; + ua) € C olsun. Bu tartigmalar, herhangi bir
Z,Z,7y[u]-devirli kodun R, ¢, nin bir R[x]-altmodilii olarak (f;[0]0), (0|f;10), (l1|l1f3 + ua),
fufali o € Lylx]; fz,a € RIx], fil{x" — 1) (mod 2), f,I{x® — 1) (mod 2), f3l(x* — 1) (mod 2)

seklindeki elamanlar tarafindan tiretildigini gosterir. Ayrica, dq,d,, d3 € R[x] olmak {izere, C nin

herhangi bir elemani
dy * (f110[0) + d; = (01£;10) + d3 * (111151 f5 + ua)
formundadir.

Lemma 3.3.2. Eger C = ((f110]0), (0|£;10), (l41|L;1f5 + ua)) bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod ise, bu
durumda deg(ly) < deg(f;) ve deg(l,) < deg(f,) oldugunu kabul edebiliriz.

Ispat. deg(l,) — deg(f,) = i olacak sekilde deg(l;) > deg(f;) oldugunu kabul edelim.
C' = ((f11010), (01£210), (&4 + x'f1| LI f3 + ua))
kodunu alalim. Dikkat edilirse
(l1 + xif1|12|f3 + ua) = (xif1|0|0) + (L1 f5 +ua)
dir. Buradan C' € C elde edilir. Ayrica,
WLlLIf +ua) = (L + xif1|12|f3 +ua) — x' * (f11010)

oldugundan, C € C' oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla, C' = C bulunur. Benzer metot deg(l,) <
deg(f,) oldugunu ispatlamak i¢in de kullanilabilir.
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Lemma 3.3.3. Eger C = ((f110]0), (0|£;10), (l41|L;1f5 + ua)) bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod ise, bu

durumda

t

fil =20 (mod w), f,l

edebiliriz.

t

— I, (mod u) Ve fify| % obeb(fify, fily, fl1) (mod w) oldugunu kabul

X X

ispat. ¥ <xt_1 * (L|L1f + ua)) =y <(n (xt_l) liin (Xt_l) I, |0)> oldugundan,

a a a

xt—1 xt—1
(n( a )llln< " >12|0> € Ker(W)cC

dir. Buradan fi| %li . i = 1,2 elde edilir. Dolayisiyla, f; fﬂ%obeb(fl £, fils, 1) (mod w) ya

sahip oluruz.

Lemma 3.3.2, eger C sadece (l1|L,|f; +ua) tarafindan iiretilen bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod ise,

t_ t_
x" —1| xa 1l1, x5 —1| lelz ve alfz|{(xt — 1) (mod 2) oldugunu gosterir.

Lemma 3.3.2. ve Lemma 3.3.3.’ten asagidaki sonuca sahip oluruz.
xt-1 . ,
Sonug 3.3.5. Eger obeb (f;,*—) = lise, [; = 0,i = 1,2 dur.

3.4. Minimum Urete¢ Kiimeleri

Bu bolimde R, s, de bir R[x]-modiil olarak C nin minimum iirete¢ kiimesi belirlenmistir. Bu sayede

C nin eleman sayis1 hakkinda bilgi sahibi olabilecegiz.

Teorem 3.4.1. C = ((f1/0[0), (0[£210), (4|11 f5 + ua)), deg(fy) = r1, deg(fz) = sy, deg(f3) = ty,

t_
deg(a) =t2veh=xf !

3

ile bir Z,7Z,Z,[u]-devirli kod olsun.

r—r;—1
si=|J G oo
i=0
s—s1—1
Sy = U {xi*(0|f2|0)}
i=0
t—t;—1

S3 = U {x'* (L1l f5 + ua)}
i=0
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ti—t,—1

o= | G anmlune)
i=0

olarak tanimlanirsa, S; US, US3US,, R,s¢ de bir R[x]-modil olarak C nin minimum iireteg

kiimesini olusturur ve C nin 27 ~"1257514t=t12t1~¢2 tane kodsdzii vardir.
Ispat. ¢, C nin bir kodsézii olsun. Teorem 3.3.1.’¢ gore

d; = (f110[0) + d; = (0] £210) + d3 * (11121 f5 + ua)
olacak sekilde d4, d,, ds € R[x] polinomlar1 vardir.
Eger deg(n(dy))=r—-m—1 ise, (n(d)f.1l0/0) € Span(S;) dir. Aksi takdirde, bélme
algoritmasindan dolay1

x" =1

f

n(dy) = n(q1) +n(ey)

olacak sekilde n(e;) =0 ya da deg(n(e;)) <r—1—1, qy,e; € R[x] polinomlart vardur.
Dolayisiyla, dq * (f110]0) = ey * (f110]0) oldugu elde edilir. Buradan d; * (f;|0|0) € Span(S;) dir.
Benzer sekilde d, * (0]f,|0) € Span(S,) oldugu da gosterilebilir.

Eger deg(d3) =t- tl -1 |Se, d3 * (l1|12|f3 + ua) € Span(sl U Sz U S3 U 54_) tiir. AKsi takdlrde,

yine bélme algoritmasindan,
d; = hgs +e;
olacak sekilde e; = 0 yadadeg(e;) <t —t; — 1, q3, e3 € R[x] polinomlar1 vardir. Dolayisiyla,
ds * (L1 L1f3 + ua) = q3 * (W) In(h);luha) + es = (L1 1L;1f3 + ua)

dir. e * (4|:|f5 + ua) € Span(S;) oldugu agiktir. Bu durumda g3 * (n(h)l|n(h)l,|uha) €
Span(S; U S, U S,) oldugunu gostermek kaliyor.

xt-1
a

t_ t_ t_
Lemma 3.33ten f;|==1;, f,| =1, dir. Dolayisiyla, =1, = fik; ve=—1, = f,k, olacak

sekilde k4, k, € R[x] polinomlar1 vardir. Eger deg(qs) < t; —t, — 1 ise, istenen elde edilmis olur.
Aksi takdirde,

xt—1

q3 =TQ4+94

olacak sekilde e, = 0 yadadeg(e,) < t; —t, — 1, q4, €4 € R[x] polinomlar1 vardir. Bu durumda
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xt—1 xt—1
m qm(h)lllwqm(h)lzw + ey x MW In(h) 1 |uha)

qz * MWL In(R)1z|uha) = q3 * (

oldugunu elde ederiz. O zaman e, * (n(h)l;|n(h)l,|luha) € Span(S,) tiir. fll%ll (mod u),

t_
f2l lelz (mod u) oldugundan

xt—1 xt—1

t t
( a qan(h) | T%U(h)lﬂ()) € Span(S; U S,)

elde ederiz.

Sonug olarak, S; U S, U S5 U S, kiimesi, C nin bir tireteg kiimesi olarak elde edilir. Dikkat edilirse, Sy,
2" kodsdz katkida bulunur, S,, 25751 kodséz ve S; ve S, ise swrasiyla 47t ve 2t17% gayida

kodsoz katkisinda bulunur. Bu durumda C, 2" ~"125-514t~t12t1~t2 tane kodsdze sahip olur.

Ornek34.2. fi=1+x+x2+xt fLr=1+x+x3+x* +x°+x7, f=1+x+x2+x3+x°+
x’+x8+x a=1+x+x2+x3+x% |, =14+x2+x3ve l, =1+ x3+ x® olmak iizere, C,
((£11010), (01£210), (L1115 1f5 + ua)) tarafindan iiretilen Z,[x] / {(x” — 1) X Zy[x] / {(x® — 1) X R[x] /
(x15 — 1) de bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod olsun.

Yukarida verilen polinomlarin R[x] de x” — 1 ve x° — 1 polinomlarin ¢arpanlarindan elde edildigini
hatirlayalim. Bu ¢arpanlara ayrilis R de saglandigindan, bu c¢arpanlara ayrilisi Z,[x]’de de

kullanabiliriz. Dahasi,
f3hf3 =X15—1=>hf3 = 1+x+x4

polinomunu elde ederiz. Dolayisiyla, Teorem 3.4.1.’deki lirete¢ kiimeleri kullanilirsa, Z,Z,7Z,[u]-

devirli kodun iirete¢ matrisi G asagidaki gibi elde edilir.

111010 00 0O0O0OO0O0O0UO0TUO0O O 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 O
01110 100O0O0O0UO0UO0OTO0OTO0OTUO O 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 O
0 0 1110 10 0 0 0 0 0 0 0 of O 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 O
00 00 O0OOTUOT 1011011 0 1 1 0 1 1 0 1 11 11 1 1
o0 O0OOTU OW OO11T101 1011 O 1 1 0 1 1 0 111111
101 100010110110 11+u 1+u 1+u 1+4+u 0 1 u 110 0 0 O
01 01 100110110110 o0 1+u 14+u 1+4+u 14u 0 1 u 1 1 0 0 O
0010110011101 101 1f 0 0 1+u 14+u 1+u 1+4u 0 1 4 11 0 0
o0 010111 01 1 0 1 1 0 1f O 0 0 1+u 1+u 1+u 14u 0 1 v 1 1 0
011000 141 1 0 1 1 0 1 1 0 u 0 0 0 0 u 0 00 0 uo O
10 1.1 0 0 01 0 0 1 0 O 1 0 o0f o u 0 0 0 0 u 0o 00 uo
01 0110 0010O0T1TO0O0T1O0 O 0 u 0 0 0 0 u g 0 0 0 u
0 010110001001 O0O0 11 0 0 0 u 0 0 0 0O u 0 0 0 0
0 0 01 01 1'1 0 01 0 01 0 o o0 0 0 0 u 0 0 00 uo0o 00
7—4—1 2

S1= u (i« (Al0I0)} = g{x" *(L+x+x% +x*0]0)}
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9-7-1 1

S, = Q {x!* (0l£;10)} = Q{xi * (0114 x + x% +x* + x° + x7|0)}

15-11-1

5= | W+ lilfs +ua))

i=0

1+u+ 1 +wx+ (1 +u)x? )}

xi*<1+x2+x3 1+ x3+x°
{ | +(1+wx3 + x° + ux®+x7 + x8 + x11

3
i=0

11-6-1 4

S, = U {x'+ (M) In(W 1z |luha)} = U{xi * (x+ 2%+ 231+ %3 + x0lu + ux® + ux0)}
i=0 i=0

ve C, 23222425 kodsoze sahiptir. Dahas1, ®(C), (46,218,4) parametrelerine sahip ikili bir lineer
koddur. ®(C) nin Hamming agirlik sayact MAGMA ile hesaplanirsa

(http://magma.maths.usyd.\linebreak edu.au/calc/)

x*6 + 7x*2y* + 3x40y6 + 51x38y8 + 189x36y10 + 1318x34y12 + 2673x32y1* + 14398x30y16
+ 20714x28y18 + 44844x26y20 + 46874x%*y??2 + 46874x%2y?* + 44844x20y26
+ 20714x18y28 + 14398x16y3% + 2673x1%y32 + 1318x12y3* + 189x10y36
+ 51x8y38 + 3x6y*0 + 7x4y46

seklinde elde edilir.

4. Aynilabilir Z,Z,7Z,[u]-Devirli Kodlarin Dualleri

Sonug 3.2.3.e gore, bir Z,Z,Z,[u]-lineer kodun dualininde bir Z,Z,Z,[u]-linecer kod oldugunu

biliyoruz. C’nin dual kodunu

2

ct= ((ﬁ

00), (01£2]0), (1| L1 s + ua))

olarak ele alalim.

Tammm 4.1. Eger bir Z,Z,7Z,[u]-lineer kod C, C = C, X Cs X C; seklinde yazilabiliyorsa, C’ye
ayrilabilir kod denir.

(Wu ve ark., 2018) de ifade edildigi gibi, eger C ayrilabilir ise, C kodu

¢ = ((£11010), (0l£210), (0I0lf3 + ua))

formundadir.
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Teorem 4.2. filx" —1, f,1x° —1, f3 = ab ve en az bir hg, € R[x] i¢in abhg, =x' —1 ile C =
((f11010), (01£;10), (0|0| f5 + ua)) aynlabilir bir Z,Z,Z,[u]-devirli kod olsun. Bu durumda

L x"—1 >< x5 —1
C (( & 00 ), 0|—f2*

0),(0|o|h;3b* + uh;,))

dir.

Ispat. C ayrilabilir oldugundan,

N L x"—1
(€5 = (C ( 7 )
Ly — L x*—1
(CH)s = (Ce)+ =« = )

(€90 = (€* = (hp,b" +uhs,)

oldugunu biliyoruz. (Wu ve ark., 2018) den C* = (C1), x (CY)s X (C1); oldugunu elde ederiz. Bu

da ispat1 tamamlar.

Ornek 43. r=3, s=5ve t=7i¢cin fy=1+x, L=1+x+x*>+x3+x* f5=1+x+x%+
x34+xt+x°+x8 a=14+x+x% b=1+x+x> ve hy =14+x%+ x> olmak iizere, C =

Bu durumda, Teorem 4.2°den C nin dual kodu, fi =1 +x+x2, fb=1+x, f5=1+x +x% + x*%,
a=1+x,b=1+x%+x3vehy =1+x+x> olmak iizere, C* = ((f;]010), (01/2]0), (L |L2| 5 +

u@)) seklinde elde edilir. Dahasi, ®(C1), (22,2*,2) parametreli bir ikili lineer koddur.
6. Sonuc¢

Z,[u] halkasi tizerindeki lineer ve devirli kodlarin Z, halkasi tizerindeki lineer ve devirli kodlara gére
bazi avantajlar1 oldugu iyi bilinmektedir. Ozellikle, Z,[u] iizerindeki lineer kodlarin Gray gériintiileri
daima lineer iken Z, i¢in bu durum her zaman dogru degildir. Literatiirde, karisik alfabeler iizerindeki
kodlarla ilgili ¢ok sayida arastirma yapilmistir. Bu amagla bu makalede Z,Z,Z,[u]-lineer ve devirli
kodlar ¢alisildi. Z,Z,7Z,[u]-lineer kodlarin standart iirete¢ ve kontrol matrislerinin formlar1 arastirildi.
Ayrica, Z, 7,7, u]-devirli kodlarin iirete¢ polinomlart ve minimum iirete¢ kiimeleri belirlendi. Son
olarak, ayrilabilir Z,Z,Z,[u]-devirli kodlarin dualleri incelendi. Gelecek ¢aligmalar igin ayrilabilir

olmayan Z,Z,Z,[u]-devirli kodlarin dualleri ve bunlarin cebirsel yapilar1 arastirilabilir.
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Cikar Catismasi Beyani

Makalenin yazari olarak herhangi bir ¢ikar ¢atigmasi bulunmadigini beyan ederim.

Arastirmacilarin Katki Orani Beyan Ozeti

Makalenin yazari olarak bu ¢aligmaya %100 oraninda katki sagladigimi beyan ederim.
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