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OZET: Bu ¢alismanin temel amaci, bir siireksizlik noktasinda gecis sartlarma sahip iki aralikli siireksiz sir-
deger-gecis probleminin irettigi ikinci mertebeden diferensiyel operatérlerin bazi spektral o6zelliklerinin
incelenmesidir. Spektrumun davranislarinin ve 6zfonksiyonlar sisteminin 6zelliklerinin arastirilmasi igin bir
operator-teorik yontem tanitilmigtir. Bunun i¢in ilk 6nce ¢ok aralikli sinir-deger-gegis problemimize 6zgii olan
yeni uzaylar ve bu uzaylara 6zgii i¢ carpimlar tanimlanmistir. Arastirdigimiz sigrama sartli sinir-deger-gegis
problemi Sobolev uzaylarimin direkt toplam uzayinda integral denkleme indirgenmis ve bu problemimizin
genellestirilmis ¢oziim kavrami tanimlannmustir. Tki aralikli siireksiz sinir-deger-gecis probleminin Riesz temsil
teoremi yardimiyla bir operator-demeti denklemine indirgenebilecegini g6z oniinde bulundurarak uygun
Sobolev uzaylarinda bazi kendine eslenik ve kompakt operatorler tamimlanmigtir. Daha sonra bu operator-
polinomun pozitif tanimli oldugu ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler— Cok-aralikli suir-deger problemleri, genellestirilmis ¢oziimler, sigrama sartlart,
operator demeti.

On Examination of a Multi-Interval Discontinuous Boundary Value
Problem with Jump Conditions by the Operator-Pencil Method

ABSTRACT: The main purpose of this study is to examine some spectral properties of second-order
differential operators produced by the two-interval discontinuous boundary-value-transmission problem,
which has jump conditions at a discontinuity point. An operator-theoretic method is introduced to investigate
the behavior of the spectrum and the properties of the system of eigenfunctions. For this, firstly, new spaces
and inner products specific to these spaces, which are specific to our multi-interval boundary value-
transmission problem, are defined. The investigated boundary-value-transmission problem is reduced to an
integral equation in the direct sum of Sobolev spaces and the generalized solution concept for this problem is
defined. We showed that the considered two-interval discontinuous boundary-value-transmission problem can
be reduced to an operator-pencil equation. With the help of the Riesz representation theorem, some self-
adjoint and compact operators are defined in suitable Sobolev spaces. Finally, we proved that this operator-
polynomial is positive defined.

Keywords— Multi-interval boundary-value problems, generalized solutions, jump conditions, operator-
pencil.

1. Giris
Ayrik [-1,0) ve (0,1] araliklari tizerinde

— " (x,2)+ q,(x) f,(x,A)=4f,(x,4) , -1<x <0, )
—f," (% A)+ g, (X) f,(x,2)=Af,(x, 1), 0 < x <1, (2)
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seklinde tammli Sturm-Liouville denklemlerinden, X=—1 ve X=1 u¢ noktalarinda
verilmig

cosa f (-1 )+ sina f; (-1 1)=0 €)

cosBf,(LA)+singf, (L,A) =0 (4)
sinir sartlarindan ve X=0 siireksizlik noktasinda verilmis

fl(—O,/I) —f, (+0,ﬂ) =0 5)

f (-0,2) - f, (+0,4)=a,f,(-0,4) +a,f,(+0,2) (6)

gecis sartlarindan olusan Sturm-Liouville tipindeki bir sinir deger ge¢is problemini
gbzoniine alalim. Burada A kompleks spektral parametre, 0,(X) ve 0,(X) fonksiyonlar:
sirastyla Q :=[-1,0] ve Q,:=[0,1] araliklar1 iizerinde reel-degerli siirekli fonksiyonlar ve

ql(X) >0, q, (x)>0, a,, a, reel degerli katsayilardir, & E[O , 277) :

Diger adiyla degiskenlerine ayirma yontemi olarak da bilinen Fourier ydnteminin
uygulanmasi sonucunda bir¢ok problem ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin
siir-deger problemine doniistiiriiliir. Ancak Fourier yonteminin esaslandirilmasi i¢in elde
edilen sinir-deger probleminin O6zfonksiyonlarinin baz olusturmasi ya da en azindan,
6zfonksiyonlarin ve bu fonksiyonlara baglanmis fonksiyonlarin tam olmasi gosterilmelidir.
Matematiksel-fizigin birgok probleminin ¢oziimiinde Fourier yontemi kullanilmaktadir.
Verilmis fonksiyonu ikinci mertebeden Sturm-Liouville denklemi igin smir-deger
probleminin 6zfonksiyonlar1 cinsinden agilimi seklinde ifade etmek, Fourier yonteminin
uygulanabilmesiyle miimkiin olmaktadir. Yani ikinci mertebeden Sturm-Liouville denklemi
icin sinir-deger probleminin  6zfonksiyonlarmin hangi fonksiyon uzaymda baz
olusturdugunun incelenmesini  gerektirmektedir. Mevcut bu durum beraberinde;
0zdegerlerin asimptotik ifadelerinin bulunmasi, Green fonksiyonunun agiliminin bulunmasi
ve incelenmesi, rezolvent operatdriiniin bulunmasi, Ozfonksiyonlar sisteminin Ve
spektrumun asimptotik davraniglarinin incelenmesi, uygun 6zfonksiyonlar sisteminin tamlik
Ozelliklerinin arastirilmasi i¢in bir operator-teorik yontemin gelistirilmesi, genellestirilmis
0zfonksiyonlarinin tanimlanmasi ve bu 6zfonksiyonlarin uygun Hilbert uzayinda Riesz bazi
olusturmasi gibi 6zelliklerinin incelenmesi ve normunun degerlendirilmesi v.b. gibi bir kag
problemin incelenmesini gerektirir (Kandemir ve Mukhtarov, 2018; Muhtarov, 1994,
Mukhtarov ve ark. 2015, 2018; Mukhtarov ve Aydemir, 2020; Mukhtarov ve Yakubov,
2002; Yakubov ve Yakubov, 1999). 1973' de yaymmlanan c¢alismasinda Walter, hem
denkleminde hem de sinir sartlarinin her ikisinde 6zdeger parametresi bulunduran ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklem igin simnir deger probleminin uygun Hilbert uzayinda
kendine eslenik lineer operatorlerle baglantisint kurmus ve bu tip problemlerin operator
teorik yorumunu vermistir. Fulton, 1977 yilinda yayimladigi ¢alismada, bu tipten
problemlerin arastirilmasinda Titchmarsh' in 1962 yilinda yayimlanmig kitabindaki klasik
yontemlerin de uygulanabilecegini gostermistir. Siireksizlik noktasina sahip ve sinir
sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran siireksiz katsayili sinir-deger-gegis problemleri
lizerine son zamanlarda yapilan ¢aligmalarin sayist giderek artmaktadir (Akcay, 2021;
Allahverdiev ve Tuna, 2021; Bairamov ve ark., 2019, Binding ve ark., 1993; Muhtarov,
1994; Mukhtarov ve ark., 2018; Mukhtarov ve Aydemir, 2021; Sen ve Stikonas, 2021).
Ladyzhenskaia 1985 yayimmlamis oldugu ¢aligmasinda bir Hilbert uzayinda genellestirilmis
¢oziimler kavrami yardimiyla, Ozdeger probleminin bir operator-demet denkleme
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indirgenmesine olanak saglamistir. Belinskiy ve Dauer, 1997 yilindaki ¢alismalarinda sinir
sartlarinin sadece bir tanesinde 6zdeger parametresi bulunduran bir sinir-deger problemini
incelemiglerdir. Bu ¢aligmada ayrica Hilbert uzaymda bu siniftan problemlerin
Ozfonksiyonlarinin Riesz bazi olusturdugu gdsterilmistir.

Bu ¢alismanin amaci, sigrama kosullar1 ve spektral parametreye bagl sinir kosullar1 altinda
pargali siirekli potansiyele sahip iki ayrik aralikta tanimlanmis c¢ok aralikli bir Sturm-
Liouville denkleminden olusan ¢ok aralikli bir Sturm Liouville problemini arastirmaktir.
Sigrama kosullar1 ile ilgili problemler, modern teknolojinin, miihendisligin, fizigin
ihtiyaclar1 nedeniyle son yillarda onemli bir arastirma alani haline gelmistir. Cok-aralikli
Sturm Liouville problemleri kendi baslarina ilging olmanin yani sira, bilim ve teknolojinin
cesitli alanlarinda sayisiz uygulama bulmustur. Bu problemlerin son zamanlarda literatiirde
cesitli alanlarla baglantili olarak ele alindigi gdzlemlenmistir. (Ornegin; 1s1 transferi
(Belinskiy ve ark., 2015), sicim teorisi (Gwak ve ark., 2016), akiskanlar dinamigi (Kaoullas
ve Georgiou, 2015), biyoloji (Kawano ve Morassi, 2019), matematiksel finans (Nie ve
Linetsky, 2019) ve kuantum hesaplama (Parra Rodriguez ve ark., 2018)). Sinir deger gegis
problemlerinin incelenmesinde karsilasilan matematiksel problemlerin ¢ogu, sinir-deger
probleminin standart ¢ergevesi iginde klasik yontemlerle ¢6zillemez. Dogal olarak,
tamamlayic1 sigrama kosullara sahip cok-araliklt Sturm-Liouville problemlerinin ¢ézimii,
klasik Sturm-Liouville problemlerinden ¢ok daha karmasiktir.

2. Probleme Uygun Hilbert Uzaylarin Kurulmasi ve Zayif Coziim
Kavram

Cesitli tipten siir deger problemlerinin spektral 6zelliklerinin arastirilmasinda standart
L, () ve W, (Q) Hilbert uzaylar1 énemli bir rol oynamaktadir. Q, reel sayilar kiimesinin

herhangi bir smirli alt araligi olsun. L,(Q) ile Q araliginda karesi integrallenebilir

kompleks degerli fonksiyonlarin klasik Lebesgue uzaymi gosterecegiz. Bu uzayda taniml
i¢ carpimi ve karsilik gelen normu sirasiyla

(F.0)=] F()T(x)dx ve [, = [(F. ), g Y
Q
esitlikleri ile tanimlayacagiz.

W,"(Q) ile Q araliginda Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir olan ve g'(x),g"(x),...,g™ (x)
genellestirilmis ~ tiirevleri bulunan ve her k=12,..,mig¢in g® el (Q) olan
fonksiyonlarindan olusan Sobolev uzayini gosterecegiz. Bu uzay ilizerinde tanimli i¢ ¢arp1

(f ’9>w2m<9)zz <f(k)’g(k)>Lz(Q) ®

k=0

esitligi ile tanimlayacagiz (W2° (@)=L, (Q)) :

Bu calismada asagidaki gosterimlerden istifade edecegiz. Q, =[-10), €,=(0,1] ve
Q=0,00Q,
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_ f(x), xeQ, _ 9,(x) , xe€) _ q,(X) , xe€y
f(x)_{fz(x),XGQZ ! g(x)_{gz(x),XGQz | O'(X)_{qz(x),xm2 |

L,(Q) ve W, (Q) uzaylarindan ve yukaridaki gosterimlerden yararlanarak (1)—(6) sinir-
deger-gegis problemine uygun @®L,(Q)=L,(Q,)®L,(Q,), W;(Q)=W, (Q,) ®W,(Q,) Ve
Wzlvq (Q) :szq Q) @Wzl’q (Q,) Hilbert uzaylarinin direkt toplamlarinda tanimli olan ig

carpimlar1 ve bu i¢ carpimlara karsilik gelen normlari siras1 ile asagidaki sekilde
tanimlayacagiz.

(f ,g>®L2(Q)=j fl(x)g_l(x)dx+j fz(x)g_z(x)dx 9)
(2 9)gnre = | {1 ()0 () + £00G{00dx+ [ { £,(x) g, (x)+ F,()g;(x)} dx (10)

(F2 0 ws, o = J 1% (%) £(3) 9, () + £008{00 )+ [ {a, (%) £, (x) g, (x) + 00950} dx@1)

[} Q,
oL (Q) =\/<f ' f>®L2(Q) ' ” f ”@wzl(g) =\/<f ' f>@w21(g) ' ” f ”@w;q(g) = <f ' f>@w2{q(g) (12)

[f]

Teorem 1. || f || owioy Ve ”f”@wl - normlar1 denktir. Yani, 0 <m< M olacak bigimde 6yle
2 29
mve M sayilari mevcuttur ki, Vf € @W, (Q) igin
m ” f ||®W21(Q) < ” f ||®W21,q(Q) <M ” f ||®W21(Q) (13)

esitsizligi saglanir.
Ispat. ql(X) ve 0, (X) fonksiyonlar1 pozitif ve sinirli oldugu i¢in ispat agiktir.

Keyfi x e ®W, (Q) fonksiyonunu alalim ve x fonksiyonu da x fonksiyonunun kompleks
eslenegi olsun. (1)—(2) diferensiyel denklemlerinin her iki tarafini K eslenik fonksiyonu
ile carparak €, (i=1,2) araliklarinda integrallerini aldiktan sonra (3)—(6) sinir-gegis
sartlarin1 uygulayip gerekli diizenlemeleri yaparsak

(1KY gur. @ —COta fi (=D (1) +cot BT, (D, (1) + & f,(-0)x, (+0) +a, T, (+0)x;, (+0)
=4(f ,x) (14)

DL (Q)
esitligini elde ederiz.

Tamm 2. f(X)e®W;(Q)elemani verilsin. Eger (14)denklemi Vxe®W,(Q)icin
saglamyorsa (X)) e®W, ()  fonksiyonu (1) —(6)sinir-deger-gegis  probleminin
genellestirilmis ¢6ziimii olarak adlandirilir.

Teorem 3. (1) —(6) sinir-deger-gegis probleminin her klasik f e®W72(Q) ¢oziimii aym
zamanda bir genellestirilmis ¢6ziimdiir.

Not : Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.
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3. Esas Sonuclar

Calismamizda asagidaki temsillerden yararlanacagiz:
£,(u,m):=—coter f,(-Dx; (~1) + cot £ f, (D, (1) + @, f,(-0)x, (+0) +a, f,(+0)x,(+0) ~ (15)
fz(u,n):=<f,/c>®L2(Q) 16)

(15) — (16) lineer fonksiyonellerini, Riesz temsil teoreminden yararlanmak suretiyle
4.(f,K) ::(I_if,zc)@Wéq(Q) (1=12) 17)

esitligini  saglayacak  sekilde L, :®W, (Q) —>@®W, (Q) (i =1,2) operatdrleri  bigiminde

tanimlayabiliriz.

Teorem 4. ¢,(f,x)=(Lf, x) owl, (@ esitligi ile tanimhi L, operatdrii @®W, (Q) Hilbert
uzayinda kendine eslenik ve kompakt operatordiir.

Teorem 5. ¢,(f,x)=(L,f ,K>®W21vq (o sitligi ile tanmli L, operatorii ®W, (Q) Hilbert
uzayinda kendine eslenik, pozitif ve kompakt operatordiir.

Not. Teorem 4 ve Teorem 5 in ispatlar1 (Olgar, Mukhtarov ve Aydemir, 2018)
calismasinda ki yonteme benzer sekilde yapilir.

®W, (Q) Hilbert uzayinda sirasiyla

P(f)=f+Lf, (18)
T f=P(f)- AL, f (19)

kurallar1 ile P operatoriinii ve T(4) operatér-demetini tanimlayalim.

Teorem 6. A, €[l nin yeterince biiyiik pozitif degerleri i¢cin T(-4,) operatdr-polinomu

pozitif tanimhidir.

Ispat. f(x), ®W,(Q) Hilbert uzaymi herhangi bir elemani olsun. T(-4,) operatdriiniin

tanimindan yararlanmak suretiyle Vf (X)e®W, (Q) igin

(TCA o @ =((F+LF+ALT) ) o
=<f ’ f>®W21‘q(Q) +<L1f ’ f>@wz?q(9)+ﬂf’< L1, f>@Wzl‘q(9)

—cote|f,(-D)|" +cot A| f, V)

:” f ”@Wz{q (Q)

+a, | f,(-0) +a,| f,(+O)|* + 4 | f ||;L2 . (20)

esitligi elde edilir. Asagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim:
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P(F)= (1 ) 0 QUE)=(af L Ty o RO =(FE), o (21)

O halde (20) nolu esitlikte bulunan terimini, (21) ile tanimladigimiz

” f ”@Wz{q Q)

fonksiyonelleri kullanarak
[ Fllouz, @ =P(F)+QUT)

biciminde yazariz.

Sobolev uzaylart i¢in iyi bilinen gémiilme teoremlerinden yararlanarak, gosterebiliriz ki
sifirdan biiyiik dyle bir sabit C,, reel sayis1 vardir Syle ki vf e®W;(Q)(j=12,3),

‘fﬂ)‘<cﬁ?PU)+ QU) (22)

esitsizlikleri ¢;reel sayisinin yeterince kiigiik pozitif —degerleri igin saglamr (burada
X =—1X,=F0,Xx,=1).

Ayrica q(x) fonksiyonu pozitif ve sinirli oldugundan 6yle bir K >0 sabiti vardir 6yle ki
<L2f'f)@w;q(g):%(f’f)ZKQ(f) (23)

esitsizligi saglanir.
(21) temsilleri  ve (22) —(23) esitsizliklerini (20) esitliginde  dikkate alarak  gerekli

diizenlemeleri yaparsak

(T(-2)f f)@wz @ 21L-[cot B|Cye - |a1+a2|C152 lcot |, | P(f)

{1 |cotﬁ| |a1+a 2 —|coter| 2 S +/10K}Q(f) (24)
&3 52 &
esitsizligini elde ederiz. (24) esitsizliginde kisaligin hatirina

C,:=1—|cot B|Cye, —|a1 + a2|C21g2 —|cot a|Cngl, (25)

C,(4)=1-|cot ,6’| —|a1 +a2| |cota| +/?0K (26)

gosterimlerini kullanirsak
(TCAE o @ = CP(F) + Co(A)Q(F) (27)

elde edilir. (20)ile temsil edilen T(-A,) operatériiniin pozitif tanimli olmasi i¢in (25) ve
(26) ile temsil edilen C, ve C,(4,)n C,>0 ve C,(4,)>0sartin1 saglamas1 gerekmektedir.
Bunun i¢in (22)de bahsi gecen ¢;(j=12,3)pozitif sayilan yeteri derecede kiigiik
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secilebilir. Bu takdirde C,>0 sart1 saglanmis olur. A 0zdeger parametresi de yeteri
derecede biiyiik pozitif say1 secilmesi durumunda C,(4,)>0 sart1 da saglanmis olur.

Bu takdir de

. 2
<T(_AO)f  f >®W211q () 2 min {Cl G, (/10)} ” f ”@W}(Q)
esitsizligini elde etmis oluruz. Bu ise T(-4,) operatdriiniin pozitif tanimli oldugunu gosterir.
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Bu c¢alisma Latin American Scientific Research Conference on Natural and Applied
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