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Q-Holomorf Fonksiyonlarin Matris Analitik Fonksiyonlarla iliskisi
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Ozet

Bu makalede, Q-holomorf fonksiyonlar ile matris analitik fonksiyonlar arasindaki iligkisi incelenecektir. Elde
edilecek sonuglar, Kiihn [1] tarafindan elde edilen her analitik fonksiyon i¢in bir hiperanalitik fonksiyon
bulunabilir 6zelligini genellestirir.

Anahtar Kelimeler: Q-Holomorf fonksiyonlar, Genellestirilmis Beltrami sistemi

The Relationship Between Q-Holomorphic Functions with Matrix Analytic
Functions

Abstract

In this article, the relationship between Q-holomorphic functions and analytic functions will be examined. The
obtained results, it generalizes the property that for each analytic function may be found a hyperanalytic
function which obtained by Kiihn [1].
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1. Giris

Cauchy Riemann sistemiyle kompleks analitik fonksiyonlar arasindaki iliski, bir ¢ok matematikg¢i
tarafindan daha genel eliptik sistemlere genellestirilmis ve analitik fonksiyonlarin yiiksek boyutlu
benzerleri elde edilmistir.

Douglish [2], diizlemde

Wy + iwy, + aEw, + bEw,, = 0 1)

seklindeki eliptik denklem i¢in analitik fonksiyonlar teorisinin bir benzerini gelistirmistir. Burada E,
m X m-tipinde sabit nilpotent matris yani; k bir tamsay1 olmak iizere E¥ = 0, E¥~1 # 0 6zelliginde
bir matris, a ve b ise x ve y nin kompleks degerli fonksiyonlaridir. Daha sonra Bojarski [3], Douglish
[2]

fonksiyon teorisini
Wz — QWZ =0 (2)

seklindeki matris denkleme genellestirmistir. Bojarski [3] de Q’nun m X m-tipinde yar1 kdsegen bir
matris oldugunu ve Q’nun hepsi kompleks olan 6z degerlerinin, mutlak degerce 1 den kiigiik oldugunu
farz etmistir. w ise m X 1- tipinde bilinmeyen matris fonksiyondur. (2) denkleminin ¢oziimleri olan
fonksiyonlara hiperanalitik fonksiyon denir. Diger bir genelleme de Hile [4] tarafindan verilmistir.
Hile [4] ise w m X s- tipinde bilinmeyen bir kompleks matris ve Q m X m- tipinde kendisi ile
degismeli (self commuting) yani Q’nun tanim bolgesindeki Q4 daki her z;, z, noktasi i¢in
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Q(z1)Q(z2) = Q(22)Q(z1) 3)

degisme Ozelligine sahip, bilesenleri z nin fonksiyonlari olan bir matris olmak iizere (2) formundaki
matris denklemi (sistemi) goz Oniine almig, boylece Douglish [2] ve Bojarski [3] teorisini ihtiva
edecek sekilde analitik fonksiyon teorisinin bir benzerini elde etmistir. Eger Q her z € () i¢in bir
biiyiikliigiinde karakteristik degere sahip degilse (2) sistemine Genellestirilmis Beltrami sistemi ve
sistemin ¢oziimlerine Q- holomorf fonksiyonlar denir.

Bu calismada Q-holomorf fonksiyonlarm matris analitik fonksiyonlarla iligkisini ele alacagiz.
Elde edilecek sonuglar, hiperanalitik ve analitik fonksiyonlar arasinda Kiihn [1] tarafindan elde edilen
her analitik fonksiyona karsilik bir hiperanalitik fonksiyon bulunabilir 6zelligini genellestirir.
Matris norm olarak, bir B = (b;;) matrisi i¢in

. * 2
IBII? = iz(B*B) = 3, | by)] (4)

ile tanimlanan standart normu kullanacagiz. Kolay anlagilabilirdik i¢in m X s tipinde kompleks matris
degerli fonksiyonlarin bazi uzaylarini tammlayalim: Genelde bir m X s tipinde kompleks matris
degerli verilmis bir w = (w;;) fonksiyonunun bilesenleri olan w;;’ler verilmis belirli bir uzayda ise w
o uzaydadir denir. Ornegin her bir w;; € C"(Q) ise w € C™(Q) diyecegiz. Burada Q kompleks
diizlemde bir bélgedir. w € C¥™(Q), (0 < a < 1) denir eger W ve onun n. mertebeye kadar tiirevleri
Q nin kapanis1 2 de Holder siirekli ise. Bununla sunu kastediyoruz 2 igin ¢ > 0, 0 < a < 1 olacak
sekilde dyle ¢ ve o sabitleri mevcuttur ki tiim z;, z, € Q icin

lw(z1) —w(z)Il < clzy — z,|* ()
gergeklenir.
2. Q- Holomorf Fonksiyonlar

Hile Q- holomorf fonksiyonlari incelemek i¢in Douglish [2] ve Bojarki [3]’yi takip ederek

? ?
D=--Q5 (6)

genellestirilmis Belrami operat6rii igin dogurucu ¢6ziim kavramini vermistir [4]. Q nun tanim bolgesi
Q, da asagidaki ozelliklere sahip m X m tipinde bir ¢ = ¢(z) kompleks matris degerli fonksiyonuna
(1, bolgesinde (4) opratorii i¢in bir dogurucu ¢éziim denir

(D1) ¢, O, da Dw = 0 denkleminin €' —smifindan bir ¢oziimiidiir.
(D2) ¢, Qp da kendi ve Q ile degismelidir.

(D3) her z,{ € Qq,z # { igin $p({) — ¢p(2) tersinirdir.

(D4) her z € Q i¢in ¢, (z) tersinirdir.

Ayrica Hile [4] asagidaki teoremleri de ispatlamustir.

Teorem 2.1 w = w(z), C1(Q,) smifindan m X s tipinde bir kompleks degerli matris fonksiyon olsun.
Bu taktirde

2‘28 = limp,o[p(z + A2) — p(2)] " [w(z + Az) — w(2)] @)

limitinin Q¢’mn bir z noktasinda mevcut olmast igin gerek ve yeter sart, w’ nin z noktasinda Dw = 0
denklemini saglamasidir. Bu durumda
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aw(z —
o=@ w,(2) ®)
gerceklenir.

v, O da Dw = 0 denkleminin C*(Q ) sinifindan ve Qy’da Q ile degismeli mxm-tipinde bir ¢oziimii
olsun. €2, Q’nin sir1 I~ = 042 olan regiiler bir alt bolgesi olsun. Eger u, C'(Q)NC(Q) simfindan
ve (2 da birinci mertebeden sinirli tiirevlere sahip ise,

j(dv)u = 21’_[[ v, (us; —Qu, )dxdy
r Q ©)

esitligi saglanir [4]
Asagidaki sonug, Teorem 2.2’ nin bir sonucudur.

Sonug 2.3 ¢, da Dw = 0 denklemi i¢in bir dogurucu ¢6ztiim; 2, (‘i diizgiin bir alt bélgesi ve I
da £ ‘min sinir1 olsun. Eger w C(Q) simifindan ve €2 da Q-holomorf ise, bu taktirde
[(dg)w=0
r
Gergeklenir [4].

Q-holomorf fonksiyonlar icin Cauchy integral formiilii de ispat edilebilir. Once asagidaki lemmay1
verelim.

(10)

Lemma2.4 ¢, (% da Dw = 0 denklemi igin bir dogurucu ¢oziim olsun. Eger z € £ ve z merkezli ¢
yarigaph kapali daire £ da bulunuyorsa, bu taktirde

‘ [[occ)—pcz) cag)c)=p (12)
§—z|=¢

olur. Burada p, Dw = 0 denklemi i¢in bir p matristir [4].
Teorem 25 2, 0 bolgesinin regiiler bir alt bolgesi F:&Q, 0 ‘nin smirl, W £2 ‘da birinci

CY{Q)NC(Q)

mertebeden sinirlt tiirevlere sahip siifindan ve mxs-tipinde bir matris olsun. Bu

taktirde bir Z € £2 icin
w(z)=p lg(¢)-o(2) " (dg ) m¢)
I

= 2ip 7 [ (CNHE )= 4T (€)= 0(E e (S acan
Q 12)

saglanir. Burada ¢=&+in [4].

Sonuc 2.6 (Cauchy Integral Formiilii) w, £2>da Q-holomof ve €2 da siirekli olsun. Bu durumda £2,

2 n regiiler bir alt bolgesi olmak iizere her z € £2 i¢in
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w(z)=p~ [lp(S)-p()] dp(s pw(&) (13)
r
gergeklenir [4].

Simdi islemlerde kolaylik saglamak igin dogurucu ¢oziimi biraz daha basit yazacagiz. Bu
basitlestirme ile (2) denklemi daha da basit yazilabilir. S6yle ki, Dw = 0 denkleminin ¢ dogurucu
¢Ozlimil,

#(2)=o(2)1 +N(2) (14)
sekline sahiptir [4]. Burada N(z) alt tiggensel nilpotent bir matristir, ¢, (Z) ise

0 Oz

¢_o _i2) dol ):O (15)
0z oz

Beltrami denklemini saglar. Ote yandan biliniyor ki, (15) denkleminin C*%( C) simifindan bir bire-bir

¢ozimii mevcuttur (Vekua 1962). (15) denkleminin ¢oziimii olan bu Beltrami homeomorfizmini

kullanarak ¢0(Z):'D (Z)diyelim ve (2) genellestirilmis Beltrami sisteminde z =p (z) degisken
degisimi yapalim

W, =W,p, +W,5(/3)Z
Wz = prz +Wﬁ(ﬁ)z

oldugundan, bu degisken degisimi ile Dw=0 denklemi,
Dw=[(p;(Q1 — )] Dw (16)

olarak yazilabilir. Burada

y._ 0 40
D= " Q n (17)
&=[p,@1-1)]"p, (1 -Q) (18)

ve | m x m-tipinde birim matristir. Q nun bir biiytkliigiinde karakteristik degerlere sahip olmadigi
varsayildigindan HQZ - IH #0 ve dolayisiyla (Q/T - I)_1 tersi meveuttur. Al — Q matrisinin esas

kosegeni sifir oldugundan, (16) de w  nin katsayl matrisinin esas kosegeni sifir olan alt liggensel

matristir. Bu istenilen normal formdur. (17) de w, nin katsayisim Q ile ve bagimsiz degisken olarak
yeniden z’yi kullanirsak

__ow

ow
Dw=——-Q--=0 (19)

denklemini elde ederiz. Dikkat edilirse bu halde Q esas kosegeni sifir olan kendi degismeli bir
matristir [5].

Cauchy integral temsili (13) kullanilarak Q- holomorf fonksiyonlarm m tane Q-holomorf
fonksiyonlarin terimlerinde faydali bir temsili elde edilebilir. Normal formda (17) genellestirilmis

Beltrami operatorii ¢(T) =d+N (T) seklinde kendi ve Q ile degismeli bir dogurucu ¢éziime sahiptir.
A(z,7,) =N(z) — N(z,) gosterimi kullanilirsa
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A(z,2)
-z

() ()] dg(e) = 5 EL [

-1

jd(/ﬁ()

ZE T( t))kk+1 (A(T Z,) - A(z, Zo)) dg(7)

:%z( 1y [ jAk-/f(r,zo)A”(z,zo)dqﬁ(r)
D)) ((‘_2){';} (¢.2,)A (2,2)d(2)

-5 s S Ul an)
=:"Z:%A(z,zo) Z%A( £,2)d6(2)
=:"Z:E!A(z,zo %{Z (T(:lz))MAS (r,zo)}d«;ﬁ(r)

elde edilir. Simdi f € C™(Q) icin
Clz1f (2 ,o J!A (z,zo)a%f(z) 20)

fonksiyonunu tammlayalim. Burada f, m X s-tipinde kompleks matris degerli bir fonksiyondur. Simdi

D ve D tiirev operatorlerini

-9 0
D'_az Qaz (21)
. 0 0
D—a(z)§+,6’(z)£ (22)

olarak tanimlayalim. Burada
a(z)= [az ¢ — 07 4, Tlaz
IB(Z) = [Zz ¢Z - 52 ¢z ]_152
Dikkat edilirse
D¢ = [52 ¢; —52 ¢z]_l[¢72 $7 _52 ¢z]

=
olur.

Teorem 3.1 Eger f mxs-tipinde cm (Q) smifindan bir matris ise,
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oz
2. DC[ZO]f:C[Z()]fZ

1 ocfolf -l % |

gerceklenir.
Ispat: 1.

:T:% (DA(Z Zo)’) JZ +A(z,2,) D(a:ﬂ

=TZ;%[JA(Z z )J A, —QjA(z, z, ’1 ] - +TZ; |A( [2;1;2 2;:}
S eI S e T 0T

_ T:%A(z, 2.)'Q an: n-t 1' Azz) 6azsz ) T:%A(Z’ Ve aajzjl]:

elde edilir. Burada A ve Q m. mertebeden nilpotent olduklarindan A(z,z, )m_lQ =0 dur.

m-1

2. BC[2,]f :Z%D{A(z,zo)j sz}

-0 J:
RSEYE o't &l jpf0f
_zf(DA(z,zo) )82 2. JIA(z,zo) D( 5] j

i oif
= -—_A(lo) (1—ﬂ)azj

T | ot ot
J
+2 5@ ) {aazjazwazi“}

1 _ U=y} a“lf
=—1)'(,0)1ﬂ1 +Z—IA Z,) ——

= J azj+1

dir.

Sonug 3.2 fanalitik ise C[z,]f , (8) denkleminin bir ¢dziimiidiir.
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