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Ozet: Bu calismada Adi Diferansiyel Denklemlerin niimerik ¢6ziim metotlarindan biri olan Theta Metodu
aragtirildi. Mickens’in ortaya koydugu Standart Olmayan Sonlu Fark Metotlarinin bakis agisiyla bazi
teoremler ve uygulamalar verildi. Bununla beraber, Standart ve Standart Olmayan Thata Metotlar1 diger
klasik metotlar ile karsilagtirilarak giivenilirlikleri test edildi.

Anahtar Kelimeler: Theta Metodu, Diferansiyel Denklemler, Niimerik Metotlar

Some Results and Applications of Standard and Non-standard
Theta Methods

Abstract: In this paper, The Theta Method which is one way of the numerical solution method of
ordinary differential equations was investigated. Some theorems and applications were given from the
point of non-standard finite difference methods discovered by Mickens. Moreover, the performance of
the Standard and Non-standard Theta method was tested by comparing with other classical numerical
methods.
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1. Giris

Giiniimiizde adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢ozlimleri i¢in oldukca fazla ¢aligma
yapilmaktadir. Ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemlerin genel ¢dziimlerini
bulmaktaki gii¢lik ve bu tip diferansiyel denklemleri ¢ézen tam kesin bir yontem
bulunmamasindan niimerik baz1 yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Literatiirde yer alan
bazi klasik yontemlerin genel durumunu ifade eden ve Theta metodu olarak adlandirilan
tek adimlhi metotla ilgili Barclay [11], Theta’nin durumlarina gore, ¢ok terimli
¢oziimlerin kararliliklarini incelemistir. Ilk olarak Mikens [1] tarafindan tanimlanan ve
standart olmayan sonlu fark metodu olarak adlandirilan (NSFD) yeni bir yontemle,
ozellikle lineer olmayan terimlerin, verilen diferansiyel denklemin dinamik &zelliklerini
koruyacak sekilde keyfi ayriklastirilmasina ve denominatdr fonksiyonun keyfi secimine
imkan vermesi agisindan son yillarda olduk¢a fazla calismalar yapilmaktadir
[2,3,8,9,10].

Roux [5], spektral Theta metotlarini tanimlayip lineer difiizyon problemlerine
uygulamistir. Roux ve Lubuma [4], Theta ve Mickens yontemini birlikte kullanarak,
standart olmayan Theta metodu olarak adlandirilan yeni yaklasimin elementary
kararlilik (E-stable) durumunu incelemistir. NSFD yonteminin dissipatifligi ilk defa
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Kama [3] tarafindan incelenmistir. Farago [7] ile NSFD nin tutarlilik ve yakinsaklik
sabitleri tizerinde durmustur.

Bu makalede ele alinan adi diferansiyel denklem

dy

Frin f),y(to) = yo (1)
seklindeki baslangi¢ deger problemidir. Burada y(0) € R ve f: R — R seklindedir.
Ayrica f fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigini yani (1) esitliginin bir tek
¢Oziimiiniin oldugu kabul edilmektedir.

Bu c¢alismanin amaci, (1) baslangic deger probleminin farkli noktalardaki analitik
¢cozlimlerine 8 € [0,1] bir parametre ve At adim uzunlugu olmak tizere Standart Theta
Metodunu;

Yn+1 — Yn

= 0f ) + (1= 0)f () )

ve ¢ : (0,0) — (0,0),p(At) = At + 0((At)?)  kosulunu saglayan denominator
fonksiyon olmak tizere Standart Olmayan Theta Metodunu;

Ynrt “Vn _ gy )+ (1= 0)f(y,)

@ (At) 3

kullanilarak yaklasik ¢oziimler elde etmektir. Ayrica ¢alismanin genelinde standart
olmayan Theta metodunun, standart Theta metoduna oranla daha giivenilir oldugunun
gosterilmesi amaglanmstir.

2. Tanimlar

Tamm 2.1. k = 1,a;, = 1 vel|ay| + |Bi| > 0 olmak tizere
k k

j=0 j=0 (4)

seklinde tanimli metoda Lineer ¢ok adimli (k-step) metot denir.

Lineer ¢ok adimli metotlarin birinci ve ikinci karakteristik polinomlar: sirasiyla
k k

p(@) = a7 a(z) = ) 7
j=0

j=0 j=

()
denklemleri ile tanimlanir [6].

Not 2.2. (4) denklemindeki katsayilara ay = —1,a; = 1,8, =1— 6,5, = 6 degerleri
verilip denklem tekrar diizenlenirse, lineer cok adimli metottan theta metoduna gecis

yapilmis olur. Ayrica Theta metodunun birinci ve ikinci karakteristik polinomlari
sirasiyla

p(z)=z—-1,0(z)=0z—-1-0 (6)
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seklindedir.

Tanmim 2.3. m(r, AAt) kararlilik polinomunu gostermek tizere

k
(r, AAE) = Z(a,- — AAtB )T
4 @

seklinde tanimlanir. Ayrica lineer ¢ok adimli metotlarin birinci ve ikinci karakteristik
polinomlar1 kullanilarak

n(r,h) = p(r) — ha(r), h = AAt (8)
seklinde de gosterilebilir [3].
Tamim 2.4. Eger (7) kararlilik polinomunun biitiin kokleri birim ¢ember iginde
kaliyorsa, (4) niimerik metoduna mutlak kararli (absolute stable ya da A-stable) denir.
Aksi taktirde (4) niimerik metodu mutlak kararli degil (absolute unstable) seklinde
adlandirilir. Ayrica eger R, bolgesindeki her AAt i¢in (4) niimerik metodu A-stable ise,
kompleks diizlemin alt kiimesi olan R, bolgesine mutlak kararlilik bolgesi (region of A-
stability) denir [3].

Tanim 2.5. (5) denklemindeki birinci ve ikinci karakteristik polinomlar

p(1)=0, a(1)=p'(1)+0 9)
sartlarin1 sagliyorsa, (4) niimerik metoduna tutarli (consistent) denir. Ayrica birinci
karakteristik polinom olan p(z) nin koklerinin mutlak degerleri bir ve birden kiigiikse,
(4) niimerik metodu zero kararli (zero-stable) denir [3].

3. Theta Metotlar
3.1. Standart Theta Metodu

Tamim 3.1.1. 6 € [0,1] bir parametre olmak tizere tek adiml1 Theta metodu;

Yn+1 — Yn
- f0Yni1+ (11— 0)yy,) (10)
ve iki adimli Theta metodu;
Yn+1 — )Y
= = 0f i) + (1= 0)f () (1)

seklinde tanimlanir [3,4].

Bu esitliklerde 8 nin 6zel degerleri i¢in klasik niimerik metotlar elde edilir. Ornegin;

6=0 :>yn+1_yn:Atf(yn) (12)
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Explicit (agik) Euler Metodu,

1

1
0= E 2 Yn+1 — Yn = EAt[f(yn+1) + f(yn)] (]_3)

Trapezoid (yamuk) Method,

0=1=>y,:1—Yn= Atf(yn+1) (14)

Implicit (kapali) Euler metotlari elde edilir.

Not 3.1.2. Standart Theta Metodu 8 = 0 i¢in explicit (agik), 8 # 0 i¢in implicit (kapali)
bir metottur.

Asagida yer alan Teorem 3.1.3 ile 8 # 0 ve 8 # 1 oldugunda tek adimli ve iki adiml
theta metotlar1 arasindaki iliski verilmistir.

Teorem 3.1.3. {v,, }5,=¢ dizisi tek adiml1 Theta metodunu (10) saglasin. O zaman
Yn = (1 - B)Vn + avn+1 (15)

denklemini saglayan {y,,};,—, dizisi de iki adimli1 Theta metodunu (11) saglar.
Tam tersine, {y, }n=o dizisi iki adimli Theta metodunu (11) saglasin. O zaman

Vyp = Yn — ALOf () (16)
denklemini saglayan {v,};,—, dizisi de tek adimli Theta metodunu (11) saglar [3].

Tek adimli1 ve iki adimli Theta metotlarinin lokal kesme hatalar1 sirasiyla

Yn+1At_ Yn fO0y,.1+ (1 —-0)y,)
Tn = Yn+1— Yn
1A_t = 0f(Ynt1) — (A= 0)f(yn) (17)

ve asimptotik davraniglari ise
_{ o(At), 6 +1/2
" lo(an?), 6=1/2 (18)

seklindedir. Bu tanmimlar t = t,, civarinda y(t,4+1) in Taylor seri a¢ilimi kullanilarak
elde edilmistir [3].

Teorem 3.1.4. (1) baslangic deger problemine yaklasmak i¢in kullanilan tek adimli ve
iki adiml1 Theta metotlar1 yakinsaktir.

Ispat 3.1.4. Theta metodunun birinci ve ikinci karakteristik polinomlar1 (6) denklemiyle
verilmisti. (6) denklemi kullanilarak theta metodunun tutarli ve zero-kararli oldugu
kolayca bulunabilir. Ayrica eger bir nlimerik metot tutarli ve zero-kararli ise
yakinsaktir. O zaman standart theta metodu da yakinsaktir [5].
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3.2. Standart Olmayan Theta Metodu

Tanim 3.2.1. Dpeyn = Fac(f; y) fark denklemi agagidaki sartlardan en az birini saglarsa
sonlu fark metodu olarak adlandirilir:
Dy; Yy ayrik tiirevinde, ¢ : (0,00) — (0, ) denominator fonksiyon olmak tizere

@(At) = At + 0((At)?) (19)

seklindedir.
) At_
©Or. o) = 1~ e, p(ar) =<7

Fpe(f; ) ifadesinde lineer olmayan terimler vyerine lokal olmayan terimler
kullanilabilir.
Yn+1tY¥n

Ory?t)~yn+1Vn Y2 (E)~20n =5, y2(t)~2Vne1Vn — Yi» )

Mickens standart olmayan sonlu fark metodu i¢in bazi kurallar tanimlamigtir[1,8]:

Ayrik tiirevlerin mertebeleri, diferansiyel denklemin mertebesi ile ayn1 olmalidir.

Ayrik tiirevlerde olan denominatér fonksiyonlar, alisilmis kullanimdan ziyade adim
uzunluguna bagli daha komplike terimlere agilarak elde edilir.

Lineer olmayan terimler genellikle lokal olmayan ayrik gdsterimlere sahiptir.
Diferansiyel denklemin &6zel ¢ozlimleri ayni zamanda sonlu fark modellerinin 6zel
¢Oziimleri olmalidir.

Sonlu fark denklemlerinin, diferansiyel denklemin ¢dziimlerine benzemeyen ¢oziimleri
olmamalidir.

Denominatdr fonksiyonunun bulunmasinda kullanilan bazi prosediirler vardir. Bunlar su
sekildedir [2]:

Sonlu fark Euler metodu kullanilarak birinci mertebeden tiirevler sonlu fark modeli
olarak yazilir.
Taylor acilimi kullanilarak adim uzunlugu olan At degeri bulunur.
Bulunan bu At degeri denominatér fonksiyonu olarak adlandirilir ve {stel,
trigonometrik, logaritmik, vb. fonksiyonlardan olusabilir.
Eger ayriklastirdigimiz denklem 1 + aAt seklinde ise denominator fonksiyonu

t-1 . s

seklinde secilebilir.

A
p(At, ) = 7
A = 0 oldugu durumda denominatér fonksiyonu ¢ (At) = At olarak segilir.
Tamm 3.22. ¢ :(0,0) — (0,0) , @(At) = At + 0((At)?) seklinde taniml
denominator fonksiyon ve At adim uzunlugu olmak tizere

Yn+1 — Yn _
o Of Yn+1) + (1 — 0)f(ya) (20)

seklindeki fark denklemine Standart Olmayan Theta Metodu denir.
Tek adimli ve iki adimli standart olmayan theta metotlarinin lokal kesme hatalar
sirasiyla

e

Vn+1 — ¥n _
@(AY)
Vn+1 = ¥n

@(At)

f(Oy,+1 + (1 —0)yy,)
Tn =

— Bf(Vas) — (1~ O)f(7a) o

seklinde tanimlanir.
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Tamm 3.2.3. ¥, (1) baslangi¢ deger probleminin sabit noktasi olmak lizere,

lim;_,e(t) = 0yadaher A € a(J) igin Re(1) < 0

sartlar1 saglaniyorsa, y sabit noktasi lineer kararlidir denir. Aksi taktirde lineer kararl
degildir. Burada &(t)

—=] (to) =
g, £ £
it . 0 0
lineerlestirilmis sisteminin ¢ézimi, o (J) ise

N 62))
J=1f® = <—l>
5)/ 1<i,jsn

jakobyen matrisinin spektrumudur [4].

Tamm 3.2.4. Her At adim uzunlugu i¢in, (1) baslangic deger probleminin lineer
kararlilik ozellikleri ile (20) standart olmayan Theta metodunun lineer kararlilik
ozellikleri ayni ise, o zaman (20) standart olmayan Theta metoduna elementary stable
(E-kararl) denir [4].

Teorem 3.2.5. Standart Theta metodu sadece 6 = 1/2 i¢in E-kararhidur.
E-kararli standart olmayan Theta metodunu su sekilde tanimlayabiliriz:

Yi+1 — Yk
W: Of k1 + (1 —0)fy, k=0,1,2,..

q (22)

Burada ¢ : (0,90) — (0,%), Ugger:r3)=03 0 (Jf (F)) ve A € E olmak iizere ¢ = max|A|
seklindedir [3].

Teorem 3.2.6. 0 € [0, ) igin, eger E € W;;

2w 4m
w, = {AE C: ReA<0,argl € [?,? }U{AE C: Reld > 0}
ise standart olmayan Theta metodu E-kararlidir[3].

Im

Re

Sekil 1: 0€[0,1/2) i¢in W, bolgesi
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Teorem 3.2.7. 8 € E, 1] icin, eger E € W,.;

W, = {1 € C:Rel < O}U{A € C:Rel > 0,argl € [
ise standart olmayan Theta metodu E-kararlidir [3].

—TT TT
530}

Im

Sekil 2: 0 € E, 1] icin W,. bolgesi

Tanim 3.2.8. 1 € 6(J), ReA < 0,At > 0 ile verilen herhangi bir AAt igin
1+ 2821 -0)2

r =
1- —"’“jf” Y}

(23)

olmak tizere |r| <1 sarti saglamiyorsa standart olmayan Theta metodu absolute

elementary kararlidir denir [3].

Tablo 1: Standart ve Standart Olmayan Theta Metotlarimin Bazi Ozel @ Degerlerine Karsilik Kararlilik

Durumlari
Acik Theta Metodu Kapali Theta Metodu
= 1 1
(9 0) 6elo, E) 0 € E , 1]
Standart Standart Standart Standart Standart Standart
Olmayan Olmayan Olmayan
Temel Hayir Evet Hayir Evet Hayir Evet
Kararlilik
Mutlak Hayir Hayir Hayir Hayir Evet Evet
Temel
Kararlilik

4. Ornekler
4.1. Lojistik Denklem

Lojistik diferansiyel denklem
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y' =25y(1-y), y(0) =y, (24)
denklemiyle verilsin. (24) denkleminin genel ¢6ziimii
Yo
t) =
YO = A yoe T 25)

seklindedir. (11) ve (20) esitliklerinde 6 = 0 yazilip lojistik baslangic deger
problemine uygulandiginda standart Euler metodu

Yn+1 — Yn
——— =25y, (1 -y,
P (26)
seklinde, standart olmayan Euler metodu ise
Yn+1 — Y
e = 25ya(1 - yn)
25 (27)
seklindedir [3].
()
3 L T T T T T T r T
//
LT
jj:l.: '.'III CI:‘ I:I]- I]I‘ :ll!i CI! I:-.‘ I]I:'| !llﬁ i '

Sekil 3: Lojistik Diferansiyel Denklemin Farkli Baglangic Kosullar1 ile Verilen Coziimlerinin Grafigi

Sekil 4: Lojistik Diferansiyel Denklemin Standart Euler Metodu ile Niimerik Coziimleri
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Sekil 5: Lojistik Diferansiyel Denklemin Standart Olmayan Euler Metodu ile Niimerik Coziimleri

4.2. Ustel Biiyiime Denklemi

Ustel biiyiime denklemi

y =3y, y0)=7 (28)

denklemiyle verilsin. (28) denkleminin genel ¢6ziimii

y(t) = 7e% (29)

seklindedir. (28) denklemi (11) ve (20) denklemlerine uygulandiginda standart Theta
metodunun semasi

Yn+1 — Yn

A - 30Vnat 3(1-0)y, (30)

seklinde, standart olmayan Theta metodunun semasi ise
Yn+1 — Yn

—30y,.,+3(1—6)
(p(At) y‘l’l+1 yn

(31)

seklindedir.
0 = 0 i¢in;
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Sekil 6: At = 0.01 i¢in Standart ve Standart Olmayan Euler Metotlarinin Karsilagtiritlmasi

1. .
9=51<;1n;

w(t)

Sekil 7: At = 0.01 i¢in Standart ve Standart Olmayan Trapezoid Metotlarinin Karsilastirilmasi

6 = 1 igin;
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w(t)

Sekil 8: At = 0.01 i¢in Standart ve Standart Olmayan Implicit Theta Metotlarinin Karsilagtirilmasi

5. Tartisma ve Sonuc¢

Bu calismada Theta metodu ile ilgili literatiirdeki baz1 tanim ve teoremlere yer verilip,
Mickens’in standart olmayan sonlu fark metotlar1 olarak adlandirilan niimerik yaklagim
yonteminden yola c¢ikilarak, Standart olmayan Theta metodu tanimlanmis ve bazi
teoremlerle kararlilik gesitleri ile ilgili teoremler verilmistir. Farkli 8 € [0,1] degerleri
icin kararlilik ¢esitleri Tablo 1 ile listelenmistir. Sekil 1 ve Sekil 2 ile standart olmayan
Theta metodunun kararlilik bolgelerinin nasil degistigi gosterilmistir.

Sekil 3, Sekil 4 ve Sekil 5 farkli baslangic degerlerine (y,) gore ¢izdirilmis grafiklerdir.
Sekil 4 ve Sekil 5 karsilagtirildiginda; Sekil 5 in yani, standart olmayan Theta metodu
ile ¢gizdirilen grafigin, Sekil 4’ten yani, standart Theta metodu ile ¢izdirilen grafikten
daha hizli ve daha giivenilir sonug verdigi net bir sekilde goriilebilmektedir.

Sekil 6, Sekil 7 ve Sekil 8 ile iistel biiylime modeline karsilik gelen baslangig deger
probleminin bazi 6zel Theta degerlerine ait standart ve standart olmayan sayisal
coziimlerinin genel ¢oziim ile karsilagtirmali grafikleri verilmistir. Standart olmayan
Theta metodu ile c¢oziimlerin genel ¢6ziime daha yakin ¢oziimler verdigi
gozlemlenebilir.

Sonu¢ olarak standart olmayan Theta metodu diye adlandirilan sayisal yaklagim
yonteminin, lineer olmayan baslangic deger problemlerinin ¢oziimii yapilirken lineer
olmayan terimlerin lokal olmayan terimler ile keyfi yer degistirmesine ve denaminator
fonksiyonun keyfi se¢imine bagli olarak, ¢oziimlerin pozitifligini saglayacak sekilde
serbestlik tanimasindan dolay: diger klasik sayisal yaklagim yontemlerine gore daha ¢ok
tercih edilebilir oldugu agiktir.
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