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Oz

Bir grafa kenar/kose ekleme ya da bir graftan kenar/kése silme islemi, verilen bir graf ya
da graf sunifimin gerekli bir¢ok ozelligini ¢calismada oldukg¢a kullanislt bir yontemdir. Bu
yontemi art arda uygulayarak daha kiigiik graftan elde edilen daha biiyiik bir graf
hakkinda bilgi edinilebilir. Bu ¢calismada, bir grafa yeni bir kenar eklemenin indirgenmis
ikinci Zagreb indeks ve hyper-Zagreb indeks iizerine etkisi incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Indirgenmis ikinci Zagreb indeks, hyper-Zagreb indeks, kenar
ekleme, kose ekleme.

Effect of edge addition on reduced second Zagreb Index and
hyper-Zagreb Index

Abstract

Vertex and edge addition/deletion to a given graph is a useful method to study several
required properties of a given graph or graph class. Successively applying these
methods, one can obtain such information on a large graph by means of smaller graphs.
In this work, we studied the effects of adding a new edge to a graph on the reduced
second Zagreb index and hyper-Zagreb index.

Keywords: Reduced second Zagreb index, hyper-Zagreb index, edge addition, vertex
addition.
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1. Giris

G = (V,E), kose kiimesi V(G) = {v,, v, -+, v} ve kenar kiimesi E(G) = {v;v;:v;,vj €
V(G)} olan dongii ya da katli kenar bulundurmayan n mertebeli ve m boyutlu basit bir
graf olsun. Bu durumda G’nin mertebesini ve boyutunu vurgulamak igin G yerine
G (n,m) kullanilir. Eger e, G’nin v; ve v; komsu koselerini birlestiren bir kenari ise bu
durum e = v;v; ile gosterilir. Herhangi bir v € V(G) kosesinin derecesi dg(v) ya da
kisaca d,, ile gosterilir. Derecesi 1 olan kdseye pendant kdse denir. Bir pendant kdseye
sahip olan kenara ise pendant kenar denir. u kosesinin komsulugu Ng(u) = {v €
V(G): G grafinda v kosesi u kosesine komsu}  seklinde tamimlanir. U kdsesinin
komsularmin derececeleri toplami ise 8 () = Yyen @) de (V) seklinde tanimlanr.

Bir kimyasal molekiil, her bir atomu bir kdseye ve her bir kimyasal bag1 da bir kenara
karsilik tutularak olusturulan bir graf ile modellenebilir. Topolojik graf indeksleri,
atomlarin ve molekiillerin ¢esitli 6zelliklerini baz1 matematiksel teknikler araciligiyla
incelemek i¢in tanimlanir ve kullanilir. 3000°den fazla topolojik graf indeksi bir¢ok
matematikg¢i ve kimyager tarafindan tanimlanmis ve incelenmistir. Bu indeksler, graflarin
cesitli fiziksel, kimyasal 6zelliklerini 6lgen degismezler olarak tanimlanir. 1947 yilinda
Wiener, parafinlerin kaynama noktalarini belirlemek icin ilk topolojik indeksi
tanimlamistir, [1]. Daha sonra 1972 yilinda Gutman ve Trinajstic, [2], QSAR ve QSPR
caligmalarinda en Onemli topolojik graf indeksleri olan birinci ve ikinci Zagreb
indekslerini tanimlamislardir. [3]'de birinci Zagreb indeksi i¢in bazi alt ve {ist sinirlar
belirlenmis ve diger bazi topolojik indekslerle iligkileri verilmistir. Zagreb indekslerinin
matematiksel teorisi ve kimyasal uygulamalarinin ayrintilari i¢in bkz. [4, 5, 11].

Birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin farki Furtula, Gutman ve Ediz [6] tarafindan
incelenmis ve bu farkin indirgenmis ikinci Zagreb indeksi ad1 verilen ve

RMy@) = ) (dy= 1D (dy— 1) (1)

UveE(G)

seklinde tanimlanan kdse derecesine dayali degismezle yakindan iliskili oldugunu
gostermiglerdir.

2013 yilinda Shirdel, Rezapour ve Sayadi, [7], hyper-Zagreb indeksi olarak adlandirilan
ve

HM@) = ) (dy+d,)’ @)

UVEE(G)

ile verilen kose derecelerine bagli yeni bir indeks tanimlayarak graflarin Kartezyen
carpimi, bilesimi, birlesimi ve ayristminin HM (G) indeksini hesaplamislardir.

Verilen bir grafa kenar/kose ekleme/silme bir graf ya da graf simifinin gerekli bir¢cok
0zelliginin ¢alisilmasinda oldukea kullanigh bir metottur. Bu metot art arda uygulanarak
daha biiyiik graflar i¢in bu bilgiler elde edilebilir. Bu yontemin bazi uygulamalan [8, 9,
10]’da bulunabilir. Bu ¢alismada verilen bir G grafina yeni bir kenar eklemenin RM,(G)
indirgenmis ikinci Zagreb indeksi ve HM(G) hyper-Zagreb indeksi iizerine etkisi
caligilmistir.
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2. Kenar eklemenin indirgenmis ikinci Zagreb indeks ve hyper-Zagreb indeksine
etkisi

Bu boliimde verilen bir G grafina yeni bir kenar eklemenin RM,(G) ve HM(G)
indekslerine etkisi elde edilmistir. Bu kenar grafa {i¢ sekilde eklenebilir: pendant kdseye
bir pendant kenar olarak, derecesi 1’den biiylik koseye yeni bir pendant kenar olarak ya
da var olan ve komsu olmayan iki koseyi birlestirerek.

Ik olarak ¢ok kullanisl bir durum olan G’nin u kdsesinin pendant kdse olmasi durumu
ele alinmistur:

Teorem 1. G, en az ii¢ kosesi olan basit baglantili bir graf olsun. U bir pendant kdse ise
V, u 'nun tek komsusu olmak iizere U’ya yeni bir pendant kenar eklemek indirgenmis ikinci
Zagreb indeksi d,, — 1 kadar, hyper-Zagreb indeksi ise 4 arttirir.

Ispat. Sekil 1°de oldugu gibi u, G’nin bir pendant késesi ve v de u’nun d, dereceli tek
komsusu olsun. O halde

Sekil 1. u pendant kosesine bir pendant kenar ekleme.

RMy(G) = > (dy=1)(dy— 1)

UuveE(G)

=@ - D -D+ Y (=D D)

rs€E(G),r,s+u

- Z (d, — 1) (ds — 1) 3)

TrS€E(G),r,s#u
dir. G’ye u kdsesinden yeni bir kenar eklemek u’nun derecesini 1 arttiracagindan

RM,(G+e)=d,-1D2-D+2-1D)A -1+ Z (d,—1)(d;—1)

rseE(G),r,s#u

=@d-D+ ) (d-D@E-D @

rS€EE(G),r,s#u

olur. Boylece istenilen sonug elde edilir. HM (G) indeksi igin

HM@) = ) (dy+d,)’
uveE(G)
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=@+ DP+ ) (e dy)? 5)
TrSs€E(G),r,s*u
ve buradan da

HM(G +e) = (dy + d,)?
uveEZ(G+e)
—(d, +1)2+4+ Z d, —1)(d, — 1) 6)

rs€E(G),r,s*u
elde edilir. O halde
HM(G +e) —HM(G) =4 (7
olur. Boylece ispat tamamlanir. O

Ikinci olarak G’nin derecesi 1’den biiyiik olan bir u kosesine kenar ekleme durumu
incelenmistir:

Teorem 2. G, en az {i¢ kdsesi olan basit baglantili bir graf olsun. Derecesi d,, =t > 1
olan u kdsesinin komsular1 vy, v,, -+, v, ve dereceleri sirasiyla dy, , dy,), -+, d,,, 0lsun. O
halde u kosesine yeni bir e pendant kenari eklendiginde

RM,(G + €) — RM,(G) = 85 (u) + &2 (8)

2
ve

tt+1D2t+1)

HM(G) = 26;(w) + (t+ 1)? + > (9)
olur.
ispat. d,, = t oldugundan
RM(@) = ) (dy=1 (=1
Uv€EE(G)
t
= -0 (dy-1)+ )  @-DE-D (10)
i=1 rSEE(G),r,s#u

olur. Eger e = uw olmak tizere G + e grafi géz 6nline alinirsa dg .(u) =t + 1 ve
dgie(w) = 1 oldugundan

RM,(G + €) = Z d, — 1) (d, — 1)

UVEE(G+e)

=t2(dvi—1)+ Z d, —1)(d, — 1) 11

rSs€E(G),r,s#u
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olur ve bdylece

t(t+1)

RM,(G + ) — RM,(G) = 6, (w) + (12)

elde edilir. HM(G) indeksi i¢in

HM(G) = ) (dy+d,)?

UveE(G)

- i(t Fd) '+ ) @+ d) (13)

rSEE(G),r,s#u

ve buradan da

HMG+e) = 4D+ ) (t+1+d,) + > @-Dd-1D ”

rs€E(G),r,s*u

olur. Boylece istenilen sonug elde edilir. O

Son olarak, G’nin komsu olmayan iki kdsesini birlestirerek eklenen kenarin RM,(G) ve
HM(G) indeksine etkisi gbz Oniine alinacaktir:

Teorem 3. G, en az li¢ kdsesi olan basit baglantili bir graf ve u and v G’de komsu
olmayan d,, = t ve d,, = k dereceli iki kose olsun. Eger G’ye yeni bir e = uv kenari
eklenirse

t(t+1) _ k(k+1)

RM, (G + €) = RM,(G) = 8(u) + 8 (v) - L82 - KD (15)

ve

t(t+1)(2t+1) _ k(k+1)(2k+1)
2 2

HM(G +e) — HM(G) = 2(8¢(w) + 8;(v)) + (16)
olur.

Ispat. u’nun t tane komsusu z;, z,, -+, z, Ve dereceleri a,, a,, -+, a,, v’nin k tane komsusu
Wi, Wy, -+, Wy, Ve dereceleri de by, by, -+, by, olsun. RM,(G) indeksin tanimimdan

t k
RM,(G) = Z(du ~ 1) (dy, — 1) + Z(dv - 1) (dw, - 1)
i=1 j=1

U SN CAESVICAEEY

rs€E(G),r,s+uv
t k
- 1)Z(ai — D)+ k- 1)Z(bj ~1)
i=1 =1

) d-DWE-D (a7

rs€E(G),r,s#u,v
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elde edilir. Eger u ve v koseleri yeni bir e = uv kenari ile birlestirilirse

t k
RMZ(G+e)=t2(ai—1)+k2(bj—1)+ Z d,—1)(d,—1) (18)
i=1 =

rs€E(G),r,s*u

olur. Buradan da

t k
RM,(G + ) = RMy(6) = ) (a; = 1) + Y (b= 1)
i=1 j=1

t(t+1) _k(k+ 1)

= 6g(w) + 66(v) — > >

(19)

elde edilir. HM(G) indeks igin ispat RM,(G)’nin ispatina benzer sekilde yapilir. O

3. Sonuglar

Kenar ve/veya kose ekleme/silme islemi ilk graftan elde edilen yeni grafla ilgili bilgileri
elde etmede kullanilan yaygin bir yontemdir. Bir kenar ya da kdse eklendiginde ya da
silindiginde grafin herhangi bir parametresinin degisimi biliniyorsa, bu islemi art arda
uygulamak ve ilk grafin aymi parametresi cinsinden biiylik olan grafin gerekli
parametresini bulmak miimkiindiir.

Bu calismada, verilen bir grafa kenar eklemenin indirgenmis ikinci Zagreb indeksi ve
hyper-Zagreb indeksi {izerine etkisi incelenmistir.
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