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Cok Degiskenli Kalite Kontrol Yaklasimlarimin Bir
Degerlendirmesi

M.Akif BAKIR" Sezar KARACA"™"

OZET

Degiskenler arasi anlamli  korelasyonun sézkonusu oldugu
durumlarda kalite kontrol siirecini gergeklestirmede degiskenlerin
bireysel olarak ele almdigi durumlardan daha giiclii kontrollar:
verecek istatistiksel yontemlerin kullanilmas: gerekir. Bireysel
degiskenleri dikkate alan ayri ayri kontrol grafiklerinin kullanim
daha kolay yorumlanabilir olmasma ragmen kalite degiskenleri arasi
korelasyonun varligi duyarlihigi azaltir.

ik olarak, Hotelling (1947) kalite tesadiifi degiskenlerinin
dagilmmin ¢ok degiskenli normal dagilim oldugu varsayimi altinda
T istatistigine dayali ¢ok degiskenli kontrol grafigi onermistir.
Jackson (1959), Schall ve Chandra (1987), Murphy (1987), Hawkins
(1991), Mason, Tracy ve Young (1995), Hotelling'in T 'sini baz
alarak bu kontrol dist durumun hangi degisken veya degiskenlerden
kaynaklandigina dair yaklasimlar énermiglerdir. Bu ¢alismada ¢ok
degiskenli kalite kontrol konusunda ileri siiriilen yontemlerin bir
degerlendirilmesi yapilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Cok degiskenli kalite kontrol, Hotelling o
1. GIRIS

Bir kalite kontrol isleminde ¢ogu zaman kontrol edilen bir maddeden birden
fazla karakteristik olgiiliir. X, ve X, iki degiskenli normal dagilima sahip her iki
karakteristigi de Olgiilebilen degiskenler olsun. Her bir karakteristige ayn ayr

Shewhart’in X grafigi uygulanarak, istatistiksel kalite kontrol gergeklestirilebilir. Eger

drnek ortalamalart X1 V¢ X2°ler kendi kontrol sinirlari icerisinde kaliyor ve tesadiifi
dagilim gosteriyorsa proses kontrol altindadir bigiminde yorumlanir Montgomery
(1991).

Birden fazla kalite degiskeninin bir siiregte esanh olarak kontrolii ile ilgilenildigi
zaman, bu degiskenlerin birbirinden bagimsiz olarak kontroliine yonelindiginde yanlis
bir yola bagvurulmusg olabilir. $oyle ki p tane bagimsiz Shewart kontrol grafiginin
herbirine 1. tip hata o uygulandiginda, esanh kontrol islemi igin gergek I. tip hata o"=(1-
(1-a)"), siire¢ kontrol altinda iken tiim degiskenler igin ortalamalarin kontrol sinirlari
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icine diismesi olasithg ise (I-0)® olur. Normal dagihm varsayimi altinda
X, veya X, nin bireysel olarak, o6rnegin, 3¢ kontrol smirlarini asma olasilig
0,0027 dir. Her 1ki degisken kontrol altinda iken, bu degiskenlerin alt veya tist kontrol
sinirlarini esanli olarak asmasinin ortak olasih@ ise o'=(1-(1-0)")= 1-(1-.0.0027)°
=0.00539271 olur. Siireg gergekten kontrol altinda oldugunda, hem X, hem de X, nin
kontrol  simrlart  igerisinde  esanhi  olarak  bulunmasi  olasithg ise  (1-
o)"=(0,9973)(0,9973)=0,99460729 dur. Dolayisiyla iki bagimsiz X (X;,Xs),

grafiklerinin kullanimu, _)Zl ve X> nin esanl kontroliinii vermeyebilir. Esanli kontrol

durumunda birinci tip hata olasihi@ ve herhangi bir noktanin, dogru bir sekilde kontrol
sinirlart iginde belirlenmesi olasilig, yukaridaki kiigiik 6rnekte de goriilecegi lizere,
bireysel kontrol grafiklerindeki belirlenen olasiliklara esit olmaz. Bu bozulma
degiskenlerin sayisi arttik¢a daha da siddetli hale gelecektir.

Kalite degiskenlerinin bagimlilign s6z konusu oldugunda, gergek olasiliklan
yukaridaki iligkilerle bulmak miimkiin de olamayacaktir. Bagimlhilik durumunda esanh
kontrol islemine iligkin bozulmay: 6lgmek kolay olmayacaktir (Montgomery, 1991).

Ozetlenecek olursa goklu tek degiskenli kontrol grafikleri énemli bir eksiklige
sahiptir. Bu eksiklik toplam I. tip hata olasihginin gozardi edilmesidir. Dolayisiyla tiim
degiskenleri ayni hipotez testinde gozlemleyebilecek gok degiskenli kontrol grafiklerine
gereksinim vardir. Bunlar su kriterleri saglayacak bigimde tasarimlanmalidir. Birincisi,
I. Tip hata olasih@ deg@isken sayisi ne olursa olsun ayni kalmalidir. ikincisi ise kontrol
grafigindeki sinyalleri yorumlayacak bazi teshis kriterleri mevcut olmalidir.

Tek degigkenli Shewhart kontrol grafiklerinin ¢ok degiskenli benzeri T? kontrol
grafigidir. T istatistigi degiskenlerin ortalamalarini, varyanslarini ve kovaryanslarini bir
tek istatistikte birlegtirir. Hotelling (1947) ve Jackson (1959) caligsmalar T istatistigine
dayali en bilinen ¢ok degiskenli kontrol grafikleridir.

Hotelling’in T? istatistiginin temel avantaji ok degiskenli gozlemlerin siireg
ortalama vektoriindeki genel bir kaymayt gozlemleyen optimal bir test olmasidir
(Hawkins, 1991). Bununla beraber yontemin bazi kusurlart sézkonusudur. Temel
kusuru T istatistiginin bir siirecin sadece kontrol disi durumunu tesbit etmeye yeterli,
fakat bu kontrol dis1 durumun hangi degiskenden kaynaklandigini tesbit etmeye yeterli
olmamasidir.

Calismanin takip eden kisimlarinda ¢ok degiskenli kalite kontrol problemlerine
iligkin yaklasimlarin ilk klasik c¢alismalardan son zamanlardaki gelismelere kadar
onemli bir kisim ¢aligmalarin bir degerlendirmesi yapilacaktir.

2. HOTELLING’IN T? YAKLASIMI

X, ve X, gibi iki kalite karakteristi@i iki degiskenli normal dagilima sahip olarak
dagilmig olsun. p, ve p, ortalama degerleri, o, ve 0, standart sapmay1 gostermek iizere

X] ve Xg

kovaryans o), olsun. o), 62 ve o3 biliniyor oldugunu varsayalim. ornek

ortalamalari olmak iizere
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13 =—— [ X, ) + 3K, ~ ) 26, K, ~ P K~ 1)) (D

8] 62 012

istatistigi 2 serbestlik derecesiyle ki-kare dagilimina sahiptir. Bu esitlik proses
ortalamalari 1y ve | ; igin kontrol grafiklerinin temeli olarak kullanilabilir.

iki degisken bagimsiz yani 6y, = 0 ise bu durumda Egitlik (1), merkezi (1, p2)
olan bir elips tanimlar. Bu elips genelhkle literatiirde kontrol elipsi olarak bilinir. Iki

bagimsiz X grafigi kullamldiginda, X, ve X, igin ortak kontrol bolgeleri
kargilagtintlir. Eger iki kalite degiskeni bagimli ise bu durumda ©,,#0 dir ve elipsin ana

eksenleri X, X, eksenlerine paralel olmamaktadir. Kontrol elipsleri ile ilgili iki
dezevanta) sozkonusudur. Birincisi, gizilen noktalarin zaman ardigikhigi kaybolacak ve
bunun sonucu olarak gerekli islemler kolaylikla uygulanamayacaknr Ikincisi ise kalite

zorluklar gidermek igin genellikle kontrol graﬁgl tizerinde her bir 6rnek igin Eslthk 4))

i
den hesaplanany? degerleri igaretlenir, ve sadece X2 iist kontrol simri kullanilir. Bu
kontrol grafigi %> kontrol grafigi olarak adlandirilir.

Bu sonuglar, p tane bagimh kalite degiskeninin ortak olarak kontrol edildigi
durum igin genellestirilebilir. p kalite degigkeni i¢in drnek ortalamalar seti px1 boyutlu
vektor

X=[X, X, ...X,] olarak ifade edilebilir.
p tane degisken igin test istatistigi su sekilde yazilabilir.

to = n(X—W's™ (X~ p) (2)
ortalamalar vektoriinii, ¢ kovaryans matrisini tammmlamaktadir. Kontrol grafigi tist sinin
UKL =y , olarak hesaplanir.

m, ornek sayisi, n, 6rnek gapr ve Xij , k mci ornekteki j inci kalite karakteristigi igin i
inci gozlem olmak iizere k mci Ornekteki kalite karakteristii j ve h arasindaki
kovaryans;

1 i
=— i — Xk ) (X -X )}
liz{ ijk ik ) (X e hk j# 3)

bigiminde tanimlanir.

i.sj?kvesjhistatistikleri butiin m ornek iizerinden agagidaki gibi hesaplamir.
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- L.&3= .
Xi=—¥V Xi =120, 4)
j m}; j j P
s2=L1¥'st =12 )
m =y
Sin =L23m j#h (6)
m gz

X j ; vektoriiniin elemanlari olmak tzere pxp ornek kovaryans matrisi S su
bigimde olusturulur.

8 Sis Siy e Si
87 S5 o 84
2

s=1 S | )

Simdi érnek degerleri yerine yazilirsa Esitlik (2) su bigimde yeniden diizenlenir.

T =n(X-X)' §" (X-X) )

Hotelling’in T2 kontrol grafigi (8) de verilen istatistige dayali olarak elde edilir.
Eger | ve o nispeten ¢ok sayidaki orneklerden tahmin edilirse (m>20 veya 25), bu
durumda T? grafiginde, UKL olarak UKL =y, kullamhr. Eger m kiigikse bu
durumda UKL, T? dagilimi esas alinarak elde edilir.

x> ya da T? kontrol grafiginin kullammu ile karsilagilan bir zorluk kontrol dig1 bir
sinyalin pratikteki yorumudur. Ozellikle p degiskenden hangisi (ya da hangileri) bu
sinyalden sorumludur. Bu soruyu cevaplamak her zaman kolay degildir Bu konudaki
standart uygulama her bir degisken X; , X2 e , Xp igin tek degiskenli X
grafiklerini ¢izmektir. Bununla birlikte bu yaklagimi daha once tartigilan sebepten yani
bagimh degigskenler durumunda basarili olmayabilir.

Dolayisiyla bu konu ¢ok degiskenli kalite kontrol ¢aligmalarinin odak noktas

olmugtur ve Jackson’in (1959) ilk ¢aligmasindan bu yana ozellikle son yillarda bu
alanda onemli galigmalar gergeklestirilmigtir.
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3. JACKSON’IN YAKLASIMI

Jackson (1959) tarafindan ¢ok degiskenli kalite kontrol igin geligtirilen
yaklagimin esasi birbiri ile iligkili iki degigkeni iligkisiz degiskenlere doniigtiiren Gnemli
bilegenler elde etmeye dayamir. Burada temel olarak, orijinal iki iligkili degigken
birbirinden bagimsiz iki yeni degiskene donustiiriilmektedir. Bu yontem temel eksen
rotasyonu ya da temel bilegenler analizi olarak bilinmektedir. Karakteristik vektorler
olarak adlandinilan elipsin eksenleri bagimsiz degiskenleri elde etmek igin gerekli

rotasyonu belirler. S ornek kovaryans matrisi olmak iizere Move A, karakteristik
kokleri, [S—AI|=0determinantindan eide edilir.

V, V, ve V; karakteristik vektorlerden olugan matris olmak iizere,

1 = )

olarak tanimlanir,

Kontrol elipsinin ana ve minor eksenlerini belirlemek igin orijinal X, ve X,
degigkenleri tizerine ana eksen rotasyonu uygulayarak iligkisiz yeni iki degigken z; ve z,
[z1 z]=[X; X:]V’ bigiminde elde edilir. z nin kovaryans matrisi, X in kovaryans
matrisinin onden ve sondan doniigiim matrisi V ile ¢arpilmast ile elde edilir.

A0
=VSV’ (10)
0 A

Yeni degisken, z, “0” ortalama ve M varyansa, z, ise “0” ortalama ve A’
varyansa sahip olup, z, ve z, arasindaki kovaryans “0” dir. Dolayisiyla z; ve z, de
iligkisizdir. Orijinal degigkenler X, ve X; nin iki degiskenli normal dagildi@ varsayimi

gegerli ise, z; ve z; de doniigiim dogrusal oldugundan dolay: iki degiskenli normal
dagilima sahip olur.

Bunu bir kalite kontrol araci olarak kullanmak igin bazen karakteristik
vektorlerin her bir elemamm kargilik gelen karakteristik koklere bolmek daha uygun

olmaktadir. Yani wy; = v,/A vew,=v,/A,. Orijinal degisken izerine déniigiim

iseY =2A" =xW' dur. Yeni degisken y lerin kovaryans matrisi WSW’=I olur. Yeni
degigkenler y, ve y, bagimsiz olarak “0” ortalama ve birim varyansla normal dagilima
sahiptir. p bagimsiz degigkeninin kareler toplam, p serbeslik dereceli %* dagilimimna
sahiptir. Kiigiik ornekler igin varyanslar érnekten tahmin edildiginde x* dagilimi T ye
doniigiir, y lerin kareler toplami yine T ye eittir. (Yani T’=yy’)dir.
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Jackson’in yukarida tamimlanan yaklagiminda sonug olarak ti¢ yontemden birisi
kullamilabilir. Orijinal gozlemler (X, X») kontrol elipsi iizerinde gizilebilir, XS™'X’
degerleri igin T* kullanilir veya yy’degerleri igin T? kullanilir. Bunlardan her igii de
siirecin kontrol altinda olup olmadigina aym cevabi verir. Ancak ikiden daha fazla
degiskenin oldugu durumlarda donigtiriilmis degigkenlerin kullanilmas: gerekir.

4. SCHALL VE CHANDRA YAKLASIMI

Ne T? ne de Jackson’in (1959) 6nemli bilesenlere dayal yaklagiminda kontrol
digt duruma neden olan degiskeni tesbit etmek miimkiin olmamaktadir. Jackson in
doniigtiiriilmiis degiskenleri herhangi bir fiziksel anlama sahip degildir. Schall ve
Chandra (1987) ¢aligmalarinda bu noktalara igaret ederek yine onemli bilegenlere ve
regresyon analizine dayali bir yaklasim gelistirmekte ve yukarida igaret edilen soruna
cevap aramaktadirlar,

X ¢oklu normal dagilima sahip girdi degiskenler vektoriinii Y ise bagimsiz
olmayan goklu normal dagilima sahip gikti degigkenler vektoriint temsil etmek iizere,
girdi degiskenlerin sayisi ¢ikt1 degigkenlerin sayisindan az olan ve aralarinda dogrusal
bir iligki bulunan bir sistem de o6nemli bilegenlerin fiziksel yorumundaki zorluk
asilmaya galigilmaktadir. Dolayisiyla girdi 6nemli bilegenleri ile ¢ikti onemli bilegenleri
arasinda bir iligkinin bu problemi gozecegi belirtilmektedir. Boyle bir diigtince ise her
iki grup degiskenler arasi regresyon analizi ile mimkiin olabilir. L g¢ikti onemli
bilesenler vektorii D, enkiigiik kareler tahmin ediciler matrisi olmak {izere bu iligki

L=DX+D, (11)
bi¢iminde ifade edilebilir.

Girdi degigkenlerin birbiri ile iligkili olmasi durumunda ise bunlarin énemli
bilegenleri elde edilir ve bu durumda regresyon tahmin denklemi

L=BW +B, (12)

bigimini alir. Bu durumda parametre tahminleri farklilagacaktir. Fakat ¢ikti 6nemli
bilesenleri ve orijinal girdi degigkenleri gerekli oldugundan bu denklemin orijinal girdi
degigkenleri cinsinden yazilmasi gerekir. W onemli bilegenler kolon vektéri V
ozvektorler matrisi olmak iizere girdi 6nemli bilesenleri W = VX olarak yazlabilir.
Esitlik (12) de yerine koyuldugunda

L=BVX+B, (13)

elde edilir. Girdi degiskenler, ¢iktt 6nemli bilegenler cinsinden ifade edilecek olursa,
esitlik (13) den su iligkiye ulagilir.

X =(BV)(L-B,) (14)

Ancak yukaridaki egitlikte genellikle ¢iktt onemli bilegenlerin sayisi, girdi
onemli bilegenlerin sayist ile aym olmayacagindan, esitlikteki ters matrisin
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s = L

hesaplanmast da miimkiin olmayacaktir. Bu durum Schall ve Chandra’nin
yaklagimlarinin en belirgin eksikligini tammlamaktadirlar. Dolayisiyla yazarlar siiregte
girdi degiskenlerin sayisinin ¢ikti degiskenlerin sayisindan daha az oldugu varsayimini
yapmaktadirlar. Ancak bu probleme ilk n 6nemli bilesenin, herhangi n ¢ikti 6nemli
bilesenin orijinal ¢ikti degigkenlerinin toplam varyansinin biiyiik bir yiizdelik kismini
aciklayacagi diisiincesinden hareketle, Z ilk n ¢ikti 6nemli bilesen vektorii olmak iizere
(14) deki esitlik

X =(BV)(Z-B,) (15)

bigiminde diizenlenerek agilmaya c¢aligilmistir. Bu iligki ile boylece girdi degisken
degerleri ¢ikti 6nemli bilesen degerlerinden tahmin edilebilmektedir. Buradan hareketle
kontrol dist durumun nedenine yonelinmektedir. Siire¢ ¢ikti 6nemli bilesenleri
kullanarak kontrol edilmeye c¢alisildigindan her bir ornekten elde edilen sonug, A
Ozvektorler matrisi olmak iizere

Z=AY (16)

ilskisini kullanarak doniistiirilmektedir. Boylece siirecin kontrolii her bir Onemli
degiskene iligkin kontrol grafigi {izerinde 6nemli bilesen degerleri gizilerek takip edilir .
Eger kontrol digi bir durum tespit edilirse esitlik (15) kullanilarak girdi degisken
degerleri tahmin edilir ve belirtme (spesifikasyon) smurlari ile karsilastirilir. Boylece
siiregteki degiskenlige neden olan girdi degisken tespit edilmis olur.

5. MURPHY’IN YAKLASIMI

Cok degiskenli kalite kontrol problemlerine diger ilging bir yaklasim Murphy
(1987) tarafindan diskiriminant analizi diisiincesine dayali olarak gelistirilmistir. Kalite
kontrol degiskenlerinin normal dagildigi varsayimi altinda yalmzca siireg ortalama

parametresi U, daki kaymayr gézlemleyen bir yontemdir.

Oncelikle siirecin kontrol altinda olup olmadigi kararina Hotelling’in T?
istatistigi kullanilarak ulasilir. K belli bir o degerine kargilik gelen x.f degeri olmak

iizere T*> <Koldugu siirece siireg kontrol altindadir. Aksi durumda siireg kontrol
disidir. T? istatistigin ¢ok degiskenli durumlarda kullamilmasinin temel avantaji
degiskenler arasi korelasyon yapisint yansitmasindan ve hesaplama kolayligindan ileri
gelmektedir. Yine Murphy de T? istatistiginin sadece siirecin biitiin olarak kontrol
durumunu gozlemlemeyi basarabildigini fakat kontrol disi1 herhangi bir duruma neden
olan degiskenleri tesbit etmekteki bagarisizhigina dikkat g¢ekerek bu problemin
¢Oziimiine yonelmistir.

Jackson’in (1959) nemli bilesenler yaklasiminda sadece T? kontrol grafigi degil
ayni zamanda p tane Onemli bilesen grafiginin de ¢izilmesi gerekiyordu. Fakat her
zaman bu onemli bilesenlerden hareketle orijinal degiskenleri yorumlamak kolay
olmuyordu. Murphy (1987) kontrol digt durumu kolayca yorumlayabilecek ve hangi
degisken ya da degisken grubunun kontrol digt duruma neden oldugunu test edecek
diskiriminant analizine dayali bu yaklagimini gelistirmistir. Kisaca bu yontem
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degerlendirilecektir.

A, kontrol durumundaki gozlemler kiimesini, B ise kontrol disi durumdaki
gozlemler kiimesini gostermek tizere yontem bu iki durumu ayrigtirir. Bu durumda B de

olmasi gereken gozlenen bir 6rnek ortalamast X yi1 A da veren gergek odds lar, A ve B
nin ¢oklu normal dagilima sahip oldugu varsayimi altinda

ODDS=eXp{— %(p—?)’ﬁ_ ! (i~ ¥)+L21‘ (P—‘i)fﬂu ! (n _i)} (17)

bigiminde ifade edilir. i, B nin bilinmeyen yigm ortalamasi oldugundan X ile tahmin
edilir ve bu durumda tahmini odds soyle ifade edilir.

~ N — ~ 1 2Ny
ODDS=CXP["%(H9—X)G l(uo-x)]%xp[f'(x)} (18)

Esitlik  (21) deki ifade bize K noktasinin  yorumunu verir. Yani
exp(1/2 K) herhangi bir kontrol dig1 sinyal alinmadan exp(l/2T*)degeri tarafindan
asilmas1 gereken odds degeridir. Yalmz artik T* degerinin de log &lgekli alinmas
gerektigi unutulmamalidir. Simdi sorun T? Tablosu iizerinde gézlemlenen belli bir X
“kontrol dis1” sinyal durumunda, yani T?(X )>K ise, p degiskenden hangisinin veya
hangi p; alt grubunun (p=p;+p,) bu sinyale sebep oldugunun bilinmesidir. Etkin bir
yaklagim, X1 X =(X"" | X @) olacak sekilde ayrigtirmaktir. Burada X ‘" sinyale
sebep oldugundan siiphelenilen p degiskenin p, alt grubunu, X" ise geriye kalan p2 alt
grup degiskenleri gostermektedir.

Kare uzunlugunun biitiinii T: olmak lizere
2 ) W et U ESRIN ="
T =T*(X )=n(y~X)0" (1~ X) (19)

olarak ifade edilebilir. T;, pi alt grubuna karsilik gelen indirgenmis uzaklik ise bu
durumda

, , k(1) y <*) , —(1)
T, =T*(X" )=n(' -X Yo'(uy'-X ) (20)

bigiminde yazilir.

i, ve o da X' gibi ayristirilirar.

fark ifadesinde eger D biiyiikse p; alt grubunun sinyale sebep oldugu hipotezi ret
edilmekte, kiigiikse kabul edilmektedir. Buradaki yaklagim diskriminant analizi ve
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regresyon analizindeki degisken se¢me islemine benzemektedir. A ve B yiginlari
arasindaki gercek kare uzaklik

Ay =n(p—p,) o7 (L—p,) 1)
indirgenmis uzaklik ise

A:-”:n(].lnl (IJ)O. (“(I} (IJ) (22)

olur. Bu durumda Hp: A, — A, = 0, hipotezi, p, alt grubu, p degisken setinden
diskrimine etmeyi test eder. Bu durumda yine

D=T;-T, (23)

farki test istatistigi olarak kullanilir. Hg hipotezi dogru iken D istatistigi xfﬂ dagilimina
sahip olur.

6. HAWKINS YAKLASIMI

Hawkins (1991) ¢alismasinda yine T istatistigine dayah klasik cokdegiskenli
testin bilinen eksikligine isaret ederek siire¢ parametresindeki kaymanin iliskili ¢ok
degiskenli durumlarda hangi degiskenlerden kaynaklandigina iliskin soruna cevap
aramaktadir. Bu amagla gelistirdigi yontem her bir degiskenin diger tiim degiskenlerle
regresyonundan elde edilen standartlastirilnig artiklar Z lere dayali Shewhart ve
CUSUM grafikleri onermektedir. Z nin her bir bileseni karsilik gelen degiskenin
ortalamasinda kayma olup olmadigim gosterir. Z aynit zamanda kaymanin ortalama ya
da varyans parametrelerinin hangisinde oldugu konusunda bilgi verici bir fonksiyona
sahiptir.

Hawkins yontemlnl agtklamak igin su notasyonlar: tanimlamaktadir. o ve o’
sirasiyla 69 ve og'mn i nci ve j inci elemanlari olmak iizere

X, —w) = ZB”(XJ. —u;)+¢g X in i nci bilegeninin tim diger degiskenler iizerindeki

J#i

i II

regresyonunu tanimlamaktadir. ; ise artiklarin varyansi olmak iizere 1, = o, ~EB
J‘#l

yazilabilir (bknz. Weisberg, 1985, s.44). Raveh (1985) den asagidaki gibi yazilabilir.
G _ o
o =B/, (#]) (24)
Kontrol digi durumun, p vektorii bilesenlerinden sadece bir tanesinde kayma

olarak meydana geldigi varsayilsin. Bu durumda prosesin dagilimi farklilagacaktir.
Boylece u = po hipotezi igin olabilirlik orani test istatistifi su sekilde yazilabilir.
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z=[(><. W)~ Zﬁi,-(X,—u,-)]f\/E (25)

j#i

Standartlagtinlmig  Z;  arttk  degerleri  N(0,1) dagilimmma  sahiptir.
Standartlagtirilmig artiklar elde etmenin daha kolay bir yolu sdyle tanimlanmaktadir.

Y =03 (X~1,) =

(26) nci esitlikten Y nin i nci bilegeninin, i.nci degigskenin digerlerine regresyonunundan
clde edilmis artiklarin, t;' faktoriiyle standartlastirilmis degeri oldugu kolaylikla

(1]

goriilebilir. Proses kontrol altinda iken, Y nin dagilimi N (0,0,' ) dir.

Burada Z, Y nin sadece standartlastiritlmms degerlerini ifade etmektedir.

7=diag (o, ) ** Y = AKX - o)

Bu denklemdeki doniisiim matrisi A ise sOyle tanimlanir.

112

A = |diag ;" )" o, 27)

Simdi Z nin dagilim Z ~ N (0, B) olmaktadir. Burada B ise su bigimde ifade
edilmektedir.

B = [diag (07" )| 7' iag (o5 (28)

Hawkins veri matrisinin Moore-Penrose tersiyle yakin iliskisinden dolayi, bu
yaklagimi Moore-Penrose yaklagimi olarak adlandirmaktadir. Hawkins, ve Bradu (1990)
¢aligmasinda, genel bir veri matrisinin Moore-Penrose tersinin bazi yararh 6zelliklerini
vermigtir. Burada hemen gerekli olacak bir 6zellik X, Z ve T? arasindaki iligkidir.

T2 =(X~4ty)0,' (X~ ,)

= 2 XY,
i=l
Eger Tz, Z cinsinden yazilacak olursa
T’= iwi , W=(X—-w)Z \/E (29)
i=l

sonucuna ulagilir. T? burada kontrol igin Z nin kullanildigi durumlarda yan iiriin olarak
ortaya ¢ikmustir. Bu iligki T? nin p degisken i¢in tanimh W; terimlerine pargalanmasini

saglamaktadir.
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Ortalama vektoriinde bir kayma stzkonusu oldugunda, genellikle X in hangi
bilegeninin bu kaymaya sebep oldugu seklindeki tipik problem ortaya giktigindan, bu
istatistigin tiim i degigkenleri i¢in hesaplanmasi gerekir. Boylece, kontrol iglemi i¢in p
degiskeninin herbirine iligkin ayr1 ayn grafiklerinin olusturulmasi gerekir.

Bu grafikler iki bigimde kullanilabilir. Birincisi her bir Z; nin ayn ayn
gozlemlendigi bireysel grafikler, ikincisi ise p grafikten elde edilen tek bir bilesik
olgiime dayal grup grafik yaklasimidir. Birinci kullanim bigiminde i nci degiskenin
kontrol altinda olup olmadigini gézlemlemek igin sozkonusu degiskene iligkin bireysel
grafik tanimlanir ve diger degiskenler veri iken bu degiskenin kontrol altindaki kosullu
dagilmmi test eder. Dagilim parametrelerinin CUSUM kontrolu agagida verilen
tanmimlara dayali olarak gergeklesir.

Lo =Lip =S5 =S, =0

12

W, =(Z,|" -.822)/.349
L, =max(O,L}, ,+Z, —k)

in = Ln=1

L, =min(O,L;, , +Z, +k)

S; = max(0,S;,_, + W, —k)
S, =min(0,S;, , + W, +k)

(30)

dagilimin ortalama parametresi ic¢in karar arahigi olarak CUSUM um yukariya ve
agagiya dogru kaymalari igin karar arahi@ sirastyla L' ve L* kullamilir. Benzer sekilde
dagilimin varyansiyla ilgili karar araligi igin ise S* ve S” kullanilir. Hawkins ve Wixley

(1986) Z ~ (0,1) ise |Z|”1 nin N(.822, -3493) dagilimma yakinsadigim gostermislerdir.

Buradaki dort CUSUM grafigini de ortak bir grafikte ¢izerek dagilim ortalama ve
varyans degerleri test edilir.

T? yerine Z istatistigini kullanarak her bir Z; igin bireysel grafikler ¢izmek
yerine, bazi uygulamalar i¢in bir grup yaklasimi Hawkins tarafindan ikinci bir yontem
olarak onerilmistir. Bu yaklasimda p tane grafigin olusturdugu grubun bir biitiin olarak
kontrol durumunu incelemek igin olgiimler seti bir tek indekse doniigtiiriiliir. Grup
teshisi i¢in iki gosterge kullanilir. Bunlar

MCZ = max{max(L},,-L)}

ni?
ni

P
ZNO = Y (L, +L,)?
i=1

Bu gostergeler L'ye uygulandiginda, CUSUM ortalama igin, S’ye
uygulandiginda ise varyans igin grup kontroliinii saglar. Ikinci durumda L* ve L yerine
sirasiyla S* ve S” yazilur.

77



7. MASON, TRACY VE YOUNG’IN YAKLASIMI

Mason ve arkadaglari (1995), yine gok degiskenli kalite kontroliinde kontrol dig:
duruma sebep olan sinyale hangi degiskenin sebep oldugu probleminin zorluguna
deginerek, bunun ¢oziimiine iliskin, T? istatistiginin bagimsiz pargalara ayrilmasina
yonelik bir yontem onermislerdir. Bu ayrigtirma ile sinyalin olugmasina katkida bulunan
degiskenin tesbitine yonelmiglerdir.

X"'p nci degisken hari¢ (p-1) boyutlu vektorii  gostermek  iizere
X, = (X" ,X,,) olacak bigimde, p-1 degiskeni bir grupta, p nci degiskeni ise ayr

alindiginda T? Rencher (1993) e dayanarak agagidaki gibi iki parga halinde ifade
edilmektedir.

T =T, +T,

p.l...p-l

3D

2

T, . ilk p—1 degiskeni kullanilarak elde edilen T? istatistigidir. Agik bir gekilde

T = (K =T R =)
formuna sahiptir.

Burada, X", ilk p-1 degisken i¢in n gozlemli ortalamalar vektoriinii ve Sy
(p-1)(p-1) boyutlu S in temel alt matrisini gostermektedir.

Tp.1. ... . p1 istatistigi, Xl, > I XP'I verilmis iken Xp nin kosullu dagiliminm
ortalama ve standart sapmalariyla diizeltilmis Xi vektoriiniin p inci bilegenidir. Yani,

T = ip T AN Y (32)

ple..p=1

olarak yazilabilir. Burada,

? ..|.-1=§p+b; (X:p-n_s(”“,_,,)

pl...

5(_?, p inci degisken ornek ortalamasi, b =S\ s, ise p inci degiskenin p-1

(L]
degisken iizerine regresyon katsayilarinin (p-1) boyutlu tahmin vektoriidiir ve
s, =8, ~S/x SxxSux

p-le..p-l X

Ve
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tanimlarina sahiptir. Esitlik (31) de birinci terim p-1 degisken iizerinden Hotelling’in T*
si, oldugundan, bu pargayi iki ayri pargaya daha ayngtirabilmek miimkiindiir.

T, =T, ,+T,

p-2 p=lli.p-2

Birinci terim T:_:, ilk p-2 degisken iizerinden Hotelling’in T” si, ikinci terim
T‘f_l_,_“_‘pu2 ise XI, Xz‘ Xp_2 verilmis iken Xp_l in kosullu dagiliminin ortalama ve

standart sapmasiyla diizeltilen (p-1) nci degiskenin karesidir. Bu ayrigtirmaya benzer
sekilde devam ederek, p degisken i¢in i agagidaki gibi ifade edilebilir.

-1
=T|: + Z T,il.l._.j

i=l

T*"nin bu son yaziliminda Tf , birinci degisken i¢in Hotelling’in T* sidir. Bu, ilk
degisken igin tek degisken t istatistiginin karesidir. Yani

T2= (Xn ‘“ia):

1 3 (33)
5

dir. Esitlik (32) deki ayristrmanin ilging bazi ozellikleri su gekilde verilmektedir.
Parcalanmis kosullu terimlerin siralanmasi sadece bir tane degildir. p! farkh
parcalanmalarin hepsi de ayni T istatistigini verecektir. Omegin p = 3 igin 3! = 6 farkl
ayrigtirma soyle olur.

T =T 4T3, +T2,
T =T} +T;,+T;,,
T? =T34 T2,+T2,
T =TT +1
i =T{ 4T 3+ Thus

T =T3: + Tzz.,a '*'le.:..t (34)

Esitlik (34) deki p tane terimin her birinin karesi alindigindan, hepsi de pozitif
olacaktir. Boylece, pargalarin herbiri T nin degerini yiikseltir. Dolayisiyla, T* istatistigi
kontrol disi bir sinyal verdiginde, T* degerindeki en biiyiik artigin hangi parca ya da
parcalardan ileri geldigi gozlemlenecek, boylece kontrol digt duruma sebep olan
degisken (degiskenler) belirlenebilecektir.
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Daha sonra, Mason ve arkadaglar’’nin yaklasiminda, Esitlik (35) de verilen T?
ayristirmasinin sagladigi bilgiden hareketle sinyallerin nasil yorumlanmasi gerektigi
hakkinda olusan soruya yonelinmektedir.

Belli bir aynigtirmadaki p degiskenin hepsi de birbirinden bagimsiz oldugu
halde, p! ayrigtirmadaki terimlerin hepsi birbirinden bagimsiz degildir. Ayrica, her bir
parga [(n+l)/n]msabiti ile carpildiginda, (n-1) sd ile F dagilimma sahiptir. Yeni
dagilim,

T _n+l

T3 B e |

F(l,n—1) (35)
n

olur. Béylece Esitlik (35) deki herbir terim F tablo degerinin /(n+1)/n) sabitiyle

carpim degeriyle Kkarsilastirilabilir ve boylece anlamhihig test edilmis olur. Bu
mekanizma hangi parganin sinyale sebep olduguna karar vermede yardimei olur.

8. MTC YAKLASIMININ BiR UYGULAMASI

Bu béliimde, Mason, Tracy ve Young’in (1995) yaklagimimnin bir uygulamasi
yaptlmaktadir. Bu amagla, Tracy, Young ve Mason (1995) un diger bir ¢alismalarinda
kullandiklart ve Tablo | de verilen, bir petrokimya endiistrisinden elde edilen iki
degiskenin 6rnek degerleri kullamlacaktir.

Tablo 1. Petrokimya endiistrisine iligkin veriler

Gozlem X X, | Gozlem | X; | X; | Gozlem | X, X3

7,15 | 7,10 8 6,95 | 7,00 14 7,40 | 7,10
6,35 | 7,00 9 7,05 17,00 15 7,50 | 7,40
6,30 | 6,95 10 7,10 | 7,00 16 7,60 | 6,70
7,00 | 7,35 11 7,25 7,30 17 8,20 | 7,00
7,00 | 6,90 12 7,60 | 7,30 18 8,10 | 7,90
6,95 | 7,05 13 7,65 | 7,10 19 6,00 | 6,33
03 | 1,18

NN B W -

Ornek korelasyon katsayisi, drnek varyans-kovaryans matrisi S ve ortalamalar
vektorii asagidaki gibidir.

0.316 0.101 — | 7.1684
r=0.579 (p=0.009) , S= X =
0.101 0.0966 7.0858

o= 0,05 anlamhlik diizeyinde Xl ile M2 arasinda anlamh bir iligki vardir. Dolayisiyla

boyle bir bagimlihk durumunda, bireysel kontrol grafikleri ile kontrol digi sinyalin
tespitine yonelmek, daha onceki béliimlerde uzunca tartigilan bilinen problemlere yol
agmaktadir. Iki kalite degiskeninin sézkonusu oldugu bu iiretim prosesinde, g¢ok
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degiskenli kalite kontrol yontemleriyle yaklagmak, kontrol dis1 sinyalin belirlenmesini
ve dahasi, bu kontrol digi duruma hangi degiskenin sebep oldugunun tesbitini miimkiin
kilacaktir. Yukaridaki verilere dayali olarak hesaplanan Hotelling’in T? leri Tablo 2 de
verilmigtir.

Tablo 2. Petrokimya endiistrisi verilerine iligkin T? degerleri.

Gozlem T Gozlem T’ Gozlem 12

1 0.0073409374| 8 0.15492641346 14 0.22538847746
2 25999713174 9 0,08012192946 15 1.02202646946
3 2,6989288134| 10 0,07836643746 16 4 85439754146
4 1,6622213934| 11 0,57128743746 17 6,05216411346
5 0,3605514294| 12 0.67990649346 18 6.89333202546
6 0,1689259094| 13 1,03754851746 19 6.59328509506
7 0.2062569174

pn+1)(n—1),

T? istatistigi
n(n-p)

p.n-p.o

dagilimina sahip oldugundan, kontrol smnirt ot = 0.10 igin

2.20.18
19.17

2.64 = 5.88 olur.

17, 18 ve 19 uncu gdzlemlere karsilik gelen T? degerleri 5.88 den biiyiik oldugundan
siire¢ bu noktalarda kontrol disina ¢ikt1 bigiminde yorumlanir.

Burada asil sorun bu kontrol dist duruma hangi degiskenin sebep oldugudur.
Simdi uygulama bakimindan bir kolaylik goriilen Mason, Tracy ve Young’in
yaklagimini uygulayarak kontrol digi sinyalin nedeni arastirilacaktir. Bu aragtirma
sadece 17 nci gozlem igin yapilacaktir. Diger gozlemler i¢in de benzer islemler takip
edilir.

17 inci gozlem seti X = (8.20, 7.00) T? = 6.052 degerine sahiptir. Dolayistyla T*
> UKL = 5.88 dir. Bu gbzlem seti kontrol sinirlarinin digina ¢ikmistir. p=2 oldugundan

T? nin 2!=4 miimkiin ayristirmasi sézkonusudur. Bunlar T7,T;,T’,,T;, dir. Dolayisiyla
T? istatistigi

T>=T?+T}, veya T>=T}+T}, bigimlerinde yazilabilir. Burada biz T® yi birinci
bigimde ayristiracagiz. Birinci bilesen

(X,-X,f (8.2-7.1684)
s? 0.316

TE= =3.367 olarak hesaplanr.
TS, nin hesaplanabilmesi icin 6ncelikle X%,' ve S3, in hesaplanmalidir.

o _ , Sex S,
xg,)l-”: X.‘.+b’?— (Xi{p_” _X(P'”) bZ =S:’1XSXX S=1: ’xx xi|
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Buradan, b, = (0.316)"* 0.101 = 0.319 ve X!, = 7.0858 + 0.319(8.20 —
7.1684) = 7.414 olarak bulunur. Simdi S}, =S -S/,S;\S,x yazilsa S3, = 0.0966

<] "
—(0.101%(0.316) (0.101) = 0.0643 olarak hesaplanir. Ikinci bilesen ise,

Tf,zxiz_,xl" = (?-?'414) =2.665 olarak bulunur.
HT 6t 0.0643

T=T} +T;,=3.367 + 2.665 = 6.033 olarak yaklasik T? degeri elde edilir.

Goriilmektedir ki, T* ayrigiminda, bu T*’ye en fazla katkida bulunan T} degeridir.

Diger kosullu T? degeri daha kiigiik katkida bulunmaktadir. Bunlarin her biri diizeltilmis
F dagilimina sahip olmaktadir. Katkilarinin anlamli olup olmadigina bakmak i¢in teorik

1, 20

F degeri ile kargilagtirthr. Bu F degeri Bl ﬁl_n_nzﬁ*]%_”‘l_m =3.166 olur.

’ =3.367>3.166 oldugundan anlamli katkida bulunmaktadir. Bununla
birlikte, T;, =2.665<3.166 oldugundan anlamli katkida bulunmamaktadir. Dolayisiyla
Hotelling’in T?’sinin olusmasinda en biiyiik katki X, degiskeninin kosulsuz katkisindan
ileri gelmektedir. Diger kogullu T? ise anlaml katkida bulunmamaktadir.

Kosulsuz T ’yi de hesaplayacak olursak, T2 :%g@;: 0.0762 elde edilir.

: 0966
Buradan da goriilecegi tizere X, degiskeni kosulsuz olarak T ye ¢ok az katkida
bulundugundan, sonuglar 17 nci gozlemdeki kontrol digi durumun esas itibariyle X,

degiskeninindeki anlamli kaymadan olustugunu desteklemektedir.

9. SONUC

Bir gok endiistride prosesin kalitesini tanimlayan en azindan bir kismi birbiri ile
iligkili birden ¢ok degisken bulunmaktadir. Bu degiskenleri takip etmenin genel yontemi
p degiskenin ¢ok degiskenli dagilimini goézardr etmek ve her bir degisken i¢in ayn ayn
grafikler olugturmaktir. Bu yaklasim dogru olmayan kontrol (olasilik) smirlarina yol
agmaktadir.

Bu problem nedeniyle literatirde ¢ok degiskenli kalite kontrol bir g¢ok
aragtirmacinin ilgi alanmi olugturmustur. Bu konudaki ¢aligmalar Hotelling T? sine
kadar dayanmaktadir. Bu yaklasim siire¢ ortalamalarindaki genel bir kaymay: teshis
edebilen bir testdir. Fakat dnemli bir eksikligi boyle bir kontrol disi durumun hangi
degiskenden kaynaklandigini tesbit etmeye yeterli olmamasidir.

Jackson (1959) problem olan degiskeni tesbit etmek i¢in onemli bilesenler

analizini kullanan bir yontem Gnermisti. Bu yontem T? istatistigini orijinal
degiskenlerin dogrusal kombinasyonlari olan bagimsiz kare énemli bilegenler toplamina
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ayrigtirir . siirecin istatistiksel olarak nigin kontrol digi oldugunu incelemek igin bu
onemli bilesenler kullanilmaktadir. Uygulamada oénemli bilesenlerin direkt olarak
fiziksel yorumunun eksikligi bu yaklagimin etkinligini azaltmaktadir.

Schall ve Chandra (1987) min gelistirdigi yontem ise yine kontrol disi duruma
neden olan degisken ya da degisken grubunu tesbit etmeye yoneliktir ve yontemin esasi
onemli bilesenler ve regresyon analizine dayanmaktadir.

Bu yaklagimla Jackson (1959) daki 6nemli bilesenlerin yorum zorlugu problemi
asilmaktadir.Bu yontemle de yine siire¢ ortalamasindaki dagilimin farkhilagmasi teshis
edilmektedir.

Yalnizca siire¢ ortalamasindaki bir kaymay: ve kaymaya neden olan degiskeni
tesbit etmeye iligkin ilging bir bagka yontem ise Murphy (1987) tarafindan diskiriminant
analizine dayali olarak gelistirilen yaklasimdir. Bu yontemde kalite karakteristikleri iki
alt gruba aynstinilmaktadir. Bu alt gruplardan birisi sezgisel olarak dogrudan kontrol
dist sinyalin nedeniyle iligkili olmahdir. Bu yontemin bir dezavantaji ¢ok sayidaki
degisken durumunda miimkiin kombinasyonalrin sayisinin ¢ok fazlalagsmasidir.

Hawkins’in  (1991) yonteminde regresyon analizlerinden elde edilen
standartlagtirilmig artiklardan hareketle Shewhart ve CUSUM grafikleri 6nerilmektedir.
Standartlagtirilmig artiklar ortalama vektoriindeki kaymaya neden olan degiskeni tesbit
etmekte kullamldigi gibi kaymanin ortalama ya da varyans parametrelerinin
hangisinden kaynaklandigini da gozlemlemeye elvermektedir.

Mason, Tracy ve Young (1995) tarafindan gelistirilen ¢ok degiskenli kalite
kontrol yaklasiminda T? herbiri kontrol disi sinyale anlamli bir bigimde katkida bulunan
degiskenler hakkinda bilgi veren p tane bagimsiz bilesene ayristirilmaktadir. Degisken
sayisinin - ¢ok oldugu durumlarda miimkiin ayrigtirmalarin - sayis1 da oldukga
fazlalagsmaktadir. Ancak uygun bir hesaplama yontemiyle bu sayr Onemli Olgiide
azaltilabilinir.

Tiim ¢ok degiskenli istatistiksel proses kontrol yontemleri ister biliniyor ister
gegmis verilerden tahmin ediliyor olsun kovaryans yapisina dayanir. Genel olarak tekil
olmayan 6rnek kovaryans matrisini saglamak i¢in tahminde gozlem sayisimin degisken
sayisindan biiyiik olmas: tercih edilir. Bununla beraber tekillik probleminin ¢oziimii i¢in
bu kosul onemli bilesenler analizini kullanmak yoluyla boyut indirgeyerek
gergeklestirilebilir.
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An Assessment of Multivariate Quality Control
Approaches

ABSTRACT

When performing process quality control in a situation in which
measures are made of several possibly related variables, it is
desirable to use methods giving more powerful control that capitalize
on the relations between the variables rather than to use methods of
individual control of variables. Although the seperate controls on the
individual variables are more easily interpretable the existency of
correlation between variables reduces the sensitivity of control,

Initially, Hotelling (1947) proposed a multivariate control chart
based on T' under the multivariate normality assumption of random
variables. Based on Hotelling's T°, Jackson (1959), Schall and
Chandra (1987), Murphy (1987), Hawkins (1991), Mason, Tracy and
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KARACA

Young (1995) developed some interesting approaches to answer
which variable or set of variables cause the signal of out of control.

In this study some of these approaches are presented and an
assessment of these are performed. Jackson (1959), Schall ve
Chandra (1987), Murphy (1987), Hawkins (1991), Mason, Tracy ve
Young (1995).

Key Words: Multivariate quality control, Hotelling T°
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