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Hata Terimlerinin Genellestirilmis Lojistik
Dagilima Sahip Olmasi Durumunda Parametrelerin
Uyarlanms En Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin

Bulunmasi

Birdal SENOGLU* Hiilya SEN**

OZET

Hata terimlerinin Genellegtirilmis Lojistik dagilima sahip
olmasi durumunda;
yi=pu+e; (1€i<n)
modelindeki parametrelerin tahmin edicileri bulunacak ve bu
asamada izlenecek metodoloji bir uygulama ile desteklenecektir
(Senoglu, 2000).

Soz konusu metodolojiye dayanan ilerleyen ¢aliymalarimizda
asagida detaylar: verilen metodoloji kullanilarak Dengeli Eksik Boliik
Tasarimlari, Latin Kareleri ve Faktoriyel Tasarimlar vb. Deney
Tasariminda yaygin olarak kullanilan tasarimlardaki parametrelerin
tahmin edicileri bulunacak ve elde edilen sonuglar ayrica
degerlendirilecektir. Sozii edilen metodolojinin burada detayl olarak
incelenmesinin bashca amaci, ilerideki ¢aligmalarimizin temelini
olusturmasidir.

Anahtar Kelimeler: Uyarlanmig En Cok Olabilirlik tahmin edicileri,
Genellegtirilmig Lojistik Dagilimi, Mimimum
Varyans Swmiri, Robust (saglam) tahmin
ediciler.

1.GIRIS

u veo konum ve  Olgek  parametrelerini  gostermek  iizere;
f( y| i,0)dagilimindan  y,, y,,....... ,y, rassal oOrnekleminin alindigini digiinelim.
# ve o *min En Cok Olabilirlik (ECO) tahmin edicileri, dln L/d 4 =0 ve dInL/do =0

olabilirlik denklemlerinin ¢dziimiinden bulunur. S6z konusu denklemler dogrusal
fonksiyon ise, denklemlerin ¢o6ziimii tektir. Genel olarak, JdInL/du=0 ve

dIn L/do =0 olabilirlik denklemleri dogrusal olmayan fonksiyon yapisina sahiptirler.

* Yrd.Dog¢.Dr., Osmangazi Universitesi, Fen Edeb Fak., Istatistik Bolimii, Eskisehir
** Yrd.Dog.Dr., Osmangazi Universitesi, Fen Edeb Fak., [statistik Boliimii, Eskigehir
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Cebirsel ¢oziimleri bulunamadigindan iteratif yontemlerle ¢ozilirler. Bununla
beraber asagidaki nedenlerden dolayr sozkonusu denklemlerin g¢oziimiinde cesitli
sorunlarla karsilagilabilir.

(i) Birden fazla kok bulunmast
(ii) Iterasyonlarin yakinsamamast

(iii) Yanlig degerlere yakinsamasi (Barnett, 1966; Vaughan, 1992).

Yukarida bahsedilen problemlerden dolayr ECO tahmin edicilerini kullanmak
her zaman uygun olmayabilir.

Bu ¢alismada konum ve 6lgek parametrelerinin Uyarlanmig En Cok Olabilirlik
(UECO) tahmin edicilerinin 6zellikleri (Tiku, 1967, 1968) ve detaylar1 tammlanarak,
Genellestirilmis Logistik dagiliminin konum ve o6lgek parametreleri UECO tahmin
edicileri kullanilarak bulunacak ve bir uygulama ile desteklenecektir.

Burada asagida olasilik yogunluk fonksiyonu verilen Genellestirilmis Lojistik
dagilim iizerinde durulacaktir. Ciinkii bu dagilim gekil parametresi b’nin aldig1 degere
gore negatif garpik (b<1), pozitif garpik (b>1) veya simetrik (b=1) olabilir. Dolayisiyla
uygulamada yaygin olarak karsilasilabilecek bir dagilimdir.

~(y-pfo

= € =00 (== - 00 (=]
ﬂ}’lﬂ.O')H;(l_!_e_(y_Wo)bH , o< y<oo, -0 p<oo, g >0 (1

Burada p ve o parametrelerinin tahmin edicileri bulunmak isteniyorsa, ECO
tahmin edicileri asagidaki denklemlerin ¢oziimiinden elde edilir.

-1

n o -

L _n_b+ld ‘f{1+e } _a @
ve
-1

n no_, o
alnL=_£+iZZi—”IﬂZZm E{l«l—e z"} =0 3)
do o i=l 0 =

(2) ve (1.3) denklemlerinin cebirsel goziimleri asagida verilen g{z,} fonksiyonu
yiiziinden bulunamaz. Bir baska deyisle bu denklemlerin agik bir ¢6ziimii yoktur.

-z -z -1
glzit=e *{He } (4)
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Hata Terimlerinin Genellestirilmis Lojistik Dagilima Sahip Olmasi Durumunda
Paramctrelcn Uyarlanmls En Cok Olabilirlik Tahmm Edicilerinin ulunm 1

2. UYARLANMIS EN COK OLABILIRLIK TAHMIN EDICILERININ
BULUNMASI

UECO tahmin edicileri i¢ agamada bulunur:

a) (2) ve (1.3) denklemleri sirali istatistikler cinsinden [Zn‘) = A , 1<i<n
o

agagidaki gibi ifade edilir.

-1
— =
alanﬁHbHEe zrsj{]+e"'ru} =) (5)

u o o 5
ve

-1

& +1.& z,

ag;L=—n —Z i)~ & sze m{l+e "’} =0 (6)
i=l

Cuinki terimler toplamu sirali istatistiklerin kullanilmasiyla degismez.

b) Problem yaratan g{zm} fonksiyonu Taylor Serisinin ilk iki terimi kullamlarak
E(z; ) =1, etrafinda agilarak dogrusal hale getirilir.

d -

3{2(0 }E g%{f} }+ [z{i} _I(i}]{ 322)} =0 — ﬁ,‘Z(,‘} , 1<i<n 7

z=I(i)

d;
ti =Ezg), o =gty )-tybi B ={ .Z(z)} (8)
Z z=1(i)
Buradan,
_(1+e" +1e") e B = e’

g whr—=

(1+e") (1+e") ©)

t=tg=-In(g""-1), g=—o

elde edilir.

ti)(1<i < n)nin degerleri agagidaki denklemden bulunur.

'T) be~?

(I+e“z)b+'dzzqﬁ 1<i<n

¢) (7) denklemi (5) ve (2.2) daki denklemlerde yerine konularak uyarlanmig olabilirlik
denklemleri bulunur.
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alnLEBInL n b+lz{1 5;Zru} 0 (10)

ou ou
ve
dinL _dlnL _ n 1& b+l
do = oo " _Z i)~ Z‘]‘Zfd%l ﬁ:zm} 0 (HE)

(10) ve (11) denklemlerinin ¢6ziimleri UECO tahmin edicileri olarak adlandirilir.

n
2 Bivi p
fin ==, m=3.5;
m i=1
n n
A=n, B=(b+1)‘}:df(yff,—ﬁ,,), C=(b+1)‘;ﬁ;(y{fj-ﬁn)2
=] =]
n
4 =(b+1)" —a; A=Y 4

i=l

olmak iizere;

B++B? +4nC s
elde edilir.
2yIn(n-1)

o ’nin yansiz tahmin edicisini elde etmek igin n yerine n(n—1)kullamlmigtir (Senoglu,
2000).

p=p,+(dlm)e ve 6=

Not: i 1oL amr’ |__0 — 1oL dmL|

=0
n—)w"| o ou ' n—yoo Mt | do do |

oldugundan dolay1 UECO Tahmin edicileri olan [ ved asimtotik olarak ECO tahmin
edicilerine esittir.

Teorem : UECO tahmin edicisi olan £l ve & asimtotik olarak tam etkindir.
Tanim: y2 parametresi igin Minimum Varyans Siniri (MVS)
1

B 9’ InL
ou’

MVS(u) =
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Hata Terimlerinin Genellestirilmig Lojistik Dagilima Sahip Olmast Durumunda

n
olarak tanimlanir, Burada L=H f(y,;,) olur. Eger jI, p parametresinin yansiz bir
i=1

tahmin

edicisi ve V() = MVS(u)ise 1, MVS tahmin edicisi olarak adlandirilir.

varyansiyla MVS tahmin edicisidir ve normal

Le 2L 4, ii
mma fi, t niin G im

dagilima sahiptir.

Ispat: Uyarlanmg olabilirlik denklemi asimtotik olarak olabilirlik denklemine eittir ve

olnL  (b+1)m .,
O )
u o?

olarak yazilabilir.
d"InL
ou”

=0, r>3 olmasindan dolay1 fi normal dagilima sahiptir (Bartlett,

1953).

Lemma 2.2. u biliniyorken 6(u), 6 ’'mn MVS tahmin edicisidir ve né*(u)la*, n
serbestlik derecesi ile ki-kare dagilir.

gind, biiyiik n degerleri igin agagidaki formda yazilir.

oL Ei{[&]—az}
do S|\l n

C
Asimtotik olarak —%, ¢ nin MVS tahmin edicisidir.
n

ispat:

'nin tirevlerinin beklenen degerleri cinsinden
o

degerlendirilmesi né*(x)/a* nin dagilmmin n serbestlik derecesiyle ki-kare oldugu
sonucuna gotiiriir (Bartlett, 1953).

dlnL

‘min kiimiilantlarinin,

Not: (n—1)3%/¢? nin dagilimi (n—1)serbestlik derecesi ile ki-karedir.
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4 ve o’nin tahmin edicileri olan & ve & varsayilan model altinda tam etkin
(veya yaklagik olarak tam etkin) ve varsayilan modelin makul alternatifleri altinda
yiiksek bir etkinlige sahipse robust (saglam) tahmin ediciler olarak adlandirilir (Tiku

vd., 1986).
UECO tahmin edicileri olan f ve ¢ robust (saglam) tahmin edicilerdir. Bunun

sebebi;
; InL’ . : ;
BIgL ve 351 denklemlerinde f;(1<i<n)’lerin semsiye siralamasina sahip
1 o

olmasidir. Bagka bir deyigle f,;’lerin pozitif sayilarin 6nce artan sonra da azalan bir

dizisi olmasidir. (Burada dagilim simetrik oldugu i¢in semsiye siralamasi vardir. Eger
dagilim garpik olsaydi yari1 semsiye siralamasi olacakti. Yani g, ’ler carpiklifin yoniine
gore pozitif sayilarin azalan veya artan bir dizisi olacaktr).

Ornegin n =10 igin asagidaki degerleri buluruz.

B = 0.08264 0.14875 0.19833  0.23139  0.24793  0.24793  0.23139
0.19833 0.14875  0.08264

Buradan da goriilebilecegi gibi f; ’ler semsiye siralamasina sahiptir.
(10) ve (2.7) denklemlerinde aykirt hatalara ve karelerine verilen f; degerleri kuyruk

bolgelerinde kii¢iik olur. Ciinkii  z em/o,( 1<i<n) olur, Bu durum uzun

(i)
kuyruklarin ve aykiri degerlerin etkisini yok eder. Bu tir bir iglem istatistiksel
saglamlii basarmada ¢ok 6nemlidir (Huber 1981, Tiku vd. 1986, Tan ve Tiku 1999).
(Bununla beraber EKK tahmin edicileri dagilim sekline ve aykiri deger olup
olmamasina bakmaksizin biitiin gozlemlere aym agirhigi verir. Bu da EKK tahmin
edicilerinin aykir1 degerlerden ¢ok fazla etkilenmesini saglayarak EKK tahmin
edicilerinin robust (saglam) istatistikler olmasint engeller. EKK tahmin edicileri sadece
normal dagilim altinda etkin tahmin edicilerdir (Islam vd, 1999).

Uygulama

Burada yukarida bahsedilen metot bir uygulama ile desteklenmis ve 10,000
Monte Carlo simulasyonu yapilarak UECO tahmin edicileri uygulamada yaygin olarak
kullanilan EKK tahmin edicileri ile kargilagtirilmigtir (¢ = 0, o =1 alinmustir).

Bu 6rnekte kullanilan veri seti agagida verilmistir.

yi: -5.00  -0.61 0.80 2.02 3.10 3.99 6.12 7.60 8.65
11.50

Q-Q grafiginden de goriilecegi gibi Genellestirilmis Lojistik dagilimi (b=1) bu
veri seti i¢in uygun bir daglllmdlr.'

" Genellestirilmis Lojistik dagiliminin sekil parametresi 1 degerini aldiginda Lojistik Dagilim olarak
adlandirihir.
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Hata Terimlerinin Genellegtirilmig Lojistik Dagilima Sahip Olmasi Durumunda

Logistic Q-Q Grafigi

Gozlenen
L

vvvvv

Beklenen

Genellestirilmis Lojistik dagiliminin konum ve olgek parametrelerinin tahmin
degerleri [1 =3.880 ve & = 2.894 olarak bulunur.

[1 ve & bulunurken kullamlan B; degerleri agsagida verilmistir.

p;=0.08264 0.14875 0.19833 0.23139 0.24793 0.24793 0.23139 0.19833
0.14875 0.08264

Genellegtirilmig Lojistik dagilimina sahip bir veri setinin konum ve olgek
parametrelerinin tahmininde kullanilan UECO ve EKK tahmin edicilerinin ortalamasi,
varyansi ve MSE (Hata Kareler Ortalamasi)’leri Monte Carlo simulasyonu kullanilarak
farkli b degerleri igin hesaplanmigtir. Asagidaki tablodan da goriilecegi gibi UECO
tahmin edicileri (2,6 ) hem yansizdirlar hem de EKK tahmin edicileri (y, s)'ne gore
¢ok daha kiigiik varyansa sahiptirler. Dolayistyla etkinlikleri EKK tahmin edicileri (¥,

s)’den daha fazladir.

y,s, fi,6 ’mn Ortalama, Varyans ve MSE (Hata Kareler Ortalamasi)’leri (b=0.5, 1, 4).

Ortalama Varyans MSE

n y s a o y s a

6

y s a

0.5

10] -1.3822

2.4492

-0.0299

1.0352

0.659

0.606

0.539

0.090

2.569

6.604

0.540

1.162

20 | -1.3832

2.5028

-0.0091

1.0177

0.323

0.319

0.263

0.041

2.237

6.583

0.263

1.076

10 -0.0047

1.7471

-0.0048

1.0348

0.330

0.248

0.309

0.084

0.330

3.300

0.309

1.154

20 | 0.0024

1.7725

0.0014

1.0153

0.166

0.124

0.153

0.038

0.166

3.266

0.153

1.068

10 1.8401

1.3328

0.0707

1.0036

0.195

0.157

0.238

0.072

3.581

1.934

0.243

1.079

20 | 1.8366

1.3618

0.0303

1.0049

0.097

0.086

0.114

0.035

3.470

1.941

0.115

1.044

3. SONUC

UECO tahmin edicileri normal dagilim varsayiminin saglanmadig durumlarda
regresyon, zaman serileri, deney tasarimi gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir.
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Ciinkii bu tahmin ediciler asimtotik olarak tam etkin ve robust tahmin edicilerdir ve bu
tahmin edicilere dayanan testlerin giicii daha fazladir.
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Derivation Of Modified Maximum Likelihood
Estimators Of Parameters When The Error
Distribution Has Generalized Logistic Distribution

ABSTRACT
The estimators of parameters in the model
y, =pl+e, (1€i<n)

will be derived when the error distribution has Generalized Logistic
distribution and the methodology explained in this study will be
supported with an example (Senoglu, 2000).

In our future studies, the estimators of the parameters in the
models used commonly in statistical design of experiments such as

Balanced Incomplete Block Design, Latin Square Design and
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Hata Terimlerinin Genellestirilmis Lojistik Dafilima Sahip Olmasi Durumunda
Parametrelerin Uyarlanng En Cok Olabilirlik Tahmin Edicilerinin Bulunmasi

Factorial Design etc. will be derived by using the methodology given
in the following sections. This methodology is the basic of our future
studies that is why we investigate it in detail.

Key Words: Modified Maximum Likelihood Estimators, Generalized
Logistic Distribution, Minimum Variance Bound, Robust
Estimators.
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