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OZET

Markov zinciri Monte Carlo yontemleri sayisal genetik
modellerde parametrelerin marginal sonsal dagilimlar: hakkinda
yorumlamalar yapmada giderek artan bir bigimde uygulanmaktadir.
Bu makale, boyle metotlardan biri olan Gibbs drneklemesinin karisik
bir dogrusal modelde parametreler hakkinda Bayesci yorumlamaya
uygulanmasini ele almaktadir. Gibbs drneklemesi, bilesik veya
marjinal yogunluklar dogrudan dogruya elde edilmeseler dahi,
yorumlamalar yapilmasina izin veren sayisal bir integral yontemidir.
Tam garth  yogunluk fonksiyonlarinin  tamamindan  sirayla
degiskenlerin iiretilmesi esasina dayanmaktadir. Tam sarth yogunluk,
modelde biitiin diger parametreler verildiginde bir degiskenin
yogunlugudur. Varyans unsurlarint tahmin probleminde, ilgi duyulan
bilesik yogunluk fonksiyonu, gozlemler verildiginde sabit etkiler,
bilesik etkiler. rassal etkiler ve varyans unsurlarin dagilimidir ve
marjinal yogunluklar, gozlemler verildiginde sabit etkiler, bilegik
etkiler, rassal etkiler veya varyans unsurlarmn dagilimlaridir. Bu
aragtirmada, kisitlanmig maksimum olabilirlik (REML) ve Gibbs
orneklemesi yontemleri kullamlarak 20438 Tiirk Holstein-Friesian siit
sigirt igin siit verimine ait genetik ve fenotipik parametrelerin sonsal
dagilimlarimn tahminleri elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Gibbs orneklemesi, Bayesci yorumlama,
parametre tahmini

1. GIRIS

Bayesci yaklagimin kullamldigi birgok problemde, uygun yorumlamalar
yapabilmek igin parametrelerin marjinal dagilimlarina ihtiyag duyulmaktadir. Bununla
birlikte, bilesik sonsal dagilimlarin karmagiklig1 nedeniyle, parametreler veya bunlarin
fonksiyonlarinin marjinal dagilimlarini analitik yontemlerle elde etmek oldukca zor
veya imkansizdir. Bu durum varyans unsurlan hakkindaki yorumlamalar dahil olmak
tizere birgok uygulamali problemler igin gegerlidir. Dolayis: ile, bilesik yogunluk
fonksiyonundan herbir parametreye ait marjinal fonksiyonu elde etmede analitik
integral yerine sayisal integral yontemlerine gereksinim bulunmaktadir.
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Son yillarda, sadece sarth dagilimlar mevcut oldugunda ¢oklu bilesik ve marjinal
sonsal dagilimlarin Orneklemesini yapan sayisal integral yontemleri birgok bilim
adaminin dikkatini gekmigtir. Bu yontemlerin ortak yoni, 6rneklemenin stokastik
siregle yapilmasidir. Bu fikir esasim Metropolis algoritmasinin uyarlanmasindan
almaktadir. Bununla birlikte, Metropolis algoritmasinin genellestirilmis sekli olan
Markov-Zinciri Monte Carlo ornekleme yontemlerini tavsiye eden Hastings (1970),
Gibbs Orneklemesinin yaygin olarak kullanilmasini saglamistir. Geman ve Geman
(1984)’iin Bayesci goriintii analizi konusunda yaptifi ¢aligma Bayesci istatistiksel
yorumlamanin uygulanabilirligini daha da arttirmigtir.

Yakin zamanlarda, Gelfand ve Smith (1990) Gibbs 6rneklemesi ve diger Monte
Carlo yontemlerini kapsamli bir sekilde incelemiglerdir. Gibbs drneklemesi algoritmasi,
tam sarth yogunluk fonksiyonlarinin tamamindan 6rnekleme yaparak modeldeki biitiin
parametrelerin bilesik yogunluk fonksiyonuna yaklagimda bulunur. Tam sarthi yogunluk
fonksiyonu, modelde biitiin diger parametreler verildiginde ilgi duyulan degiskenin
yogunlugudur. Varyans unsurlarinin tahmini durumunda, ilgi duyulan bilesik yogunluk
fonksiyonu, gozlemler verildiginde sabit etkiler, rassal etkiler ve varyans unsurlarinin
tamaminin dagilimidir. Bu durumda ilgi duyulan marjinal yogunluklar, gézlemler
verildiginde sabit etkiler, rassal etkiler veya varyans unsurlarinin dagilimlandir.

Bu makalenin esas amaci, Gibbs 6rneklemesi kullanilarak sirekli degiskenler igin
karigik dogrusal modellerden varyans unsurlari ve fonksiyonlari hakkinda Bayesci
yorumlamalarin nasil yapildigim gostermektir. Verilerin tek degigkenli normal bir
dagilima sahip olduklar varsayilmaktadir. Analizde kullanilan karigik model, rassal etki,
sabit etkiler ve bilegik etkilerden olugsmaktadir. Makalede 6nce teorik varsayimlar ve
Gibbs 6rneklemesi hakkinda ayrintilar verildikten sonra 20438 Tirk Holstein-Friesian
sigirnin sit verimine ait sayisal ornek kullanilarak genetik ve fenotipik parametrelerin
REML tahminleri ve Gibbs orneklemesinden elde edilen sonsal beklenen degerleri
sunulmusgtur.

2. TEORIK VARSAYIMLAR

Bu kisimda, kullamlan model ve varsayimlar, genel Bayesci tahmin yontemi,
kullanilan algoritma ve hesaplamayla ilgili Gibbs adimlari hakkinda bazi bilgiler

verilmeye galigilacaktir.
2.1  Model ve Varsayimlar

Matris gosteriminde N boyutlu gozlem vektorii y igin genel karigtk bir model
soyledir

y=Ha+Cp+Ds+e ()
burada @, g boyutlu sabit etkiler vektorii, H, Nxg boyutlu sabit etkilere ait desen matrisi,
C, bilesik etkilerin merkezi degerini igeren Nxc boyutlu bir matris, B, bilesik etkilere ait

¢ boyutlu regresyon katsayilar1 vektorii, D, Nxs boyutlu rassal etkilere ait desen matrisi,
s, s boyutlu rassal etkiler vektorii ve e, N boyutlu rassal hatalar vektoriidiir. Yukaridaki
(1) nolu modelle ilgili varsayimlar soyledir:
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E(yla,B.s,02,02)=Ha+CB+Ds, E@s)=0, E(e)=0,Varslo?)=G=I,02,

Varelo2)=R=1,062, Covis.elo?,02)=0, Varylap.so;,07)=1 02,

y H(l'i'CI] y DGD +R GD R
Els|= 0 ve Var|s [= GD G 0.
e 0 e R 0 R

2.1.1 Baz kisitlamalar

Bazi1 hayvan islahi uygulamalarinda, varyans unsurlar o‘% ve 0’3 yerine

bunlarin oranlari veya fonksiyonlar: hakkinda yorumlamalarin yapilmas: gerekebilir. 7,

boga ve hata varyans unsurlarinin oranini, 0'_%10'3', temsil etsin. Bu durumda, bir
karakterin kalitim derecesi, 4%, ¥ ’nin artan bir fonksiyonu olup 4’=4/(1+y ') seklinde
verilir. ¥ varyanslarin bir oram oldugundan, pozitiftir. Ayrica, (1)’deki boga modelinin
kullanimi ¥ {zerine bir {ist sinir konulmasini zorunlu kilar, bu u ile gosterilsin. Boylece

2Su0'2

% " sinirlari elde edilir. Baba bir iivey kardes aile yapisi i¢in

0<y<u veya 0<o

kalitim derecesinin O ile 1 arasinda olmasit «’nun 1/3’e esit olmasin1 gerektirir ve 0‘3 ,0

ve 1/3 0'3 arasinda degerler alir. Bu kisitlamay: dikkate almayan bir uygulama, kalitim

derecesi tahminlerinin kendi parametre simirlar1 diginda degerler almasina yol agabilir.
2.2. Bayesci Formiilasyon
2.2.1. Onsel dagihmlar

Varyans unsurlarinin tahmini amaciyla modeli tam olarak tanimlamak igin ilave
varsayimlar yapiimasi gerekmektedir. Once, modeldeki a, B, s, 052 ve 0’3

parametreleri i¢in 6nsel dagilim tayin edilmesi zorunludur. Bu g¢aligmada sabit ve bilesik
etkilere ait parametreler, a ve B, igin diizgiin 6nsel dagilim kullamlacaktir

f(a,p) = sabite. (2)

Bu, baglangigta bu parametrelerin degerleri hakkinda ¢ok az bilgiye sahip
olduumuz anlamindadir. Sonra, rassal etkilerin, s, normal dagilim gosterdigi
varsayilmaktadir

slo? ~ Ny(0,1,62). (3)
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Varyans unsurlari crf ve ag‘nin onsel dagilimlarinin bilegik yogunluk

fonksiyonunun agagidaki gibi oldugu varsayilmaktadir

~Ls+2) ~Jve+2) [ ves? v,s2
f(af.aezlvs.s_g,ve.sg)m (asz) 2 (03) 2 exp = ‘72‘7 + 828 ’ (4)

Bu fonksiyondan, o‘? ve o‘g 'nin birbirinden bagimsiz ve ters ;(2 dagilimlari,
xz(vs,vss_%) ve xz(ve,vesg), izledikleri anlagilmaktadir. Boylece 3;2 ve se_z,

2

sirastyla o ve a;z'nin onsel beklenen degerleri olarak yorumlanabilirler, buna

karsilik vg ve v, serbestlik derecesine esdeger dogruluk (precision) parametreleridir.

Varyans unsurlari igin diger dagilimlar kullanilmasi durumunda Gibbs
orneklemesi algoritmasi daha karmagik olacaktir. Daha 6nce yapilan Gibbs 6rneklemesi
¢aligmalarinda bu parametreler igin diizgiin dagilimlar kullanilmigtir (Wang vd, 1994,
Jensen vd, 1994). Hobert (1994), varyans unsurlart igin diizgiin dagilimlar kullamldig
zaman bilegik dagilimin her zaman mevcut olmayacagini ve Gibbs 6rneklemesinden elde
edilen sonuglarin dogru olmayacagini belirtmistir. Varyans unsurlart igin dizgiin
dagilimlarin giivenli olarak ne zaman kullanilabilecegini belirlemek i¢in daha fazla
caligmaya gerek vardir.

2.2.2. Olabilirlik fonksiyonu

Son olarak, rassal hata etkilerinin asagidaki normal dagilima sahip oldugu
varsayilmaktadir

2 273N l
f@laBsof)=(07) 2 exp-—5[(y-Ha-CB-Ds(y- Ha-CB-Ds)]}. (5)

[ 4

Yukarida (2)-(5) esitliklerinde verilen varsayimlar birgok olabilirlige dayali
yontemlerde kullanilanlarla aymidir. Ayrica, varyans unsurlart bilindigi zaman, bu
varsayimlar sabit ve rassal etkiler i¢in BLUE ve BLUP ¢ozimleri ile
sonuglanmaktadirlar (Gianola ve Fernando, 1986; Gianola vd, 1990).

2.2.3. Bilesik sonsal yogunluk fonksiyonu
Bilesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu yukarida (2)-(5)’de tanimlanan 6nsel

ve sarth dagilimlarin garpimi olarak yazilabilir. Gozlemler ve onsel bilgi verildiginde a,

B,s, 0'3 ve 0'32 parametrelerinin bilegik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibidir
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F@B5.0202 1y,v552v052) = f(y10,B.5.02) f(@.B) f(5162)f (02,0 2g,52v452)
»-L(N+ve+2) —1(s+v3+2) |
oc((}‘g) 2 (o’_%) 2 ex ——2a(s's+vss.‘2.) (6)

X exp{-%h-m-q&—nsr(y-Hu-Cﬂ—Ds)wesf]}

e

2.2.4. Tam sarth yogunluk fonksiyonu

Gibbs orneklemesi yontemini kullanabilmek icin a, B, s, 0'3 ve 0‘3

parametrelerinin herbirinin tam sarth dagilimina, yani modeldeki diger parametreler
verildiginde herbir parametrenin sonsal dagihmina ihtiyactniz bulunmaktadir. Bu
dagilimlarin ilk Ggiinii elde etmek igin agagidaki yaklagim kullanilir. Boyutu d olan bir 6
vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki ifadeye oransal ise

exp[-% (6°A0 - 29'3)] .

bu durumda 0 'min dagilimi N,;(A"a, A'[)'dir, burada A pozitif tanimli bir matristir. a,

B, s, 0‘3 ve 0'62 'nin sarth sonsal dagilimlari (6) nolu esitlikteki bilesik sonsal olasilik

fonksiyonundan elde edilir ve sirastyla soyledir:

[@lB,s,02,02,y]=N,((HH)"H'(y-C§-Ds), c(HH)"), 7
Bla,s,0?,02,yl=N,((C'C)"C'(y-Ha-Ds), 62(C'C)"), (8)

2 2
[s1a.p,0%,0%,y]= N,((D'D+U—;1,)"‘ D'(y—Ha—Cﬁ),aj(D'm%g-l,)" J )
G' r

(07 1a,B,5,07,y]1=x 7 (s+v,, s's+v,s7), (10)

£ s

[0} Iu,B,s,of,y]:x‘z(N+v‘, (y—Ha—CB-—Ds)’(y-—Ha—CB—Ds)+v,sf ) (11)

burada H'H g tane sabit etkiye ait frekanslar1 veren kogegen matris, C'C bilesik
etkilerin diizeltilmig kareler ve garpimlar matrisi ve DD bogalarin kizlarinin sayisini,
n., veren kosegen matrisi temsil etmektedir.

2.2 Gibbs Orneklemesi

Bayesci modellerde sonsal dagilimlari incelemede giiglii bir iteratif algoritma
olan Gibbs orneklemesi, sira ile tam sarth dagilimlardan 6rnekleme yaparak modeldeki
parametrelerin  hepsinin bilesik sonsal yogunluk dagilimina Ornekler iiretir. Bu
caligmada, algoritmanin kullamimi Wang vd (1993) ve Firat vd (1997)’nin tanimlandig:
sekli ile tek degiskenli analizler i¢in asagidaki gibi yerine getirilmistir:
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) Sirasiyla biitiin degiskenlere (a, B, s, 03 ve 0‘82) rastgele bir baglangi¢ degeri

tayin edilir, a,, B,, s,, 0., ve 0.

—

2) |alB,.s,,02,02%,y] den sabit etkiler iiretilir (@, ) ve a giincellestirilir,
3) [Bla,.s,,0%,07%,y] den bilesik etkiler wretilir (B,) ve B giincellestirilir,

4) Ista,,B,.0% .02, y] den rassal etkiler iiretilir (s,) ve s giincellestirilir,

5) lo?1a,.B,.s,,0%,y]’den o iiretilir ve o giincelletirilir,
6) lo?1a,,B,,s,,0%,y]'den o iiretilir ve o? giincellestirilir,

7) 302202 iseS. ve 6. admlar 302 < 2

kosulu saglanana tekrar edilir.

Boylece her parametre (=degisken) rastgele bir sira ile ziyaret edilmis olur ve bu
dongii (a,, B,. s,, 0}, ve o)) dan (a,,B,,s,.0),0’) e bir gegisi tamamlar. Gibbs
orneklemesinin gegerliligi, algoritmanin her déngiisiiniin Markov zincirinin bir adimina
kargilik gelmesinden kaynaklanmaktadir (Geman ve Geman, 1984). Sonsal dagilimdan
uretilen degerler asagidaki sekilde elde edilebilirler:

8) Adim 2-7 giincellestirilmis degerler kullanilarak ve tim degerler kaydedilmek
suretiyle m defa tekrarlanir.

Ornegin eger o?’ye ait degerlerin ¢, ¢?,, ..., 0., oldugu varsayilirsa, bunlar
o!’nin marjinal sonsal dagilimindan simiile edilmig degerleri olugtururlar. Boylece
Gibbs drneklemesi algoritmasi m tane Gibbs 6rnegi (a,, B,, s,, o) ve 02), (I=1,...,m)

iiretir. Herhangi bir parametre icin, m ornek degerlerinin kaydedilmesi marjinal sonsal
yogunluk fonksiyonundan simiile edilmig bir 6rnek olarak algilanabilir.

Gibbs érneklemesinin bazi 6zel problemler igin nasil uygulanacag: konusunda
farklh gortigler vardir. Bazi arastiricilar Gibbs dongiisii  stirecinin  baglangicinda
kaydedilen degerlerin bir kisminin atilmasini tavsiye etmektedirler. Bunun nedeni ilk
degerlerin populasyon parametresine yaklagmaktan ¢ok wuzak olmalaridir. Bazi
aragtiricilar  ise sadece Omegin her onuncu degerinin kaydedilmesini tavsiye
etmektedirler, ¢iinkii birbirini takip eden oOrnekler arasinda yiiksek korelasyon
bulunmaktadir. Bazilari da siirecin farkli baglangig¢ degerleri ile yeniden baglatilmasindan
yanadirlar. Simiile edilmig verilerle olan deneyimler (Firat, 1995) ve Raftery ve Lewis
(1992)’nin bu konudaki teorik iddialari, mevcut durum igin sonsal dagilima yakin
baglangi¢ degerleri kullaniimas: halinde boyle olumsuzluklarla karsilagiimayacag:
inancina neden olmugtur.

3. SAYISAL ORNEK

Bu galigmada kullamilan veri seti, 20438 Tirk siyah-alaca sigirlarinin ilk iig¢
laktasyon siit verimlerinden ibarettir. Tablo 1 veri setinin yapisini géstermektedir. Boga
bagina diigen kiz sayis1 3 ile 5195 arasinda degisirken siirii-yil-mevsim bagina diigen
gozlem sayisi 3 ile 247 arasindadir. Analize dahil edilen kovaryetler sunlardir: (i) siit
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verimlerinin toplandig: iller, (ii) laktasyon sayist ve (iii) dogrusal ve karesel olarak
buzagilamadaki yag (ay). Laktasyon siit verimi kg olarak ifade edilmistir.

Tablo 1 Veri setinin yapisi

Veri seti
Siit verim kayitlarinin sayisi 20438
i1 say1s1 17
Siirii-yil-mevsim kategorisi sayisi 376
Boga sayisi 714
Boga basina ortalama kiz sayisi 28.6
Laktasyon basina kayit sayisi
11k laktasyon 10219
Ikinci laktasyon 6614
Ugiincii laktasyon 3605
Ortalama 5542.38
Standart sapma 1428.43

Denemede s boga oldugunu ve bunlarin N kizindan sit verimleri elde edildigini
varsayalim. Model (1)’de, y siit verimleri olsun. H herbir kizin ait oldugu siirii-y1l-
mevsim grubunu tammlar, a g siiri-yil-mevsim etkilerini temsil eder, C kovaryetlerin
merkezi degerlerini igerir, B ¢ kovaryetlere ait regresyon katsayilar vektoridiir, s boga
etkilerini temsil eder ve D herbir kizin babasini belirler. y ve e vektorleri egit uzunluga,
N, sahiptirler. s'nin uzunlugu bogalarin toplam sayisi s'dir. H, C ve D matrislerinin
boyutlart sirastyla Nxg, Nxc ve Nxs'dir. Bogalarin birbiriyle iligkili olmadigi ve
ineklerin ise sadece kendi bogalar aracilig ile iligkili olduklar varsayilmistir.

4. SONUCLAR ve TARTISMA

Model (1) i¢in tek degiskenli Gibbs 6rneklemesi iglemi iki kez tekrarlanmustir.
ilkinde, ilgi duyulan parametrelere rastgele baglangig degerleri verilmis ve 2500
iterasyondan elde edilen degerler kaydedilmigtir. 2000 iterasyonun yakinsama igin
yeterli oldugu anlagildigindan, ilk 500 deger atilarak 2000 iterasyonun ortalamasi
alinmigtir. Ikincide bu ortalamalar baglangic degerleri olarak kullamlarak 2000
iterasyondan elde edilen degerler kaydedilmistir. Boylece model (1)'deki parametreler
hakkindaki marjinal sonsal yorumlamalar ikinci kosumdan elde edilen 2000 iterasyona
dayanarak yapilmugstir. Serbestlik dereceleri v; ve v, 1 olarak alinmigtir. Stt verimine

ait varyans unsurlarn ve fonksiyonlarinin ve regresyon katsayilarinin REML tahminleri
ve 2000 iterasyona dayali Gibbs 6rneklemesinden elde edilen sonsal beklenen degerleri
Tablo 2’de verilmigtir. Bu ¢izelge incelendiginde REML tahminlerinin sonsal beklenen
degerlere oldukg¢a yakin olduklart goriilmektedir. Normal kernellere sahip kernel
yogunluk tahmin edicisi yontemi kullanilarak Gibbs algoritmasindan elde edilen model

parametreleri 0'_3 ve 0'3, y ve h”nin herbirinin marjinal sonsal yogunluklarinin

tahminleri Sekil 1’de verilmistir.
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Tablo 2: Siit verimine ait varyans unsurlari ve fonksiyonlarinin ve regresyon
katsayilarinin REML tahminleri ve 2000 iterasyona dayali Gibbs drneklemesinden elde
edilen sonsal beklenen degerleri (standart sapmalar parantez i¢inde verilmistir).

Yoéntem o’ o’ Y W
REML 56827.276 1124962.259 0.0505 0.1923
GIBBS 56584.100 1125185.000 0.0503 0.1914
(8378.988)  (11590.880)  (0.0075)  (0.0273)
Il Lakt. No. Yas (Lin.) Yas (Kuad.)
REML -2.0137 122.1576 40.8786 -0.2637
GIBBS -2.0187 122.5836 40.6324 -0.2607

(0.5402) (25.1737) (5.6234)  (0.0684)

“Varyanslarin orani, y=07/07.

Bayesci yaklagimin avantaji, parametreler hakkindaki yorumlamalarin, sadece
notka tahminleri ve yaklagik standart sapmalar yerine, bunlarin sonsal dagilimlarinin
dikkate alinarak yapilmasidir. Bu makalede, dengesiz tek degiskenli karigik bir modelde
kovaryetlere ait bilgiyi kullanarak nisbeten biiyiik bir veri setinin Gibbs 6rneklemesi ile
analizinin miimkiin olabilecegi irdelenmigtir. Ayrica Bayesci marjinal sonsal beklenen
degerlerin Gibbs 6rneklemesi kullanilarak kolayca elde edilebilecegi gosterilmistir.
Fakat, Gibbs 6rneklemesinin mahsuru hesaplamalar bakimindan olduk¢a uzun zaman
almasidir. Ornegin, REML programi 5 dakikada analizi yaparken, Gibbs 6rneklemesi
2000 iterasyonu tamamlamak igin 17 dakika harcamaktadir. Bu ilk bakista biiyiik bir
dejavantaj olarak goriilsede, sonsal dagilim REML nokta tahmininden daha fazla bilgi
vermektedir. Burada sunulan metedolojinin 6nemli bir uzantisi, tek degiskenli bir
karigik modeli gok degiskenliye genellegtirmektir.
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Sekil 1. 2000 iterasyona dayali Gibbs orneklemesinden elde edilen varyans
unsurlari ve fonksiyonlarimin marjinal sonsal yogunluklar:.
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Gibbs Orneklemesi ile Karigik Dogrusal Bir Modeldeki Varyans Unsurlar1 Hakkinda Bayesci
Yorumlama

Bayesian Inferences About Variance Components
In A Mixed Linear Model Via Gibbs Sampling

ABSTRACT

Markov chain Monte Carlo methods are increasingly being applied
to make inferences about the marginal posterior distributions of
parameters in quantitative genetic models. This paper considers the
application of one such method, Gibbs sampling, to Bayesian
inferences about parameters in a mixed linear model. Gibbs sampling
is a method of numerical integration that allows inferences to be made
about joint or marginal density, even those densities cannot be
evaluated directly. It is based on generation, in sequence, of variables
from all of the full conditional densities. Full conditional density is the
density of a variable given all other parameters in the model. In the
problem of estimation of variance components, the joint density of
interest is the distribution of fixed effects, covariate effects, random
effects and variance components, all given the data and the marginal
densities are the distributions of fixed effects, covariate effects,
random effects, or variance components, given the data. In this
research, estimates of posterior distributions of genetic and
phenotypic parameters for milk yield are obtained for 20438 Turkish
Holstein-Friesian cows using restricted maximum likelihood (REML)
and Gibbs sampling methods.

Key Words : Gibbs sampling, Bayesian inference, parameter
estimation

235



	Mehmet ZİYA FIRAT
	Gibbs Örneklemesi İle Karışık Doğrusal Bir Modeldeki Varyans Unsurları Hakkında Bayesci Yorumlama


