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Oz: Bu calismanin amaci ilkdgretim matematik dgretmeni adaylarinin cebir ve geometri alaninda yaptiklari ispatlarin
ozelliklerini ortaya g¢ikarmaktir. Bu baglamda 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alaninda yaptiklari ispatlarin; ispat
yapilarina ve semalarina odaklaniimistir. Aragtirmanin galisma grubunu Turkiye’deki bir devlet tiniversitesinin ilk6gretim
matematik 6gretmenligi bolimi dordiincl sinifinda 6grenim goéren 29 6gretmen adayi olusturmaktadir. Aragtirmanin
verileri Cebir-Geometri ispat Formu araciligi ile toplanmistir. Formda 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alanindan
ispat yapmalari gereken iki acik uglu soru yer almistir. Bu ispatlarin ¢éziimlenmesinde betimsel analiz kullanilmistir. ispat
yapilarinin analiz sonuglari ilkogretim matematik 6gretmen adaylarinin hem cebir hem de geometri alanindaki ispatlarda
¢ogunlukla timevarimsal ve vyapisal-sezgisel yapida ispat Uretebildiklerini, her iki alanda da ¢ok sinirlh sayida
timdengelimsel yapida gecerli ispat iiretebildiklerini ortaya koymustur. ispat semalarinin analizi 6gretmen adaylarinin
cebir alanindaki ispatlarda ¢ogunlukla tiimevarimsal ve referanssiz-sembolik ispat semalarini kullandiklarini, geometri
alanindaki ispatlarda ise ¢ogunlukla timevarimsal ve algisal ispat semalarini kullandiklarini ortaya ¢ikarmistir. Bu sonuglar
o6gretmen adaylarinin hem cebir hem de geometri alaninda ispat yapmada basarisiz olduklarini gézler 6niine sermistir.
Cebir ve geometri alanlarindaki ispatlar arasindaki yapisal bitinlik durumlari incelendiginde bu iki alandaki ispatlar
arasinda yapisal strekliligin olmadigi, cogunlukla yapisal mesafenin oldugu bunu da spantone siirekliliklerin takip ettigi
belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cebir, geometri, ilkogretim matematik 6gretmen adayi, ispat, ispat 6zellikleri.

Proof Characteristics of Primary School Mathematics Teacher Candidates in The
Algebra and Geometry Domains

Abstract: The aim of this study is to reveal the characteristics of the proofs made by primary school mathematics teacher
candidates in the domains of algebra and geometry. In this context, the focus was on the proof structures and schemes
of the proofs made by prospective teachers in the domains of algebra and geometry. The study group consists of 29
teacher candidates studying in the fourth grade of the primary mathematics teaching department of a state university in
Turkiye. The research data were collected through the Algebra-Geometry Proof Form. The form included two open-ended
guestions that prospective teachers had to prove in the domains of algebra and geometry. These proofs were analyzed
with the help of descriptive analysis. The analysis results of the proof structures revealed that teacher candidates were
mostly able to produce inductive and structural-intuitive proofs in proofs in both algebra and geometry, and that they
could produce valid proofs in a very limited number of deductive structures in both domains. The analysis of proof
schemes revealed that pre-service teachers mostly used inductive and non-referential symbolic proof schemes in proofs
in the domain of algebra, and that they mostly used inductive and perceptual proof schemes in proofs in the domain of
geometry. These results revealed that prospective teachers were unsuccessful in making proofs in both algebra and
geometry. When the structural unity situations between the proofs in the domains of algebra and geometry were
examined, it was determined that there was no structural continuity between the proofs in these two domains, there
was mostly structural distance, and this was followed by spontaneous continuity.
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Giris

Cebir ve geometriye matematik dersi 6gretim programlarinda genis bir yer verilmektedir. Literatiirde siklikla
“genellestirilmis aritmetik” olarak tanimlanan cebir (Kramarski, 2008, p.83); matematigin dillerinden biridir (Grgnmo,
2018). Ancak cebir yalnizca bir bilim dili degil ayni zamanda ileri matematige gecis kapisidir (Jupri vd., 2014). Cebir, somut
aritmetikten cebrin sembolik diline gecisle birlikte 6grencilerin matematikte ilerlemeleri icin gerekli olan soyut
matematiksel bilisi gelistiren ve soyut akil yiritmelerini tesvik eden okul matematigindeki ilk alandir (Susac vd., 2014).
Cebir; denklemleri ¢ozmek, matematiksel temsillerin yapisini belirlemek ve fonksiyonel iligkileri analiz etmek icin sayi ve
sembollerin kullanimiyla yakindan ilgili olan bir matematik dalidir (Chrysostomou vd., 2013). Aritmetik akil yiritmenin
dogal bir uzantisi olan (Kramarski, 2008) ve cebir problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan bir akil ylritme tiri olan (Kaput
ve Blanton, 2005) cebirsel akil yiiriitme ise; sembolik ifadeler araciligiyla genel iliskileri belirlemede, karsilastirmada ve
yonetmede, bununla birlikte bircok sayisal degerlendirmeyi kolaylastirmada 6nemli rol oynamaktadir (Smith ve
Thompson, 2007). Ogrenciler cebirsel akil yiiriitmeyi kullanabilmek icin ériintiileri, iliskileri ve fonksiyonlari anlayabilmeli,
matematiksel durumlari ve yapilari; cebirsel semboller kullanarak temsil ve analiz edebilmeli, niceliksel iliskileri temsil
etmek ve anlamak igin matematiksel modelleri kullanabilmeli ve gesitli baglamlarda degisimleri analiz edebilmelidirler
(Friel vd., 2001). Bunun disinda cebirsel akil yiiritme matematiksel bilgilerin ve iligkilerin temsilinde tablolarin, sekillerin
veya grafiklerin kullanimi da gerektirmektedir (Herbert ve Brown, 1997). Ayrica cebir alaninda retilen ispatlardaki
yapilandirilmis argimantasyonlar hem aritmetik hem de cebirsel akil yliritme ile karakterize edilirler (Pedemonte, 2008).
Bu ylizden cebirsel akil yiritme, ispat icin gerekli bir diisiinme bigimidir.

Geometrinin odak noktasi hem kavramsal hem de sekilsel 6zelliklere sahip olan ve geometrik figlrler olarak
adlandirilan zihinsel varliklardir (Fischbein, 1993). Okul geometrisi, matematiklestirilmis uzamsal nesneler, iliskiler ve
doniisimler ile onlari temsil etmek i¢in olusturulmus aksiyomatik matematiksel sistemlerin incelenmesini icermektedir
(Clements ve Battista, 1992). Bu yiizden, okul matematiginin 6greniminde ihtiya¢ duyulan akil yiritme becerilerinden
biri de geometrik akil yliriitme becerisidir (Ramlan ve Ramlan, 2017). Geometrik akil yliritme siregleri olarak ifade edilen
bilissel slire¢ ve kavramlar, 6grencilerin geometrik ¢ikarimlar yapabilmelerine, geometrik 6zellikler (izerinden uzamsal ve
geometrik becerilerini, hayal gliclerini ve geometrik sezgilerini gelistirebilmelerine, geometrik modeller arasindaki
dontisimleri kesfedebilmelerine ve kavramlar arasinda bag kurabilmelerine énemli derecede katkilar saglamaktadir
(Bozkurt vd., 2022). Geometrik akil yUritmenin ve diisinmenin gelisimini tanimlamak ve anlamak igin farkli seviye ve
sireclerden olusup yararli cergeveler sunan van Hiele Geometrik Disiinme Duizeyleri (van Hiele, 1986), Duval’in Bilissel
Modeli (Duval, 1998) ve Fischbein'in Sekilsel Kavram Modeli (Fischbein, 1993) gibi cesitli teorik modeller bulunmaktadir
(Jones, 1998). Bu modellerden biri olan ve bes diizeyden olusan van Hiele geometrik diisiinme diizeylerinden ilk G¢linde
(gorsel duzey, betimsel dizey, basit ¢ikarim dizeyi) 6grenciler kendi baslarina ispat yapacak dizeyde degillerken,
dordiinci diizey olan ¢ikarim dizeyinde 6grenciler herhangi bir aksiyomatik sistem icinde ispat yapabilirler ancak besinci
ve son diizey olan sistematik distinme diizeyinde 6grenciler farkli aksiyomatik sistemlerde de ispat yapabilirler (Duatepe-
Paksu, 2016; van Hiele 1986). Dolayisiyla geometrik akil yiritme, geometri alandaki ispatlar i¢in gerekli bir disinme
bicimidir. Ogrencilerin geometri alanindaki ispatlari yapabilmeleri icin geometrik akil yiiriitme becerilerinin gelistirilmesi
gerekmektedir (Evans, 2007).

Teorik Cergeve

Argiimantasyon sireci sonunda informel ya da formel gerekgelendirmelere wulasilir ki yalnizca formel
gerekgelendirmeler ispati olustururlar. Harel ve Sowder (1998) lisans Ogrencileriyle yaptiklari ¢alismalarinda her biri
matematiksel gelisimde bilissel bir asamayi temsil eden ve ispatlama sirecinin bilissel karakteristigini ortaya koyan ispat
semalarini gézlemleyip bir siniflama ortaya koymuslardir (Harel, 2008; Harel ve Sowder, 1998). ispat semasi bir bireyin
kendini ve digerlerini bir varsayimin dogruluguna ya da yanlishigina ikna etmeye calistigi gerekge bicimleridir (Harel ve
Sowder, 1998; Sowder ve Harel, 1998). Harel ve Sowder (1998) calismalarinda 6grencilerin ispat semalarini otoriter, ritiel
ve sembolik alt ispat semalarindan olusan dissal, timevarimsal ve algisal alt ispat semalarindan meydana gelen deneysel,
donlisimci ve aksiyomatik alt ispat semalarindan ibaret olan analitik ana semalarina ayirmistir. Otoriter ispat semasinda
ogrenciler ders kitabi ya da 6gretmen gibi otoritelere ikna olmaktadirlar (Harel ve Sowder, 1998; Sowder ve Harel, 1998).
Ritiel ispat semalarinda 6grenciler ispatin iceriginden ¢ok goériinttsine ve sekline ikna olurlar (Harel, 2014; Harel ve
Sowder, 1998). Sembolik ispat semasinda ise Ogrenciler matematiksel referansi olmayan anlamsiz sembol
manipulasyonlariyla ikna olma yoluna giderler (Sowder ve Harel, 1998; Harel, 2014). Algisal ispat semasinda 6grenciler
ikna olmak icin tam gelismemis zihinsel imgeleri kullanirlar ve kendi sezgilerine basvururlar (Harel, 2014; Harel ve Sowder,
1998). Tumevarimsal ispat semasinda 6grenciler bir varsayimin dogruluguna; nicel deneme yaparak ikna olurlar (Harel ve
Sowder, 1998; Sowder ve Harel, 1998). Dénlisimcii ispat semasina sahip 6grenciler ikna icin mantiksal ¢cikarim, islemsel
disinme ve genellemeye ihtiya¢c duymaktadirlar (Harel, 2007; Harel ve Sowder, 1998). En gelismis sema olan aksiyomatik
semada (Harel, 2001) ise mantiksal g¢ikarim, islemsel disiinme ve genelleme bir aksiyomatik sistem (zerine insa
edilmektedir (Harel, 2007; Harel ve Sowder, 1998; Sowder ve Harel, 1998). Bu ¢alismada ilkdgretim matematik 6gretmeni
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adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki ispatlarinin 6zelliklerini bilissel yonlyle incelemek igin Harel ve Sowder’in
(1998) ispat semalari siniflamasi kullanilmistir.

Harel ve Sowder’in (1998) ispat semalari siniflamasindan yararlanarak Inglis vd. (2007) lisansisti 6grencilerin
arglimantasyon sureglerini inceledikleri calismalarinda, ortak ozellikteki gerekgelerin kiimelendigi gerekge tiplerini
tiimdengelimsel (dediktif), timevarimsal (induktif) ve yapisal-sezgisel olarak siniflamislardir. Tiimdengelimsel gerekge
tipi; aksiyomlardan ulasilan ¢ikarimlarin, cebirsel manipilasyonlarin veya karsit 6rneklerin kullanildigi resmi matematiksel
gerekgelerdir (Inglis vd., 2007). Tiumevarimsal (induktif) gerekge tipi Gnermelerin bir ya da birkag 6zel 6rnekle ya da daha
genel bir 6rnekle dogrulanmasidir (Inglis vd., 2007). Yapisal-sezgisel gerekge tipi; 6grencileri bir sonuca ikna eden gorsel
veya baska tirdeki zihinsel yapi icin onlarin yaptiklari deney ve gozlemlerdir (Inglis vd., 2007). Bu gerekge tipleri ispat
yapilarinin tespitinde de kullanilmaktadir. (Pedemonte, 2008). Pedemonte (2007a) argiimantasyon ile ispat arasindaki
iliskiyi yapisal olarak inceleyerek 6grencilerin ispat yapilarini dediktif, abdiktif ve indiiktif yapi olmak Gzere lce ayirmistir.
Bu ¢alismada ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki ispatlarinin 6zelliklerini yapisal
acidan incelemek igin Inglis vd. (2007) tarafindan belirtilen yapi kullaniimistir. Bu ¢alismanin bir bulgusu olarak; bu
calismadaki 6gretmen adaylarinin hem cebir hem de geometri alaninda yaptiklari ispatlarda abduktif ispat yapisi
gozlemlenmedigi i¢in Pedemonte (2007a) yerine Inglis vd. (2007) tarafindan belirtilen yapi dikkate alinmistir. Bu
calismadaki 6gretmen adaylarinin yaptiklari ispatlarin yapisi igin Inglis vd.’nin (2007) siniflamasi daha uygun oldugu igin
boyle bir tercih yapilmistir. Arglimantasyon ile ispat arasindaki iliskiyi dilsel unsurlardan olusan igerik agisindan
karsilastiran galismalar arglimantasyon ve ispat arasindaki strekliligi bilissel butlinliik olarak adlandirmiglardir (Douek,
1999; Garuti vd., 1998; Mariotti vd., 1997). Pedemonte (2007a) igerik agisindan yapilan bu karsilastirmalarin
arglimantasyon ve ispat arasindaki iliskiyi ortaya koymada yetersiz kaldigini belirterek bu iliskiyi yapisal agidan analiz etmis
ve yukarida bahsedilen li¢ yapidan bahsetmistir. ispatta kullanilan ifadeler arasindaki mantiksal bilissel baglantilarin
(Boero vd., 2010; Pedemonte, 2007a) incelendigi ve yapisal bitinlik olarak adlandirilan (Pedemonte, 2007a) bu analiz
Toulmin (Toulmin, 1993) ve ck¢ (Balacheff ve Margolinas, 2005) modellerine dayanmaktadir. Pedemonte’nin (2007a)
¢alismasindaki yapisal bitiinlik incelemesi ispattan 6nce olusan argiimantasyon yapisi ile ispat yapisi arasindaki yapisal
benzerligi dikkate almaktadir. Arglimantasyon ile ispat ayni yapida olup her ikisi de dediktif yapida (deduktif argiiman ve
dediiktif ispat) ise yapisal sureklilik, dediiktif yapida degillerse (abduktif argliman ve abduktif ispat, indiktif argiman ve
induktif ispat) spontane sireklilik bulunmaktadir (Pedemonte, 2007a, 2008). Arglimantasyon ile ispat farkh yapilarda
(6rnegin indlktif argiman ve abduktif ispat veya abduktif argiman ve dediktif ispat) ise yapisal mesafe vardir
(Pedemonte, 2007a; 2008). Bu ¢alismada amag¢ Pedemonte’den (2007a) farkli olarak ilkégretim matematik 6gretmeni
adaylarinin ispat yapilarinin, ispatin yapildigi alana bagl olarak degisip degismedigini Inglis vd. (2007) tarafindan belirtilen
yapi ile sinamaktir.

Literatiir Taramasi

Cebir 6gretimi ile ilgili yapilan literatlrdeki ¢alismalarin genelinde 6grencilerin cebirsel diisiinme becerilerinin ve
cebirsel distinme yapilarinin temelini olusturan cebirsel akil yliriitme becerilerinin ve cebirsel islem ylritme becerilerinin
yetersiz oldugu saptanmistir (Kaya ve Kesan, 2014). Ozellikle egitimin her seviyesindeki égrenciler cebirsel ispat yapmada
glcliikler yasamaktadirlar (Chin ve Lin, 2009; Healy ve Hoyles, 2000; Reyhani, Hamidi ve Kolahdouz, 2012). Ogrenciler
ispatlari cebir kullanmadan giinlik dilde sunma ve cebirsel ispat yerine deneysel arglimanlar sunma gibi giiclikler
yasamaktadirlar (Chin ve Lin, 2009; Cusi ve Malara, 2007; Healy ve Hoyles, 2000; Reyhani vd., 2012). Ogretmen adaylari
da cebirsel ispat yapmada benzer bazi giigliikler yasamaktadirlar (Oztiirk ve Kaplan, 2019; Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2020).
Ornegin Yesilyurt-Cetin ve Dikici (2020) matematik 6gretmeni adaylarinin cebirsel ispat yapabilme durumlarini
incelemisler ve arastirmanin sonuglarina gére 6gretmen adaylari cebirsel ispat yaparken ispata baslayamama, ispata
yonelik onceki bilgilerdeki eksiklikler, var olan bilgileri ispatta kullanamama ve ayrica dil ve notasyon kullanimi gibi
glgliikler yasamaktadirlar.

Cebirsel ispatlar gibi geometrik ispatlarda da okul 6grencileri (Clements ve Battista, 1992; McCrone ve Martin, 2004),
dgretmen adaylari ve dgretmenler (Karpuz ve Atasoy, 2020; Oztiirk ve Kaplan, 2022; Sen ve Giller, 2022) bazi giicliiklere
sahiptirler. Ornegin Karpuz ve Atasoy (2020) ortadgretim matematik dgretmenlerinin geometrik ispatin mantiksal
yapisina iliskin alan bilgilerini incelemisler ve arastirmanin sonuglari 6gretmenlerin geometrik ispatlarda sekil-kavram
etkilesimlerinden kaynaklanan ispat hatalarinin (stesinden gelebilecek alan bilgisine sahip olmadiklarini ortaya
koymustur.

ispatin yapildigi alan fark etmeksizin; ispatlari bazi karakteristik dzelliklerine goére siniflayan galismalar igerisinde,
teorik cercevede sunulan Harel ve Sowder’in (1998) ispat semalari siniflamasi literatlirde en sik kullanilan ve en kabul
gdrmis olanlardan biridir. Universite dgrencilerinin (Cusi ve Malara, 2007; Stylianou vd., 2006) ve &gretmen adaylarinin
ispat semalarini saptayan calismalara (Cihan ve Akkog, 2023; Contay ve Duatepe-Paksu, 2019; iskenderoglu vd., 2010;
Sears, 2019; Sari vd., 2007; Sengil ve Guner, 2013; Weber vd., 2020) literatlrde sikga rastlanmaktadir. Bu galismalarda
Universite 6grencileri ve 6gretmen adaylarinin, ispatlama siireci sonunda bir Grlin olarak ortaya koyduklari ispatlarin
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ozellikleri incelenmis ve bu ispatlar ortak 6zelliklerine gore siniflandirilmistir. Stylianou vd. (2006) matematik bolimi
dgrencilerinin ve iskenderoglu vd. (2010) ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispatlarinda ¢ogunlukla
tiimevarimsal (deneysel) ispat semalarini kullandiklarini buna karsin Contay ve Duatepe-Paksu (2019) 6gretmen
adaylarinin ¢ogunlukla digsal ispat semalarina yonelik tepkiler verdiklerini tespit etmislerdir. Sengil ve Glner (2013) ise
birinci sinif ilkogretim matematik 6gretmeni adaylarinin ¢ogunlukla timevarimsal, son sinif adaylarin ise ¢ogunlukla
analitik ispat semasini kullandiklarini ortaya koymuslardir. Weber vd. (2020) ise hem matematik 6gretmeni adaylarinin
hem de matematik 6gretmenlerinin matematiksel ifadelerde kesinlik elde etmek icin deneysel gerekcelendirmelerle
yetindiklerini belirlemislerdir.

Buna karsin cebir ve geometri alanlarinda arglimantasyon sireci ile ispat arasindaki iliskiye odaklanan literatiirde
sinirh sayida calisma (Bulbil ve Urhan, 2016; Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2007a; Pedemonte, 2008;
Pedemonte ve Reid, 2011) bulunmaktadir. Bunlar disinda Pedemonte ve Buchbinder (2011) sayilar teorisi ve Doruk (2016)
analiz alanindaki ispatlamalarda bu iliskiye odaklanmiglardir. Bu galismalarda arglimantasyon siireci ve ispat arasindaki
iliskiler yapisal bitlinliik durumlari agisindan incelenmis ve yapisal sureklilik, spontane siireklilik ve yapisal mesafe gibi
durumlarin ispati basariyla tamamlama ya da ispatta glgliik yagama uzerine etkileri agiga ¢ikariimistir.

Arastirmanin Gerekgesi ve Amaci

Bu g¢alismanin amaci ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki ispat 6zelliklerinin
incelenmesidir. Dolayisiyla birbirinden farkli beceriler gerektiren bu iki alandaki ispat 6zelliklerinin bir arada ortaya
konmasi gretmen egitiminde cebir ve geometri egitimi agisindan ihtiyaclari ortaya koyabilir. Ogretmen adaylarinin ispat
ozelliklerinin ise hem ispat yapilari hem de ispat semalari baglaminda incelenmesi de farkl siniflamalarin kendine has
ozelliklerini yansitmasi agisindan degerli olabilir. Bu ¢alismanin diger bir amaci da ilkdgretim matematik 6gretmeni
adaylarinin cebir ve geometri alanindaki ispat yapilari arasindaki yapisal bittinlik durumlarinin incelenmesidir. Yapisal
batunlik durumlarinin yapisal siireklilik, spantone streklilik ve yapisal mesafe baglaminda incelenmesi amaglanmistir.
Baska bir ifade ile amag; yapisal biitiinliik hipotezini farkli alanlardaki ispatlarda test etmektir. Ogretmen adaylarinin ispat
alanlari degisince sahip olduklari ispat yapilarinin degisip degismedigi, yapisal sirekliligin veya spantone sirekliligin
korunup korunmadigi ve varsa yapisal mesafelerin incelenmesi bu calismaya orijinallik katan amaglar arasindadir. Bu
calismanin arastirma sorulari asagida siralanmistir.

e Ogretmen adaylarinin cebir alaninda yaptiklari ispatlar hangi 6zelliktedir?

e Ogretmen adaylarinin geometri alaninda yaptiklari ispatlar hangi 6zelliktedir?

e  Ogretmen adaylarinin cebir ve geometri alanindaki ispatlari arasindaki yapisal biitiinliik durumlari nasildir?
Yoéntem

Bu bolimde arastirma modeline, arastirma grubuna, veri toplama aracina, veri analizine ve gecerlik-glvenirlik
¢alismalarina yer verilmistir.

Arastirma Modeli

Nitel arastirma deseninde tasarlanan bu arastirma bir durum ¢alismasidir. Durum calismalari tek bir bireyin, birimin,
grup ya da toplulugun yogun ve sistematik arastirmasidir (Woods ve Calanzaro, 1980). Bu ¢alisma ilkdgretim matematik
ogretmenligi bolimiinde 6grenim goren bir siniftaki 6gretmen adaylarinin hem cebir hem de geometrik alandaki ispat
ozelliklerini derinlemesine ortaya c¢ikarmaylr amacladigindan ve bu alanlardaki ispat ozellikleri arasindaki iliskiye
odaklandigindan dolayi durum galismasi olarak yuritaImastar.

Arastirma Grubu

Bu calismada arastirma grubu, 2023-2024 egitim-6gretim yili bahar doneminde Tirkiye’deki bir devlet tniversitesinin
ilkogretim matematik 6gretmenligi bolimi dordiinca sinifinda 6grenimlerine devam eden 29 gonilli 6gretmen adayidir.
Arastirma grubu 6lciit 6rnekleme teknigi ile segilmistir. iIkdgretim matematik 6gretmenligi béliimi yedinci yariyil ders
planinda yer alan Mantiksal Akil Yiirlitme dersine kayitli olmak 6lgit olarak belirlenmistir. Clinkl bu ders kapsaminda hem
cebir hem de geometri alaninda tiimdengelimsel yapida ve aksiyomatik semada ispatlara yer verilmistir. Arastirmaya
katilmaya goniilli bu 6gretmen adaylari 0A1, 0A2, OA3, ..., 0A29 kodlariyla kodlanmistir.

Veri Toplama Araci ve Siireci

Arastirmanin verileri 2023-2024 egitim-6gretim yili bahar déneminde Cebir-Geometri ispat Formu (CGiF) aracilig ile
toplanmistir. CGiF'de 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alaninda ispat yapmalari gereken iki agik uglu soru yer
almistir. ilk soru cebir alaninda, ikinci soru ise geometri alaninda yaptiklari ispatlarin 6zelliklerini ortaya gikarabilmek adina
sorulmustur. CGiF’deki ilk soru cebir alaninda “Bir dogal sayinin karesi tek ise bu sayi tek midir? Cift midir? Bir karara
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vararak verdiginiz kararin dogrulugunu ispatlayiniz” sorusudur. ikinci soru geometri alaninda “Pisagor teoremini ifade ve
ispat ediniz” sorusudur. CGIF ile arastirmanin verileri ilk yazar tarafindan arastirma grubuna tek seferde ve 25 dakikalik
sire icerisinde uygulanarak toplaniimistir. Veri toplamadan 6nce arastirma hakkinda bilgiler ve katilimci haklari 6gretmen
adaylarina aktarilmis ve gonilli 6gretmen adaylarindan imzali onam formu alinmistir.

Veri Analizi

29 6gretmen adayinin CGiF'deki iki soruya verdigi yanitlar betimsel analiz ile ¢6ziimlenmistir. ispat semalarinin
analizinde Harel ve Sowder’in (1988) ispat semalari siniflamasi kullaniimistir. Cebir ve geometri alaninda yaptiklariispatlar
ayri ayri otoriter, ritliel, referanssiz-sembolik, algisal, tlimevarimsal, déntsiimci veya aksiyomatik sema olarak
kodlanmistir. Bu ¢alisma kapsaminda erisilen her bir kod i¢in 6rnege bulgular kisminda verilmistir.

Ogretmen adaylarinin gerekge tiplerinin dolayisiyla ispat yapilarinin analizinde Inglis vd.’nin (2007) siniflamasindan
yararlaniimistir. Ogretmen adaylarinin cebir ve geometri alanda yaptiklari ispatlar yine ayri ayri timdengelimsel
(dediiktif), timevarimsal (indiktif) ve yapisal-sezgisel yapi olarak kodlanmistir. Her bir kod igin 6rnege bulgular kisminda
yer verilmigtir.

Ogretmen adaylarinin cebir alanindaki ispatlari ile geometri alanindaki ispatlari arasinda yapisal bitinlik
durumlarinin analizinde Pedemonte’nun (2007a) yapisal bitinliik hipotezinden faydalaniimistir. Cebir ve geometri
alaninda yaptiklari ispatlarin yapisi, gapraz tabloya yansitilmis ve gapraz tablodan yararlanilarak bu iki alanda yapilan
ispatlar arasinda yapisal sureklilik, spontane siireklilik ve yapisal mesafe durumlari ayrintili analiz edilmistir.

Gegerlik ve Giivenirlik Calismalari

CGIF'nin gegerlik ve giivenirlik calismalari dogrultusunda 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki
ispatlarinin hangi 6zellikte olup olmadigi hakkinda genel bir kaniya varmak ve uygulanacak siire konusunda hem fikir
olmak adina veri toplama araci uzman goérisiine (Hair vd., 2014; Yildirim ve Simsek, 2016) sunulmustur. Matematik egitimi
alaninda uzman biri Prof. Dr. biri de Dog. Dr. olmak lizere iki akademisyenden goris alinmistir. Uzman goérusleri sonrasinda
formun uygulama siiresi 30 dakikadan 25 dakikaya dustrilmustdr.

Yazarlardan biri tarafindan, her iki soruya verilen yanitlar icin yapilan 29’ar kodlama (toplamda 58 kodlama) diger
yazar tarafindan kontrol edilmis ve uyum ytzdesi Miles ve Huberman’a (1994) ait gtivenirlik formulinden (58-4)/58=93
olarak hesaplanmistir ve bu uyum ylizdesi veri analizinin glvenirligi icin yeterli gorilmektedir (s. 64). Fakat uyumsuzluk
yasanan toplamda doért kod yazarlarin tekrar kontrolii ve birlikte degerlendirmesi sonucu uzlasmaya varilarak kod
tablolarina yansitilmistir. Uyumsuzluk yasanan Ug¢ kodun cebir alanindaki, bir kodun da geometri alanindaki yanitlarda
yasandigi tespit edilmistir. Bu uyumsuzluklarin, dért 6grencinin ayni ispat sorusunda birden fazla gerekce sunmasindan
kaynaklandigi tespit edilmistir. Harel ve Sowder’a (1998) gére 6grenciler ayni anda birden fazla ispat semasina ait tepkiler
ortaya koyabilir ve birden fazla ispat semasi kullanabilirler. Ogretmen adaylarinin ayni soruda verdikleri ilk yanita ikna
olmadiklari igin ikinci yanita ihtiya¢ duyduklari distndldigiinden, bu 6gretmen adaylarinin ikinci yanitlarindaki ispat
yapilari ve semalari dikkate alinarak uyusmazliklar ortadan kaldirilmistir. Boylece cebir alanindaki kodlar Tablo 1’e,
geometri alanindaki kodlar Tablo 2’ye son haliyle yansitilmistir. Yine ¢apraz tablodaki bu uyumsuzluklar giderilip capraz
tabloya yansitilarak son hali Tablo 3’te sunulmustur.

Son olarak inandiriciigr arttirmak igin bulgularda ham verilere yer verilmistir (Guba ve Lincoln, 1981; Yildirnm ve
Simsek, 2016). Hem cebir alanindan hem de geometri alanindan her ispat yapisi ve her ispat semasina ait birebir alintilar
ham halde sunulmus ve teorik ¢cergeve isiginda yorumlanmistir.

Bulgular

Bu kisimda 6nce 6gretmen adaylarinin cebir alanindaki ispatlarinin, sonra da geometri alanindaki ispatlarinin
ozelliklerine ait bulgular sunulmustur. En son olarak da 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki ispatlari
arasindaki yapisal battnlik durumlarina ait bulgular sunulmustur.

ilkogretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Cebir Alanindaki ispat Ozellikleri

Ogretmen adaylarinin cebir alanindaki ispat 6zellikleri; kullandiklari ispat yapilari (Inglis vd., 2007) ve ispat semalarina
(Harel ve Sowder, 1998) gore degerlendirildiginde onlarin ispatlari ti¢ yapi ve dért sema altinda toplanmis ve Tablo 1'e
yansitilmistir.
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Tablo 1.
Ogretmen Adaylarinin Cebir Alanindaki Ispat Yapilari ve Semalari
ispat Yapisi ispat semalan Frekans (f)
Tumdengelimsel yapi Donilstmsel ispat semasi 3
Tlimevarimsal yapi TlUmevarimsal ispat semasi 12
. Algisal ispat semasi 2
Yapisal-sezgisel yap! Referanssiz-sembolik ispat semasi 12
Toplam 29

Tablo 1'deki bulgular genel olarak degerlendirildiginde 6gretmen adaylarinin gogunun ispatlarinin timevarimsal ve
yapisal-sezgisel yapida olduklari, sadece ii¢ 6gretmen adayinin (0A1, 0A17, OA21) tiimdengelimsel yapida ispat Urettikleri
ortaya ¢ikmistir. ispat yapilari ile paralel sekilde sadece li¢ 6gretmen adayinin gecerli ispati yansitan déniisimsel ispat
semasinda oldugu gorilmustir. Buradan cebir alaninda ispat yapma becerilerinin disik oldugu sdylenebilir.
Cogunlugunun timevarimsal ve referanssiz-sembolik ispat semasinda oldugu ortaya c¢ikmistir. Buradan 6gretmen
adaylarinin cogunun bir veya birkag 6rnekle yapilan dogrulamayiispat kabul ettikleri, ispatlarinda matematiksel-mantiksal
referansi olmayan argiimanlari kullandiklari sonucuna ulasilabilir. iki 8gretmen adayinin algisal ispat semasinda oldugu
belirlenmistir. Bu 06gretmen adaylari da ispatlarinda vyetersiz zihinsel gosterimler kullanmislardir. Yani gecgerli
disiincelerini matematiksel olarak dogru bir sekilde ifade etmede gi¢lik yasamislardir.

Tablo 1 detayli incelendiginde, timdengelimsel ispat yapisina ve donlisimsel ispat semasina sahip olan 6gretmen
adaylari (OA1, OA17, OA21) ispat icin en uygun ydntem olan olmayana ergi yéntemini segmisler ve bunu dogru bir sekilde
uygulayabilmislerdir. Ogretmen adaylari yaptiklari ispatlarda bir hata ve bosluk birakmayip mantiksal akil yiriitme ile
gecerli bir ispata ulasabilmislerdir. Bu li¢ 6gretmen adayindan biri olan OA17 kodlu 6gretmen adayinin yaniti Sekil 1’de
verilmistir.

sekil 1.
Tiimdengelimsel Yapidaki OA17’nin Déniisiimsel ispat Semasindaki Gegerli [spati
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Timevarimsal yapi ve semadaki 6gretmen adaylari, 6nermeyi ispatlamayip sadece bir veya birka¢ deger icin
dogrulamislardir. Bu yiizden bu 6gretmen adaylarinin yanitlari timevarimsal ispat yapisi ve timevarimsal ispat semasinda
toplanmistir. Ogretmen adaylari ikna olmaya veya ikna etmeye yetecek sayida érnek verdiklerine inana dek deger vermeyi
sirdarmdislerdir. Bu 6gretmen adaylarinin cebir alanindaki ispat sorusunda dogrulamayi ispat sanma gucligi yasadigl
soylenebilir. Ornegin OA2’nin yaniti Sekil 2’de verilmistir.
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Sekil 2.
Tiimevarimsal Yapidaki OA2’nin Tiimevarimsal ispat Semasindaki Ispati
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Cebir alanindaki ispati yapisal-sezgisel yapida tamamlayan 6gretmen adaylarinin yanitlari algisal ispat ve referanssiz-
sembolik ispat semas! olmak {izere iki kategoride toplanmistir. iki 6gretmen adayinin yaniti algisal ispat semasi, 12
O0gretmen adayinin yaniti da referanssiz-sembolik ispat semasinda toplanmistir. Algisal ispat semasina 6rnek olarak
OA171’in yaniti Sekil 3’te, referanssiz-sembolik ispat semasina 6rnek olarak OA7’nin yaniti Sekil 4’te sunulmustur.

Sekil 3.
Yapisal-sezgisel Yapidaki OA11’in Algisal ispat Semasindaki [spati
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Sekil 3’te goriildugi tizere, O0A11’in gerekcesi dogru olmakla birlikte aciklama ve gésterimleri yetersizdir. Bu semadaki
O0gretmen adaylari herhangi bir ispat yontemi segmeden ispata baslamislar ve timevarimsal akil ylrtitmeyi gerektigi gibi
kullanmamislardir. Genellikle matematiksel notasyonlar kullanmadan 6nermenin neden dogru olduguna dair aciklamalar
yapmaya odaklanmislardir. OA7’nin ise gerekcesi yanlistir. Bu semadaki 6gretmen adaylari yanlis gerekgelendirmeden
hareket ettikleri icin ispati tamamlayamamislardir.

Sekil 4.
Yapisal-sezgisel Yapidaki OA7’nin Referanssiz-Sembolik ispati
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ilkogretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Geometri Alanindaki ispat Ozellikleri

Ogretmen adaylarinin geometri alanindaki ispat &zellikleri kullandiklari ispat yapilari (Inglis vd., 2007) ve ispat
semalarina (Harel ve Sowder, 1998) gore degerlendirildiginde onlarin ispatlari yine lg¢ yapi ve dért sema altinda
toplanmistir. Tablo 2'de s6z konusu kategorilere ait bilgiler sunulmustur.

Tablo 2.
Ogretmen Adaylarinin Geometri Alanindaki ispat Yapilari ve Semalari
ispat Yapilari ispat semalar Frekans (f)

Timdengelimsel ispat yapisi Donlisiimsel ispat semasi 2
TUmevarimsal ispat yapisi Tlmevarimsal ispat 11
. Algisal ispat 13
Yapisal-sezgisel ispat yapis| Referanssiz-sembolik ispat 3
Toplam 29

Tablo 2’ye genel olarak bakildiginda 6gretmen adaylarinin ¢ogunun tiimevarimsal ve yapisal-sezgisel ispat yapisinda
olduklari ortaya ¢ikmistir. Sadece iki 6gretmen adayinin (OA3, OA15) ispati tiimdengelimsel ispat yapisindadir. Bu iki
O0gretmen adayinin donlisimsel ispat semasinda gecerli ispat yapabildikleri gorilmustir. Formel gerekcelendirmeler olan
tiimdengelimsel yapi ve analitik ana semada ispat yapan sadece iki 6gretmen adayi oldugundan 6gretmen adaylarinin
geometri alaninda ispat yapma becerilerinin distk oldugu soylenebilir. Cogunlukla timevarimsal ve algisal ispat
semasinda olduklari ortaya ¢ikmistir. Yine sadece lg¢ 6gretmen adayinin referanssiz-sembolik ispat semasinda oldugu
tespit edilmistir. Buna gore 6gretmen adaylarinin ¢cogunlukla bir veya birkag 6rnege dayal olarak yapilan dogrulamalari
gecerli ispat olarak gordikleri, distindiklerini matematiksel olarak ifade etmede zorlandiklari séylenebilir.

Donlstimsel ispat semasinda olan 6gretmen adaylari, geometri alaninda ispat yaparken herhangi bir giglik
yasamamislardir. Bu égretmen adaylarindan biri olan OA3, ispat icin kullandigi argiimanda Cosiniis Teoremini gerekgce
olarak kullanmistir. Geometri alanindaki ispatta, cebirsel agirlikli bir ispat yapmistir. Diger dénitsiimsel ispat semasindaki
OA15 kodlu 6gretmen adayl cizdigi es dik l¢genlerden olusturdugu karenin alanindan faydalanarak gegerli
timdengelimsel argimanlar kullanmistir. Timdengelimsel yapi ve donlisiimsel ispat semasindaki 6gretmen adaylarinin
ispatlari Sekil 5 ve Sekil 6'da sunulmustur.

sekil 5.
Tiimdengelimsel Yapidaki OA3’iin Déniisiimsel ispat Semasindaki Gegerli Ispati
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Sekil 6.
Tiimdengelimsel Yapidaki OA15’in Déniisiimsel [spat Semasindaki Gegerli ispat
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Geometri alanindaki ispati timevarimsal yapi ve semada tamamlayan 6gretmen adaylari, 5nermeyi ispatlamak yerine
dzel Uggenler icin kenarlara verilen bir veya birkag degerle dogrulama yapabilmislerdir. Ogretmen adaylarinin en sik
yaptigi dogrulama 3-4-5 6zel tggeni icin yapilan dogrulamalardir. Yanitlari timevarimsal ispat kategorisinde toplanan bu
O0gretmen adaylari ikna olmaya veya ikna etmeye yetecek sayida o6rnek verdiklerine inana dek deger vermeyi
sirdirmuislerdir. Bu 6gretmen adaylarinin geometri alanindaki ispatlarinda bir ya da birkag 6rnek icin yapilan dogrulamayi
gecerliispat olarak gérdiikleri séylenebilir. Bu égretmen adaylarindan sadece bir érnekle dogrulama yapan OA13’iin yaniti

Sekil 7’de, birkac 6rnekle dogrulama yapan OA1’in yaniti Sekil 8’'de sunulmustur.

Sekil 7.
Tiimevarimsal Yapidaki OA13’iin Tiimevarimsal ispat Semasindaki [spati
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Sekil 8.
Tiimevarimsal Yapidaki OA1’in Tiimevarimsal ispat Semasindaki ispati
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Geometri alanindaki ispati, yapisal-sezgisel yapida tamamlayan 6gretmen adaylarinin yanitlarindan 13’0 algisal ispat,
licli de referanssiz-sembolik ispat semasinda toplanmistir. Algisal ispat semasina érnek olarak OAS5’in yaniti Sekil 9'da,
referanssiz-sembolik ispat semasina érnek olarak OA7 nin yaniti Sekil 10’da sunulmustur.

Sekil 9.
Yapisal-sezgisel Yapidaki OA5’in Algisal ispat Semasindaki Ispati
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Sekil 10.
Yapisal-Sezgisel Yapidaki OA7’nin Referanssiz-Sembolik ispat Semasindaki ispati
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OA5 tam gelismemis zihinsel imgelere dayali, resmi ispat igin yetersiz bir zihinsel gdsterim yapmistir. Genel olarak
yapmaya calistigi ispati matematiksel-mantiksal olarak gelistirememis bundan dolayi aciklama yapmaya ¢alismistir. 0A7
ise yaptigi ¢cizim ve sonrasindaki islemlerde matematiksel-mantiksal referansi olmayan argiimanlara yer vermistir.

Ogretmen Adaylarinin Cebir ve Geometri Alanlarindaki ispatlarinin Yapisal Biitiinliik Durumlari

Ogretmen adaylarinin cebir ve geometri alanindaki ispatlari arasinda yapisal biitiinlik durumlari Pedemonte’nun
(2007a) yapisal biitiinliik hipotezine gére test edilmistir. Ogretmen adaylarinin cebir ve geometri alaninda yaptiklar
ispatlarin yapisinin yansitildigi ¢apraz tablo; Tablo 3’te sunulmustur. Bu capraz tablodan yararlanilarak bu iki alanda
yapilan ispatlar arasindaki yapisal sureklilik, spontane sureklilik ve yapisal mesafe durumlari yorumlanmistir.

Tablo 3.

Ogretmen Adaylarinin Cebir ve Geometri Alanindaki Ispatlarinin Yapisal Biitiinliik Durumlari
Geometri alanindaki ispat yapisi

o Timdengelimsel Tdmevarimsal Yapisal-sezgisel
<
L a . .
€ a Timdengelimsel 0 2 1
[¢]
& > )
] Tumevarimsal 0 5 7
= a
o 2
3 Yapisal-sezgisel 2 4 8
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Tablo 3 degerlendirildiginde cebir ve geometri alanlarindaki ispatlar arasinda yapisal siirekliligin olmadigi, cogunlukla
yapisal mesafenin oldugu bunu da spantone surekliliklerin takip ettigi gérilmektedir.

Tablo 3’e gore hicbir 6gretmen adayi her iki ispat tiiriinde birden tiimdengelimsel yapiyi sirdiirememislerdir. Higbir
O0gretmen adayinin cebir ve geometri alanindaki ispatlari arasinda yapisal sireklilik yoktur. Clinkii hem cebir hem de
geometri alanindaki ispatlarin ikisini birden tiimdengelimsel yapida tamamlayan 6gretmen adayi yoktur. Cebir alanindaki
ispatlarinda timdengelimsel yapida gecerli ispat yapan l¢ 6gretmen adayinin ayni basari ve yapiyl geometri alanindaki
ispatlarinda sidrdiremedikleri tespit edilmistir. Bu Ogretmen adaylarindan ikisi geometri alanindaki ispatinda
tiimevarimsal yapida biri de yapisal-sezgisel yapida gecerli olmayan ispatlar yapmislardir. Benzer sekilde geometri
alanindaki ispatlarinda tiimdengelimsel yapida gecerli ispat yapan iki 6gretmen adayi da ayni yapiy! cebir alanindaki
ispatlarinda sirdirememislerdir. Geometri alanindaki ispatlarinda tiimdengelimsel yapida ispati tamamlayan 6gretmen
adaylarinin ikisi de cebir alanindaki ispatlarinda yapisal-sezgisel ispat yapabilmislerdir.

Tablo 3 detayli incelendiginde toplamda 13 6gretmen adayinin cebir ve geometri alanindaki ispatlari arasinda
spantone sirekliligin mevcut oldugu soylenebilir. Bes 6gretmen adayinin cebir ve geometri alanindaki ispatlarinda
tlimevarimsal yapiyi koruduklari (timevarimsal cebir ispati ve timevarimsal geometri ispati) gorilmektedir. Yine benzer
sekilde sekiz 6gretmen adayi da cebir ve geometri alanindaki ispatlarinda yapisal-sezgisel yapiy1 koruduklari (yapisal-
sezgisel cebir ispati ve yapisal-sezgisel geometri ispati) goriilmektedir. Spontane siirekliligin en fazla yapisal-sezgisel
yapilar arasinda korundugu soylenebilir.

Yine Tablo 3’ten 16 6gretmen adayinin cebir ve geometri alanindaki ispatlari arasinda yapisal mesafe mevcuttur. Bu
O0gretmen adaylari cebir ve geometri alanindaki ispatlarda farkli ispat yapilarinda ispat tGretmislerdir. Cebir alanindaki
ispatta timdengelimsel yapida ispat yapan li¢c 6gretmen adayindan ikisi geometri alanindaki ispatta timevarimsal yapida
(timdengelimsel cebir ispati ve timevarimsal geometri ispati), bir 6gretmen adayl da yapisal-sezgisel yapida
(timdengelimsel cebir ispati ve yapisal-sezgisel geometri ispati) ispat Gretmislerdir. Cebir alanindaki ispatta timevarimsal
yapida ispat yapan 12 6gretmen adayindan yedisi ise geometri alanindaki ispatta yapisal-sezgisel yapida (timevarimsal
cebir ispati ve yapisal-sezgisel geometri ispati) ispat lretebilmislerdir. Yine cebir alaninda yapisal-sezgisel yapida ispat
yapan 14 6gretmen adayindan ikisi timdengelimsel (yapisal-sezgisel cebir ispati ve timdengelimsel geometri ispati) ve
dordii de timevarimsal yapida (yapisal-sezgisel cebir ispati ve tiimevarimsal geometri ispati) ispat Uretebilmislerdir.

Tartisma ve Sonug

ilkégretim matematik 6gretmeni adaylarinin hem cebir hem geometri alanindaki ispatlarinin 6zelliklerinin tst diizeyde
olmasi beklenmektedir. Yani 6gretmen adaylarinin bu alanlardaki ispat yapilarinin timdengelimsel yapida (Mejia-Ramos
ve Simpson, 2007), ispat semalarinin da aksiyomatik semada (Harel ve Sowder, 1998) olmasi beklenir. Ayrica 6gretmen
adaylarinin cebir ve geometri alanlarindaki ispatlarinin yapilari arasinda yapisal streklilik olmasi (Pedemonte, 20074,
2007b, 2008) beklenmektedir. ilkégretim matematik dgretmeni adaylarinin cebir ve geometri alanindaki ispatlarinin
oOzelliklerini inceleyen bu ¢alismanin en temel sonucu 68retmen adaylarinin ispat 6zelliklerinin istenen diizeyde olmadigi
dolayisiyla 6gretmen adaylarinin cebir ve geometri alaninda ispat yapmada basarisiz olduklaridir. Clinkd ilkdgretim
matematik 6gretmen adaylarinin hem ispat yapilari hem de ispat semalari agagida da detayli sekilde deginelecegi gibi
beklenen diizeye ulasamamistir. Buradan hareketle cebir ve geometri alanindaki ispatlarda, bir¢ok 6grencinin bir veya
birkag ornekle yapilan dogrulamalari yeterli gordikleri, disliincelerini matematiksel olarak ifade etmekte glglik
yasadiklari ve arglimanlarinda matematiksel referansi olmayan bilgileri kullandiklari ortaya ¢ikmistir. Bu sonuglar okul
dgrencilerinin ve 6gretmen adaylarinin cebirsel (Chin ve Lin, 2009; Cusi ve Malara, 2007; Healy ve Hoyles, 2000; Oztiirk
ve Kaplan, 2019; Reyhani vd., 2012; Yesilyurt-Cetin ve Dikici, 2020) ve geometrik (Clements ve Battista, 1992; Karpuz ve
Atasoy, 2020; McCrone ve Martin, 2004; Oztiirk ve Kaplan, 2022; Sen ve Giiler, 2022) ispat yapmada giicliikler
yasadiklarini tespit eden calismalarin sonuclarini destekler niteliktedir. Literatiirde cebirsel ispat becerilerini (ipek ve
Akkus-ispir, 2011: Martinez vd., 2011; Morselli ve Robotti, 2023) ve geometrik ispat becerilerini (ipek ve Akkus-ispir, 2011:
Sen ve Giler, 2022) gelistirmek icin tasarlanip uygulanan 6gretim deneyleri ve 6gretim etkinliklerinin olumlu sonuglarini
rapor eden calismalar mevcuttur. ipek ve Akkus-ispir'in (2011) calismalarinin sonuglarina gére ilkdgretim matematik
O0gretmeni adaylari, cebirsel ve geometrik ispat calismalarinda dinamik geometri yaziimini faydalh bulmuslardir.
Ogretmen adaylari dinamik geometri yaziimindaki canlandirma ve renklendirme &zellikleri sayesinde cebirsel ve
geometrik ispatlari daha kolay anlayabileceklerini fark etmislerdir (ipek ve Akkus-ispir, 2011). Sen ve Giiler (2022) ise van
Hiele modeline dayali 6gretim etkinlikleri araciligiyla 6gretmen adaylarinin geometrik ispat yazma becerilerindeki
gelisimlerini incelemislerdir. Ogretim deneyi dncesi dgretmen adaylarinin ispata yonelik sinirl bilgiye sahip olduklari ve
gecerli geometrik ispat yazmakta glclik yasadiklari ancak 6gretim deneyi sonrasi en st diizeye ulasabildikleri
arastirmanin sonuglari arasindadir (Sen ve Giiler, 2022).

ispat semalarinin analizi 6gretmen adaylarinin cebir alanindaki ispatlarda ¢ogunlukla tiimevarimsal ve referanssiz-
sembolik ispat semalarini kullandiklarini, geometri alanindaki ispatlarda ise ¢ogunlukla timevarimsal ve algisal ispat
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semalarini kullandiklarini ortaya ¢ikarmistir. Ogretmen adaylarinin hem cebir hem de geometri alanlarinda ¢ok nadir
siklikta analitik ispat semalarinda ispat Gretebilmis olmalari onlarin yetersiz ispat semalarina sahip olduklarina isaret
etmektedir. Bu sonuglar 6gretmen adaylarinin yetersiz ispat semalarina sahip olduklari sonucuna ulasan ¢alismalarin
sonuglarini (Cusi ve Malara, 2007; Contay ve Duatepe-Paksu, 2019; iskenderoglu vd., 2010; Pala ve Narli, 2018; Sears,
2019) cebir ve geometri baglamlarinda destekler niteliktedir. Literatiirde 6gretmen adaylarinin ispat semalarini
gelistirecek midahale calismalarinin olumlu sonuglarini rapor eden calismalar (Cihan ve Akkog, 2023; Mariotti, 2000;
Samkoff ve Weber, 2015) mevcuttur. Ornegin Cihan ve Akkog (2023) 6gretmen adaylarinin ispat semalari ile ilgili hem
alan hem de pedagojik alan bilgilerini gelistirecek bir ders modiliinin olumlu etkilerini raporlamislardir. Yine de
matematik siniflarinda arastirmaya dayali midahalelerin tasarimi, uygulamasi ve degerlendirmesi araciligiyla ¢6zim
Uretmeye daha az vurgu yapilmistir (Stylianides vd., 2017). Bu arastirmanin sonuglari bu tir midahale arastirmalarinin
yogunluk kazanmasi ve 6gretmen egitimi mufredatlarina entegre edilmesinin elzem oldugunu géstermektedir. Bunun
disinda ¢evrim ici medya paylasim sitelerindeki ispat yontemleri ile ilgili videolar her sinif diizeyinden 6grencilerin ispat
O0grenimleri i¢in bazi faydali unsurlar igerdiginden dolayl bu tir platformlar ispat 6gretiminin yapildigi matematik
siniflarina entegre edilebilir (Cihan, 2024).

Bu ¢alismanin sonuglarindan biri de hem cebir hem de geometri alaninda ortak olarak tiimevarimsal (deneysel)
semanin en siklikla kullanilan semalardan biri oldugudur. ispat semalart ile ilgili literatiir (Cusi ve Malara, 2007; Contay ve
Duatepe-Paksu, 2019; iskenderoglu vd., 2010; Sears, 2019; Sari vd., 2007; Stylianou vd., 2006; Sengiil ve Giiner, 2013;
Weber vd., 2020) incelendiginde Universite 6grencileri ve 6gretmen adaylar tarafindan kullanilan ispat semalarinin
farklilastigi gériilmektedir. ispat semalarinin farklilasmasinin sebebinin, baglamla (Furinghetti ve Paola, 1997), sorularin
ifade edilis bigcimi veya zorluguyla (Knuth vd., 2009) veyahut ta katilimcilarin degerleri ve basari olasiliklarina iliskin
algilariyla (Weber vd., 2020) alakali oldugu disinlebilir. Tek bir faktor ispatla ilgili 6grenci davranislarini anlamak igin
yeterli degildir ¢linkl bu davranislar tarihsel, sosyolojik, matematiksel, epistemolojik, 6gretimsel ve bilissel bircok
faktorden etkilenir (Harel ve Sowder, 2007). Healy ve Hoyles’in (2000) ¢alismasinin sonuglarina gore 6grencilerin cebirdeki
ispat insalari onlarin matematiksel yeterliliklerinden, mifredatla ilgili faktorlerden, ispata iliskin goriislerinden ve
cinsiyetlerinden etkilenmistir (Healy ve Hoyles, 2000). Universite dgrencileri ve 6gretmen adaylari tarafindan basvurulan
ispat semalari farkhlasmasina ragmen daha siklikla basvurulan semanin tiimevarimsal (deneysel) ispat semasi
(iskenderoglu vd., 2010; Pala ve Narli, 2018; Stylianou vd., 2006; Weber vd., 2020) oldugu gériilmektedir ki bu calismanin
sonuglariyla paralellik géstermektedir. Ayrica timevarimsal ispat semalari disinda cebir alaninda referanssiz-sembolik,
geometri alaninda ise algisal ispat semalari siklikla kullanilan semalardir. Cebrin sembolik dil yapisinin ve geometrinin
sekilsel yapisinin bu sonuglara sebep oldugu distindlebilir. Clinkl cebir alanindaki ispatta 6gretmen adaylari sembolleri
maniplle ederek, geometri alaninda da gelismemis zihinsel imgelerini ve algilarini kullanarak ispat Uretmeye
calismislardir.

ispat yapilarinin analiz sonuglari ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin hem cebir hem de geometri alanindaki
ispatlarda ¢ogunlukla tiimevarimsal ve yapisal-sezgisel yapida ispat lretebildiklerini, her iki alanda da ¢ok sinirli sayida
timdengelimsel yapida gegerli ispat tretebildiklerini ortaya koymustur. Rosyidi ve Kohar’in (2018) ¢alismasi da 6gretmen
adaylarinin cebirsel esitsizliklerle ilgili ispat sorularinda en gok tiimevarimsal gikarimlari en az da tiimdengelimli gikarimlari
kullandigini  ortaya koymustur. Arastirmanin sonuglari dogrultusunda 6gretmen adaylarinin ispat yapilarinin
tiimdengelimsel yapiya, ispat semalarinin da aksiyomatik semaya transferi igin 6gretmen egitimi diizeyinde 6gretimsel
¢alismalar yapilmasi 6nerilebilir. Bu tlr ¢alismalar cebir ve geometri alanlarindaki ispatlarda yapisal surekliligin saglanmasi
adina da fayda saglayabilir. Formel ispatlara ancak timdengelimsel (dediiktif) yapiyla ulasilabileceginden (Inglis vd., 2007)
dolayl Rosyidi ve Kohar (2018) Ogretmen egitimcilerine, 6gretmen adaylarinin ispatlarini timevarimsal yapidan
tiimdengelimsel yapiya ve informelden formel ispata dogru gelistirebilecek mufredat reformlari 6nermistir. Ayrica yine
O0gretmen adaylarinaispat 6gretimindeki ispat aktivitelerinde timevarimsal yapinin sinirhliklari ve sakincalari Gzerine sinif
tartismalari yaptirilmasi énerilebilir. Chin ve Lin’e (2009) gore 6grencilerin sinif icindeki diger kisilerle iletisim kurmasinin
tesvik edilmesi arglimantasyonlarin gelistiriimesine katki saglamaktadir. Bunlar disinda 6gretmen egitiminde geometri
alanindaki ispat aktivitelerine derslerde daha fazla yer verilmesi 6nerilebilir.

ispatlanacak olan &nermenin cebir ya da geometri alanindan olmasi; arglimantasyon siireci ve ispat arasindaki yapisal
batunligun ispatlama sirecine etkisini de degistirir (Pedemonte, 2007b). Bundan farkli olarak bu ¢alismanin en orijinal
sonucu cebir ve geometri alanlarindaki ispatlar arasindaki yapisal butlinlik durumlari incelendiginde bu iki alandaki
ispatlar arasinda yapisal strekliligin olmadigi, cogunlukla yapisal mesafenin oldugu bunu da spantone stirekliliklerin takip
ettigidir. Cebir ve geometri alanlarindaki ispatlar arasinda yapisal siirekliligin olmamasi bu iki alanda birden basaril bir
sekilde ispati tamamlayabilen 6gretmen adayi olmamasina bir sebep olabilir. Literatlirdeki bazi calismalar arglimantasyon
surecleri ile ispat arasinda yapisal bitiunligu koruyabilen 6grencilerin formel ispat yapmada daha basarili olduklarini
raporlamistir (Doruk, 2016; Pedemonte, 2007; Pedemonte ve Buchbinder, 2011). Bu c¢alisma, cebir ve geometri
alanlarindaki ispatlari arasinda spantone sureklilik bulunan 6gretmen adaylarinin ispat yapmada basarisiz olduklarini
ortaya ¢ikarmistir. Yine literatlirde de arglimantasyon siiregleri ve ispat arasindaki iliskilerde spantone sirekliliklerin ispat

557



Doruk & Cihan — Mersin Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 20(3), 2024, 546-564

yapmada gugliklere sebep oldugu 6ne stirtalmustir (Doruk, 2016; Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2007). Bu
calismada cebir ve geometri alanlarindaki ispatlari arasinda yapisal mesafeler bulunan 6gretmen adaylarinin biyiik
¢ogunlugu ispat yapmada basarisiz olsa da basarili birkag 6gretmen adayi da bulunmaktadir. Literatiirde argiimantasyon
sireci ve ispati farkli yapida olup ispatlarinda basarili olan 6grencilerin mevcut oldugu bilindigi gibi bunun tersini iddia
eden calismalar da mevcuttur (Doruk, 2016; Martinez ve Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2007a; Pedemonte, 2008). Son
olarak ileriki calismalarda matematigin farkh alanlarindaki ispat yapilarinin sinanmasi énerilebilir.
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Extended Abstract

Introduction

In their future classes, prospective teachers may have to convince their students of mathematical expressions in the
domains of algebra or geometry. Therefore, prospective teachers must be able to to complete proofs in the domains of
algebra and geometry validly. Beyond that, the characteristics of their proofs in both algebra and geometry must include
the highest level of thinking. There are studies classifying these ways of thinking in the literature (Harel & Sowder, 1998;
Inglis et al., 2007; Pedemonte, 2007a).

The aim of this study is to reveal the characteristics of the proofs made by primary school mathematics teacher
candidates in the domains of algebra and geometry. Therefore, presenting the proof characteristics together in these
two domains, which require different skills, can reveal the needs in terms of algebra and geometry education in teacher
education. In this context, the focus was on the proof structures and schemes of the proofs made by prospective teachers
in the domains of algebra and geometry. In this study, Harel and Sowder’s (1998) classification of proof schemes and
Inglis et al.’s (2007) classification of justification types were used to examine the characteristics of primary mathematics
teacher candidates’ proofs in the domains of algebra and geometry. Harel and Sowder (1998) categorized the proof
schemas that reveal the cognitive characteristics of the proof process into three main schemas: external, empirical, and
analytical. They classified external proof schemes into ritual, authoritarian, and symbolic, empirical proof schemes into
inductive and perceptual, and analytical proof schemes into transformational and axiomatic (Harel & Sowder, 1998).
Inglis et al. (2007) examined students’ argumentation processes in their study. They classified the students’ justification
types as deductive, inductive, and structural-intuitive (Inglis et al., 2007). Examining the proof characteristics of
prospective teachers in the context of both proof structures and proof schemes may be valuable in terms of reflecting
the unique characteristics of different classifications. Another aim of this study is to examine the structural unity status
of primary school mathematics teacher candidates’ proof structures in the domains of algebra and geometry. The
cognitive unity status of prospective teachers’ proofs in the domains of algebra and geometry was examined according
to Pedemonte’s (2007a) structural unity hypothesis. It is aimed to examine structural unity situations in the context of
structural continuity, spontaneous continuity, and structural distance. In other words, the aim is to test the structural
unity hypothesis in proofs in different domains. Examining whether the proof structures of prospective teachers change
when their proof domains change, whether structural continuity and spontaneous continuity are preserved, and the
structural distances, if any, are among the aims that add originality to this study. Therefore, this study sought answers to
the following three research questions.

e What are the characteristics of the proofs made by teacher candidates in the domain of algebra?

e What are the characteristics of the proofs made by teacher candidates in the domain of geometry?

e How is the structural unity of teacher candidates’ proofs in the domains of algebra and geometry?
Method

This research, designed in qualitative research design, is a case study. The study group consists of 29 teacher
candidates studying in the fourth grade of the primary mathematics teaching department of a state university in Tirkiye.
The criterion was to be enrolled in the Logical Reasoning course in the seventh-semester course plan of the primary
mathematics teaching department. The data of the study were collected through the Algebra-Geometry Proof Form in
the spring semester of the 2023-2024 academic year. The form included two open-ended questions that prospective
teachers had to prove in the domains of algebra and geometry. The first question was asked in the domain of algebra,
the second question was asked in the domain of geometry in order to reveal the characteristics of their proofs. These
proofs were analyzed with the help of descriptive analysis. For this purpose, Harel and Sowder’s (1998) proof schemes,
Inglis et al.’s (2007) justification types, and Pedemonte’s (2007a) structural unity situations were used as codes. The
structure of the proofs made by the prospective teachers in the domains of algebra and geometry was reflected in the
cross-table and by using the cross-table, the structural continuity, spontaneous continuity, and structural distance cases
between the proofs made in these two domains were analyzed in detail. Within the scope of the validity and reliability
studies of the research, expert opinions (Hair et al., 2014; Yildirnm & Simsek, 2016) were consulted and agreement
between coders (Miles & Huberman, 1994) was taken into account.

563



Doruk & Cihan — Mersin Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 20(3), 2024, 546-564

Discussion & Conclusion

The most basic result of this study, which examines the characteristics of the proofs of primary school mathematics
teacher candidates in the domains of algebra and geometry, is that the proof characteristics of the teacher candidates
are not at the desired level, and therefore the teacher candidates are unsuccessful in making proofs in the domains of
algebra and geometry. Based on this, it has been revealed that in the proofs in the domains of algebra and geometry,
many students find verifications made with one or a few examples sufficient, have difficulty in expressing their thoughts
mathematically, and use information that has no mathematical reference in their arguments. These results support the
results of studies that have determined that school students and teacher candidates have difficulty in making algebraic
(Chin & Lin, 2009; Cusi & Malara, 2007; Healy & Hoyles, 2000; Oztiirk & Kaplan, 2019; Reyhani et al., 2012; Yesilyurt-Cetin
& Dikici, 2020) and geometric (Clements & Battista, 1992; Karpuz & Atasoy, 2020; McCrone & Martin, 2004; Oztiirk &
Kaplan, 2022; Sen & Giiler, 2022) proofs.

The analysis results of the proof structures revealed that teacher candidates were mostly able to produce inductive
and structural-intuitive proofs in proofs in both algebra and geometry, and that they could produce valid proofs in a very
limited number of deductive structures in both domains. Rosyidi and Kohar's (2018) study also revealed that prospective
teachers used inductive inferences the most and deductive inferences the least in proof questions about algebraic
inequalities. Since formal proofs can only be achieved with a deductive structure (Inglis et al., 2007), Rosyidi and Kohar
(2018) suggested curriculum reforms for teacher educators that could improve teacher candidates’ proofs from an
inductive structure to a deductive structure and from informal to formal proof. In addition, it can be suggested that
teacher candidates should have class discussions on the limitations and drawbacks of the inductive structure in proof
activities in teaching proofs. According to Chin and Lin (2009), encouraging students to communicate with others in the
class contributes to the development of argumentation. Apart from these, it can be suggested that proof activities in the
domain of geometry should be included more in teacher education courses.

The analysis of proof schemes revealed that pre-service teachers mostly used inductive and non-referential symbolic
proof schemes in proofs in the domain of algebra, while they mostly used inductive and perceptual proof schemes in
proofs in the domain of geometry. The fact that pre-service teachers were able to produce proofs with analytical proof
schemes very rarely in both the domains of algebra and geometry indicates that they have inadequate proof schemes.
These results support the results of studies that concluded that prospective teachers have inadequate proof schemes
(Cusi & Malara, 2007; Contay & Duatepe-Paksu, 2019; iskenderoglu et al., 2010; Pala & Narli, 2018; Sears, 2019) in the
contexts of algebra and geometry. There are studies in the literature reporting positive results of interventions that will
improve prospective teachers’ proof schemes (Cihan & Akkog, 2023; Mariotti, 2000; Samkoff & Weber, 2015). For
example, Cihan and Akkog (2023) reported the positive effects of a course module that would develop both content and
pedagogical content knowledge of pre-service teachers about proof schemes. However, less emphasis has been placed
on generating solutions through the design, implementation, and evaluation of research-based interventions in
mathematics classrooms (Stylianides et al., 2017). The results of this study suggest that it is essential to intensify such
intervention research and integrate it into teacher education curricula.

Whether the proposition to be proved is from algebra or geometry also changes the effect of the structural integrity
between the argumentation process and the proof on the proving process (Pedemonte, 2007b). Unlike this, the most
original result of this study is that when the structural unity between proofs in the domains of algebra and geometry is
analyzed, it is found that there is no structural continuity between the proofs in these two domains, mostly structural
distance, followed by spontaneous continuity. The lack of structural continuity between the proofs in algebra and
geometry may be a reason why there are no pre-service teachers who can successfully complete proofs in both of these
domains.

In line with the results of the research, it can be suggested that instructional studies be carried out at the teacher
training level to transfer the proof structures of prospective teachers to the deductive structure and the proof schemes
to the axiomatic scheme. Such studies can also be useful in ensuring structural continuity in proofs in the domains of
algebra and geometry. Finally, it may be recommended that proof structures be tested in different domains of
mathematics in future studies.
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