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𝐷𝐷𝑎𝑎 𝑡𝑡
𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 1

Г(𝑘𝑘 − 𝜇𝜇)
𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑡𝑡𝑘𝑘 ∫ 𝑓𝑓(𝜏𝜏)(𝑡𝑡− 𝜏𝜏)𝑘𝑘−𝜇𝜇−1

𝑡𝑡

𝑎𝑎

𝑑𝑑𝜏𝜏     (𝑘𝑘− 1 ≤ 𝜇𝜇 < 𝑘𝑘), (1) 

 30 

and 31 

 32 

𝐷𝐷𝑎𝑎 𝑡𝑡
−𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 1

Г(𝜇𝜇)∫𝑓𝑓(𝜏𝜏)(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏)𝜇𝜇−1
𝑡𝑡

𝑎𝑎

𝑑𝑑𝜏𝜏     (𝑡𝑡 > 𝑎𝑎, 𝜇𝜇 > 0), (2) 

 33 

where 𝑘𝑘 ∈ ℕ and Γ is Euler’s function gamma (Oldham and Spanier, 1974; Miller and 34 

Ross, 1993; Podlubny, 1999; Yilmazer and Ozturk, 2013). 35 

MATERIAL AND METHOD 36 

Definition 2.1. If the function 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is analytic (regular) inside and on 𝐶𝐶, where 37 

𝐶𝐶 = {𝐶𝐶− ,𝐶𝐶+}, 𝐶𝐶− is a contour along the cut joining the points 𝑧𝑧 and −∞ + 𝑖𝑖Im(𝑧𝑧), 38 

which starts from the point at −∞, encircles the point 𝑧𝑧 once counter-clockwise, and 39 

returns to the point at −∞, and 𝐶𝐶+ is a contour along the cut joining the points 𝑧𝑧 and 40 

∞ + 𝑖𝑖Im(𝑧𝑧), which starts from the point at ∞, encircles the point 𝑧𝑧 once counter-41 

clockwise, and returns to the point at ∞, 42 

 43 
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counter-clockwise, and returns to the point at 

Yapılması Gereken Değişiklikler (sy. 325-334) 
 

2.) sy. 325/Türkçe özetin 3. satırında ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak metodunun uygulanmasıyla’’ 
yerine ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak    metodunun uygulanmasıyla’’ yazılması,  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3.) sy. 326/Sol sütunun 4.-5. satırlarında ‘‘from integer to arbitrary order  ,’’ yerine ‘‘from integer   
to arbitrary order  ,’’ yazılması,  

4.) sy. 326/Sol sütunun 6. satırında ‘‘a widespread manner’’ ifadesinin yazı karakteri metnin yazı 
karakterinden farklı olmuş. Bu ifadenin yazı karakterinin değiştirilmesi, 

5.) sy. 326/Denklem (1)-(2) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması ve ‘‘and,’’in sola dayalı 
yazılması, 

6.) sy. 326/Denklem (2)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

7.) sy. 326/Definition 2.1.’in 2. satırında  ‘‘inside and on’’ yerine ‘‘inside and on  ’’ yazılması, 

8.) sy. 326/Sağ sütunun 2. satırında ‘‘realivity’’ yerine ‘‘relativity’’ yazılması, 

9.) sy. 326/Sağ sütunun 13. satırındaki fazladan bir virgülün silinmesi, 

10.) sy. 326/Sağ sütunun 14. satırında ‘‘and returns to the point at ,’’ yerine ‘‘and returns to the point 
at  ,’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

11.) sy. 327/1. satırdaki ‘‘where’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘where    ,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

12.) sy. 327/Denklem (5)’ten sonraki ‘‘(Yilmazer and Ozturk, 2013).’’ün sola dayalı yazılması, 

13.) sy. 327/Lemma 2.1.’de ‘‘   and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives    and    exist,’’ yazılması, 

14.) sy. 327/Denklem (6)’dan sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and are constants and , ’’ 
yerine ‘‘   and    are constants and’’ yazılması ve de enter yapılmadan bu ifadeden hemen sonra 
‘‘   ,    .’’ ifadesinin gelmesi, 

15.) sy. 327/Lemma 2.2.’de ‘‘(  )  and (  )  fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional 
order derivatives (  )  and (  )  exist,’’ yazılması, 

16.) sy. 327/Denklem (7)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ yazılması, 

17.) sy. 327/ Property 2.3’de ‘‘Let be a constant.’’ yerine ‘‘Let   be a constant.’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

18.) sy. 328/ Denklem (11)’den sonraki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘and,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

19.) sy. 328/ Denklem (12)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

,  

3 

 

𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = Г(𝜇𝜇+ 1)
2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏

(𝜏𝜏− 𝑧𝑧)𝜇𝜇+1
𝐶𝐶

     (𝜇𝜇 ∉ ℤ−), 

𝑓𝑓−𝑘𝑘(𝑧𝑧) = lim
𝜇𝜇→−𝑘𝑘

𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧)     (𝑘𝑘 ∈ ℤ+), 

(3) 

 44 

where 𝜏𝜏 ≠ 𝑧𝑧, 45 

 46 

−𝜋𝜋 ≤ arg(𝜏𝜏− 𝑧𝑧) ≤ 𝜋𝜋     for  𝐶𝐶− , 

0 ≤ arg(𝜏𝜏− 𝑧𝑧) ≤ 2𝜋𝜋     for  𝐶𝐶+ . 
(4) 

 47 

In that case, 𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) (𝜇𝜇 > 0) is the fractional derivative of 𝑓𝑓(𝑧𝑧) of order 𝜇𝜇 and 𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) (𝜇𝜇 <48 

0)  is the fractional integral of 𝑓𝑓(𝑧𝑧) of order −𝜇𝜇, confirmed (in each case) that 49 

|𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧)| < ∞     (𝜇𝜇 ∈ ℝ). (5) 

(Yilmazer and Ozturk, 2013). 50 

Lemma 2.1. (Linearity) When 𝑓𝑓𝜇𝜇 and 𝑔𝑔𝜇𝜇  fractional order derivatives exist, then 51 

 52 

(𝐢𝐢)     [𝑐𝑐1𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = 𝑐𝑐1[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇, 
(6) 

(𝐢𝐢𝐢𝐢)     [𝑐𝑐1𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝑐𝑐2𝑔𝑔(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = 𝑐𝑐1[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 + 𝑐𝑐2[𝑔𝑔(𝑧𝑧)]𝜇𝜇, 

 53 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧), 𝑔𝑔(𝑧𝑧) are analytic and single-valued functions, 𝑐𝑐1 and 𝑐𝑐2 are constants and 54 

𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ. 55 

Lemma 2.2. (Index law) If (𝑓𝑓𝜈𝜈)𝜇𝜇 and (𝑓𝑓𝜇𝜇)𝜈𝜈  fractional order derivatives exist, then 56 

 57 

(3)
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----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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7.) sy. 326/Definition 2.1.’in 2. satırında  ‘‘inside and on’’ yerine ‘‘inside and on  ’’ yazılması, 
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10.) sy. 326/Sağ sütunun 14. satırında ‘‘and returns to the point at ,’’ yerine ‘‘and returns to the point 
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𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = Г(𝜇𝜇+ 1)
2𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫ 𝑓𝑓(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏

(𝜏𝜏− 𝑧𝑧)𝜇𝜇+1
𝐶𝐶

     (𝜇𝜇 ∉ ℤ−), 

𝑓𝑓−𝑘𝑘(𝑧𝑧) = lim
𝜇𝜇→−𝑘𝑘

𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧)     (𝑘𝑘 ∈ ℤ+), 

(3) 

 44 

where 𝜏𝜏 ≠ 𝑧𝑧, 45 

 46 

−𝜋𝜋 ≤ arg(𝜏𝜏− 𝑧𝑧) ≤ 𝜋𝜋     for  𝐶𝐶− , 

0 ≤ arg(𝜏𝜏− 𝑧𝑧) ≤ 2𝜋𝜋     for  𝐶𝐶+ . 
(4) 

 47 

In that case, 𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) (𝜇𝜇 > 0) is the fractional derivative of 𝑓𝑓(𝑧𝑧) of order 𝜇𝜇 and 𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧) (𝜇𝜇 <48 

0)  is the fractional integral of 𝑓𝑓(𝑧𝑧) of order −𝜇𝜇, confirmed (in each case) that 49 

|𝑓𝑓𝜇𝜇(𝑧𝑧)| < ∞     (𝜇𝜇 ∈ ℝ). (5) 

(Yilmazer and Ozturk, 2013). 50 

Lemma 2.1. (Linearity) When 𝑓𝑓𝜇𝜇 and 𝑔𝑔𝜇𝜇  fractional order derivatives exist, then 51 

 52 

(𝐢𝐢)     [𝑐𝑐1𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = 𝑐𝑐1[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇, 
(6) 

(𝐢𝐢𝐢𝐢)     [𝑐𝑐1𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝑐𝑐2𝑔𝑔(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 = 𝑐𝑐1[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇 + 𝑐𝑐2[𝑔𝑔(𝑧𝑧)]𝜇𝜇, 

 53 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧), 𝑔𝑔(𝑧𝑧) are analytic and single-valued functions, 𝑐𝑐1 and 𝑐𝑐2 are constants and 54 

𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ. 55 

Lemma 2.2. (Index law) If (𝑓𝑓𝜈𝜈)𝜇𝜇 and (𝑓𝑓𝜇𝜇)𝜈𝜈  fractional order derivatives exist, then 56 

 57 
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 

 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 

  74 
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where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 

  74 

 and 
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 

 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 

  74 

, and 

Yapılması Gereken Değişiklikler (sy. 325-334) 
 

2.) sy. 325/Türkçe özetin 3. satırında ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak metodunun uygulanmasıyla’’ 
yerine ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak    metodunun uygulanmasıyla’’ yazılması,  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3.) sy. 326/Sol sütunun 4.-5. satırlarında ‘‘from integer to arbitrary order  ,’’ yerine ‘‘from integer   
to arbitrary order  ,’’ yazılması,  

4.) sy. 326/Sol sütunun 6. satırında ‘‘a widespread manner’’ ifadesinin yazı karakteri metnin yazı 
karakterinden farklı olmuş. Bu ifadenin yazı karakterinin değiştirilmesi, 

5.) sy. 326/Denklem (1)-(2) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması ve ‘‘and,’’in sola dayalı 
yazılması, 

6.) sy. 326/Denklem (2)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

7.) sy. 326/Definition 2.1.’in 2. satırında  ‘‘inside and on’’ yerine ‘‘inside and on  ’’ yazılması, 

8.) sy. 326/Sağ sütunun 2. satırında ‘‘realivity’’ yerine ‘‘relativity’’ yazılması, 

9.) sy. 326/Sağ sütunun 13. satırındaki fazladan bir virgülün silinmesi, 

10.) sy. 326/Sağ sütunun 14. satırında ‘‘and returns to the point at ,’’ yerine ‘‘and returns to the point 
at  ,’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

11.) sy. 327/1. satırdaki ‘‘where’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘where    ,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

12.) sy. 327/Denklem (5)’ten sonraki ‘‘(Yilmazer and Ozturk, 2013).’’ün sola dayalı yazılması, 

13.) sy. 327/Lemma 2.1.’de ‘‘   and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives    and    exist,’’ yazılması, 

14.) sy. 327/Denklem (6)’dan sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and are constants and , ’’ 
yerine ‘‘   and    are constants and’’ yazılması ve de enter yapılmadan bu ifadeden hemen sonra 
‘‘   ,    .’’ ifadesinin gelmesi, 

15.) sy. 327/Lemma 2.2.’de ‘‘(  )  and (  )  fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional 
order derivatives (  )  and (  )  exist,’’ yazılması, 

16.) sy. 327/Denklem (7)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ yazılması, 

17.) sy. 327/ Property 2.3’de ‘‘Let be a constant.’’ yerine ‘‘Let   be a constant.’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

18.) sy. 328/ Denklem (11)’den sonraki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘and,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

19.) sy. 328/ Denklem (12)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

Property 2.1. Let 
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 

 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 
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 be a constant. So,
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 

 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 
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(8)

Property 2.2. Let 
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 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 
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Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 
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 be a constant. So,
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 

 58 

where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 

  74 

(9)

Property 2.3. Let 

Yapılması Gereken Değişiklikler (sy. 325-334) 
 

2.) sy. 325/Türkçe özetin 3. satırında ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak metodunun uygulanmasıyla’’ 
yerine ‘‘farklı bir çözüm metodu olarak    metodunun uygulanmasıyla’’ yazılması,  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3.) sy. 326/Sol sütunun 4.-5. satırlarında ‘‘from integer to arbitrary order  ,’’ yerine ‘‘from integer   
to arbitrary order  ,’’ yazılması,  

4.) sy. 326/Sol sütunun 6. satırında ‘‘a widespread manner’’ ifadesinin yazı karakteri metnin yazı 
karakterinden farklı olmuş. Bu ifadenin yazı karakterinin değiştirilmesi, 

5.) sy. 326/Denklem (1)-(2) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması ve ‘‘and,’’in sola dayalı 
yazılması, 

6.) sy. 326/Denklem (2)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

7.) sy. 326/Definition 2.1.’in 2. satırında  ‘‘inside and on’’ yerine ‘‘inside and on  ’’ yazılması, 

8.) sy. 326/Sağ sütunun 2. satırında ‘‘realivity’’ yerine ‘‘relativity’’ yazılması, 

9.) sy. 326/Sağ sütunun 13. satırındaki fazladan bir virgülün silinmesi, 

10.) sy. 326/Sağ sütunun 14. satırında ‘‘and returns to the point at ,’’ yerine ‘‘and returns to the point 
at  ,’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

11.) sy. 327/1. satırdaki ‘‘where’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘where    ,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

12.) sy. 327/Denklem (5)’ten sonraki ‘‘(Yilmazer and Ozturk, 2013).’’ün sola dayalı yazılması, 

13.) sy. 327/Lemma 2.1.’de ‘‘   and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives    and    exist,’’ yazılması, 

14.) sy. 327/Denklem (6)’dan sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and are constants and , ’’ 
yerine ‘‘   and    are constants and’’ yazılması ve de enter yapılmadan bu ifadeden hemen sonra 
‘‘   ,    .’’ ifadesinin gelmesi, 

15.) sy. 327/Lemma 2.2.’de ‘‘(  )  and (  )  fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional 
order derivatives (  )  and (  )  exist,’’ yazılması, 

16.) sy. 327/Denklem (7)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (     )
 (   ) (   )|   .’’ yazılması, 

17.) sy. 327/ Property 2.3’de ‘‘Let be a constant.’’ yerine ‘‘Let   be a constant.’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

18.) sy. 328/ Denklem (11)’den sonraki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin ‘‘and,’’ olarak 
değiştirilmesi, 

19.) sy. 328/ Denklem (12)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

 be a constant. So,
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{[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈}𝜇𝜇 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜈𝜈+𝜇𝜇 = {[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]𝜇𝜇}𝜈𝜈, (7) 
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where 𝑓𝑓(𝑧𝑧) is an analytic and single-valued function, 𝜈𝜈 and 𝜇𝜇 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ and 59 

| Г(𝜈𝜈+𝜇𝜇+1)
Г(𝜈𝜈+1)Г(𝜇𝜇+1)| < ∞. 60 

Property 2.1. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 61 

 62 

(e𝜆𝜆z)𝜈𝜈 = 𝜆𝜆𝜈𝜈e𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0, 𝜈𝜈 ∈ ℝ, z ∈ ℂ). (8) 

 63 

Property 2.2. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 64 

 65 

(e−𝜆𝜆𝑧𝑧)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝜆𝜆𝜈𝜈e−𝜆𝜆𝑧𝑧      (𝜆𝜆 ≠ 0,𝜈𝜈 ∈ ℝ, 𝑧𝑧 ∈ ℂ). (9) 

 66 

Property 2.3. Let 𝜆𝜆 be a constant. So, 67 

 68 

(𝑧𝑧𝜆𝜆)𝜈𝜈 = e−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜈𝜈𝑧𝑧𝜆𝜆−𝜈𝜈 Γ
(𝜈𝜈− 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆)      (𝜈𝜈 ∈ ℝ,𝑧𝑧 ∈ ℂ, |Γ

(𝜈𝜈 − 𝜆𝜆)
Γ(−𝜆𝜆) | < ∞). (10) 

 69 

Property 2.4. 70 

 71 

Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧Г(𝑧𝑧+ 1) = 𝑧𝑧!, (11) 

 72 

and 73 

  74 

(10)
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which is named after F. Wilheim Bessel. More precisely, just as in the earlier works 110 

(Lin et al., 2005; Wang et al., 2006), we aim here at demonstrating how the underlying 111 

simple fractional-calculus approach to the solutions of the classical differential 112 

equation, which were considered in the earlier works (Lin et al., 2005; Wang et al., 113 

2006; Akgül et al., 2013), would lead us analogously to several interesting 114 

consequences including (for example) an alternative investigation of solutions of the 115 

confluent hypergeometric equation. 116 

Theorem 3.1. Let 𝑦𝑦 ∈ {𝑦𝑦: 0 ≠ ⎸𝑦𝑦𝜇𝜇⎸ < ∞, 𝜇𝜇 ∈ ℝ}. ‘‘Eq. 15.’’ can be written as 117 
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And ‘‘Eq. 16.’’ has particular solutions as follows 120 
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where 𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑘𝑘⁄    (𝑘𝑘 = 0,1,2, … ), 𝑦𝑦0 = 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥), 𝐴𝐴,𝐵𝐵 are constants. 124 

Proof. (I) At first, by applying 𝑁𝑁𝜇𝜇 method to the both sides of ‘‘Eq. 16.’’, we obtain  125 
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 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

(26)

(II) We suppose that

9 

 

𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 , (25) 

 145 

and we obtain a fractional solution of the ‘‘Eq. 16.’’ as 146 

 147 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴[𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥]𝑎𝑎−1. (26) 

(II) We suppose that 148 

 149 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ     (𝑥𝑥 ≠ 0), (27) 

 150 

where ℎ = ℎ(𝑥𝑥). Then, 151 

 152 

𝑦𝑦1 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ1, (28) 

 153 

and 154 

  155 

𝑦𝑦2 = 𝑡𝑡(𝑡𝑡 − 1)𝑥𝑥𝑡𝑡−2ℎ + 2𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ1 + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ2. (29) 

 156 

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have 157 

 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

(27)

where 

9 

 

𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 , (25) 

 145 

and we obtain a fractional solution of the ‘‘Eq. 16.’’ as 146 

 147 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴[𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥]𝑎𝑎−1. (26) 

(II) We suppose that 148 

 149 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ     (𝑥𝑥 ≠ 0), (27) 

 150 

where ℎ = ℎ(𝑥𝑥). Then, 151 

 152 

𝑦𝑦1 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ1, (28) 

 153 

and 154 

  155 

𝑦𝑦2 = 𝑡𝑡(𝑡𝑡 − 1)𝑥𝑥𝑡𝑡−2ℎ + 2𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ1 + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ2. (29) 

 156 

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have 157 

 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

 Then,

9 

 

𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 , (25) 

 145 

and we obtain a fractional solution of the ‘‘Eq. 16.’’ as 146 

 147 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴[𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥]𝑎𝑎−1. (26) 

(II) We suppose that 148 

 149 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ     (𝑥𝑥 ≠ 0), (27) 

 150 

where ℎ = ℎ(𝑥𝑥). Then, 151 

 152 

𝑦𝑦1 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ1, (28) 

 153 

and 154 

  155 

𝑦𝑦2 = 𝑡𝑡(𝑡𝑡 − 1)𝑥𝑥𝑡𝑡−2ℎ + 2𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ1 + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ2. (29) 

 156 

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have 157 

 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

(28)

and,

9 

 

𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 , (25) 

 145 

and we obtain a fractional solution of the ‘‘Eq. 16.’’ as 146 

 147 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴[𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥]𝑎𝑎−1. (26) 

(II) We suppose that 148 

 149 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ     (𝑥𝑥 ≠ 0), (27) 

 150 

where ℎ = ℎ(𝑥𝑥). Then, 151 

 152 

𝑦𝑦1 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ1, (28) 

 153 

and 154 

  155 

𝑦𝑦2 = 𝑡𝑡(𝑡𝑡 − 1)𝑥𝑥𝑡𝑡−2ℎ + 2𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ1 + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ2. (29) 

 156 

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have 157 

 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

(29)

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have

9 

 

𝑢𝑢 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 , (25) 

 145 

and we obtain a fractional solution of the ‘‘Eq. 16.’’ as 146 

 147 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴[𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥]𝑎𝑎−1. (26) 

(II) We suppose that 148 

 149 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ     (𝑥𝑥 ≠ 0), (27) 

 150 

where ℎ = ℎ(𝑥𝑥). Then, 151 

 152 

𝑦𝑦1 = 𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ1, (28) 

 153 

and 154 

  155 

𝑦𝑦2 = 𝑡𝑡(𝑡𝑡 − 1)𝑥𝑥𝑡𝑡−2ℎ + 2𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡−1ℎ1 + 𝑥𝑥𝑡𝑡ℎ2. (29) 

 156 

By substituting ‘‘Eq. 27.’’, ‘‘Eq. 28.’’ and ‘‘Eq. 29.’’ into ‘‘Eq. 16.’’, we have 157 

 158 

𝑥𝑥ℎ2 + (2𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 − 𝑥𝑥)ℎ1 + [𝑡𝑡(𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 + 1)𝑥𝑥−1 − (𝑡𝑡 + 𝑎𝑎)]ℎ = 0. (30) 

 159 

We suppose that 160 

 161 

(30)

We suppose that
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𝑡𝑡(𝑡𝑡+ 𝑐𝑐 + 1) = 0. (31) 

 162 

So, 163 

 164 

𝑡𝑡 = 0 or 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). (32) 

   165 

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 𝑡𝑡 = 0. 166 

(II-ii) We write equation as 167 

 168 

𝑥𝑥ℎ2 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)ℎ1 + (𝑐𝑐 + 1− 𝑎𝑎)ℎ = 0. (33) 

 169 

where 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). Now, by applying 𝑁𝑁𝜇𝜇 method to the both sides of ‘‘Eq. 33.’’, we 170 

obtain  171 

 172 

𝑥𝑥ℎ2+𝜇𝜇 + [𝜇𝜇 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)]ℎ1+𝜇𝜇 + (−𝜇𝜇+ 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎)ℎ𝜇𝜇 = 0 (34) 

 173 

If we choose that  174 

 175 

−𝜇𝜇 + 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎 = 0, (35) 

 176 

then, we find 177 

 178 

𝜇𝜇 = 𝑐𝑐 + 1 −𝑎𝑎 . (36) 

 179 

(31)

So,

10 

 

𝑡𝑡(𝑡𝑡+ 𝑐𝑐 + 1) = 0. (31) 

 162 

So, 163 

 164 

𝑡𝑡 = 0 or 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). (32) 

   165 

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 𝑡𝑡 = 0. 166 

(II-ii) We write equation as 167 

 168 

𝑥𝑥ℎ2 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)ℎ1 + (𝑐𝑐 + 1− 𝑎𝑎)ℎ = 0. (33) 

 169 

where 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). Now, by applying 𝑁𝑁𝜇𝜇 method to the both sides of ‘‘Eq. 33.’’, we 170 

obtain  171 

 172 

𝑥𝑥ℎ2+𝜇𝜇 + [𝜇𝜇 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)]ℎ1+𝜇𝜇 + (−𝜇𝜇+ 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎)ℎ𝜇𝜇 = 0 (34) 

 173 

If we choose that  174 

 175 

−𝜇𝜇 + 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎 = 0, (35) 

 176 

then, we find 177 

 178 

𝜇𝜇 = 𝑐𝑐 + 1 −𝑎𝑎 . (36) 

 179 

(32)

  

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 

20.) sy. 328/Lemma 2.3.’de ‘‘    and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives     and    exist,’’ yazılması, 

21.) sy. 328/ Denklem (13)’ün 

  (   )  (   )  ∑  (   )
 (     ) (   )

 

   
        

olarak değiştirilmesi, 

22.) sy. 328/Denklem (13)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ yazılması, 

23.) sy. 328/ Denklem (14)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

24.) sy. 329/ Denklem (15)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

25.) sy. 329/   ( ) ve   ( ) denklemleri arasındaki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin 
‘‘and,’’ olarak değiştirilmesi, 

26.) sy. 329/  (     ) denkleminden sonraki ‘‘(Bayın, 2006).’’nın sola dayalı yazılması, 

27.) sy. 329/Remark 3.1.’de ‘‘of general order :’’ yerine ‘‘of general order  :’’ yazılması ve burdaki 
denklemden sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

28.) sy. 330/Theorem 3.1.’de ‘‘Let.’’ yerine ‘‘Let’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

29) sy. 331/Denklem (28)-(29) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

30.) sy. 331/(II-i)’de ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    .’’ yazılması, 

31.) sy. 331/(II-ii)’de ‘‘equation as .’’ yerine ‘‘equation as’’ yazılması, 

32.) sy. 331/Denklem (33)’den sonra ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    (   ).’’ yazılması ve ‘‘by 
applying  method’’ yerine ‘‘by applying    method’’ yazılması, 

33.) sy. 331/Denklem (34)’ün ortalanarak 

      [  (     )]     (        )      

şeklinde yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

34.) sy. 332/Denklem (37)’nin 

(      )  [(   )     ]          

şeklinde yazılması, 

35) sy. 332/Denklem (40)-(41) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

 = 0 .

(II-ii) We write equation as
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𝑡𝑡(𝑡𝑡+ 𝑐𝑐 + 1) = 0. (31) 

 162 

So, 163 

 164 

𝑡𝑡 = 0 or 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). (32) 

   165 

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 𝑡𝑡 = 0. 166 

(II-ii) We write equation as 167 

 168 

𝑥𝑥ℎ2 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)ℎ1 + (𝑐𝑐 + 1− 𝑎𝑎)ℎ = 0. (33) 

 169 

where 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). Now, by applying 𝑁𝑁𝜇𝜇 method to the both sides of ‘‘Eq. 33.’’, we 170 

obtain  171 

 172 

𝑥𝑥ℎ2+𝜇𝜇 + [𝜇𝜇 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)]ℎ1+𝜇𝜇 + (−𝜇𝜇+ 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎)ℎ𝜇𝜇 = 0 (34) 

 173 

If we choose that  174 

 175 

−𝜇𝜇 + 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎 = 0, (35) 

 176 

then, we find 177 

 178 

𝜇𝜇 = 𝑐𝑐 + 1 −𝑎𝑎 . (36) 

 179 

(33)

where 

20.) sy. 328/Lemma 2.3.’de ‘‘    and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives     and    exist,’’ yazılması, 

21.) sy. 328/ Denklem (13)’ün 

  (   )  (   )  ∑  (   )
 (     ) (   )

 

   
        

olarak değiştirilmesi, 

22.) sy. 328/Denklem (13)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ yazılması, 

23.) sy. 328/ Denklem (14)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

24.) sy. 329/ Denklem (15)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

25.) sy. 329/   ( ) ve   ( ) denklemleri arasındaki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin 
‘‘and,’’ olarak değiştirilmesi, 

26.) sy. 329/  (     ) denkleminden sonraki ‘‘(Bayın, 2006).’’nın sola dayalı yazılması, 

27.) sy. 329/Remark 3.1.’de ‘‘of general order :’’ yerine ‘‘of general order  :’’ yazılması ve burdaki 
denklemden sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

28.) sy. 330/Theorem 3.1.’de ‘‘Let.’’ yerine ‘‘Let’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

29) sy. 331/Denklem (28)-(29) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

30.) sy. 331/(II-i)’de ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    .’’ yazılması, 

31.) sy. 331/(II-ii)’de ‘‘equation as .’’ yerine ‘‘equation as’’ yazılması, 

32.) sy. 331/Denklem (33)’den sonra ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    (   ).’’ yazılması ve ‘‘by 
applying  method’’ yerine ‘‘by applying    method’’ yazılması, 

33.) sy. 331/Denklem (34)’ün ortalanarak 

      [  (     )]     (        )      

şeklinde yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

34.) sy. 332/Denklem (37)’nin 

(      )  [(   )     ]          

şeklinde yazılması, 

35) sy. 332/Denklem (40)-(41) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

. Now, by applying N method to the both sides of ‘‘Eq. 33.’’, we obtain 

20.) sy. 328/Lemma 2.3.’de ‘‘    and    fractional order derivatives exist,’’ yerine ‘‘fractional order 
derivatives     and    exist,’’ yazılması, 

21.) sy. 328/ Denklem (13)’ün 

  (   )  (   )  ∑  (   )
 (     ) (   )

 

   
        

olarak değiştirilmesi, 

22.) sy. 328/Denklem (13)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması ve ‘‘and . |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ 

yerine ‘‘and |  (   )
 (     ) (   )|   .’’ yazılması, 

23.) sy. 328/ Denklem (14)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

24.) sy. 329/ Denklem (15)’den sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

25.) sy. 329/   ( ) ve   ( ) denklemleri arasındaki ‘‘and’’in sola dayalı yazılması ve bu ifadenin 
‘‘and,’’ olarak değiştirilmesi, 

26.) sy. 329/  (     ) denkleminden sonraki ‘‘(Bayın, 2006).’’nın sola dayalı yazılması, 

27.) sy. 329/Remark 3.1.’de ‘‘of general order :’’ yerine ‘‘of general order  :’’ yazılması ve burdaki 
denklemden sonraki satırın sola dayalı yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

28.) sy. 330/Theorem 3.1.’de ‘‘Let.’’ yerine ‘‘Let’’ yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

29) sy. 331/Denklem (28)-(29) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

30.) sy. 331/(II-i)’de ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    .’’ yazılması, 

31.) sy. 331/(II-ii)’de ‘‘equation as .’’ yerine ‘‘equation as’’ yazılması, 

32.) sy. 331/Denklem (33)’den sonra ‘‘where .’’ yerine ‘‘where    (   ).’’ yazılması ve ‘‘by 
applying  method’’ yerine ‘‘by applying    method’’ yazılması, 

33.) sy. 331/Denklem (34)’ün ortalanarak 

      [  (     )]     (        )      

şeklinde yazılması, 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

34.) sy. 332/Denklem (37)’nin 

(      )  [(   )     ]          

şeklinde yazılması, 

35) sy. 332/Denklem (40)-(41) arasındaki ‘‘and’’ yerine ‘‘and,’’ yazılması, 

(34)
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If we choose that 
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𝑡𝑡(𝑡𝑡+ 𝑐𝑐 + 1) = 0. (31) 

 162 

So, 163 

 164 

𝑡𝑡 = 0 or 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). (32) 

   165 

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 𝑡𝑡 = 0. 166 

(II-ii) We write equation as 167 

 168 

𝑥𝑥ℎ2 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)ℎ1 + (𝑐𝑐 + 1− 𝑎𝑎)ℎ = 0. (33) 

 169 

where 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). Now, by applying 𝑁𝑁𝜇𝜇 method to the both sides of ‘‘Eq. 33.’’, we 170 

obtain  171 

 172 

𝑥𝑥ℎ2+𝜇𝜇 + [𝜇𝜇 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)]ℎ1+𝜇𝜇 + (−𝜇𝜇+ 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎)ℎ𝜇𝜇 = 0 (34) 

 173 

If we choose that  174 

 175 

−𝜇𝜇 + 𝑐𝑐 + 1−𝑎𝑎 = 0, (35) 

 176 

then, we find 177 

 178 

𝜇𝜇 = 𝑐𝑐 + 1 −𝑎𝑎 . (36) 

 179 

(35)

then, we find
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𝑡𝑡(𝑡𝑡+ 𝑐𝑐 + 1) = 0. (31) 

 162 

So, 163 

 164 

𝑡𝑡 = 0 or 𝑡𝑡 = −(𝑐𝑐 + 1). (32) 

   165 

(II-i) We have ‘‘Eq. 16.’’ from ‘‘Eq. 30.’’, where 𝑡𝑡 = 0. 166 

(II-ii) We write equation as 167 

 168 

𝑥𝑥ℎ2 − (𝑐𝑐 + 2 + 𝑥𝑥)ℎ1 + (𝑐𝑐 + 1− 𝑎𝑎)ℎ = 0. (33) 
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----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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40.) sy. 334/CONCLUSION bölümünün ilk satırında ‘‘we used  method’’ yerine ‘‘we used    
method’’ yazılması gerekmektedir. 

NOT: Genel olarak, metindeki bütün denklemlerden önce ve sonra birer boşluk bırakılması 
gerekmektedir. 

Teşekkürler, iyi çalışmalar… 

Yazar: Ökkeş Öztürk 

Makale: Konfluent Hipergeometrik Denklemi İçin Farklı Bir Çözüm Metodu 
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 = 𝐵𝐵𝑥𝑥−2[e𝑥𝑥(𝑥𝑥3 − 3𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 − 6)]. 

 214 

Theorem 3.2. Let |(𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐)𝑘𝑘| < ∞ (𝑘𝑘 ∈ ℤ+ ∪ {0}), 𝑥𝑥 ≠ 0, and |1𝑥𝑥| < 1. The solution of 215 

‘‘Eq. 26.’’ can be written as follows 216 

 217 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐e𝑥𝑥 𝐹𝐹02 [1− 𝑎𝑎, 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎; 1
𝑥𝑥] . (44) 

 218 

Proof. By means of ‘‘Eq. 13.’’, we have 219 

 220 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴∑ Γ(𝑎𝑎)
Γ(𝑎𝑎− 𝑘𝑘)Γ(𝑘𝑘+ 1)

∞

𝑘𝑘=0

(𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐)𝑘𝑘(e𝑥𝑥)𝑎𝑎−1−𝑘𝑘 . (45) 

 221 

By using ‘‘Eq. 8.’’, ‘‘Eq. 10.’’, ‘‘Eq. 11.’’ and ‘‘Eq. 12.’’, we can rewrite the ‘‘Eq. 45.’’ 222 

as follows 223 

 224 

𝑦𝑦(I) = 𝐴𝐴∑ Γ(𝑘𝑘+ 1− 𝑎𝑎)
(−1)𝑘𝑘Γ(1− 𝑎𝑎)

1
𝑘𝑘!

∞

𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑥𝑥𝑎𝑎−𝑐𝑐−𝑘𝑘 Γ
(𝑘𝑘+ 𝑐𝑐 − 𝑎𝑎)
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CONCLUSION

In this paper, we used N method for the 

confluent hypergeometric equation. We also obtained 

hypergeometric forms of the fractional solutions.  The 

most important advantage of this method is that can be 

applied for singular equations.   
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