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One Cikanlar

* Bu ¢alismada Euler Sombor indeksinin esit sayida noktaya sahip baglantili kimyasal graflar ve kimyasal agaglar iizerindeki ekstrem
degerleri elde edilmistir.

* Bazi kimyasal graflar i¢in bu indekslerin hesaplamalar: yapilmigtir.

« [spatlanan teoremlerle birlikte yapilan hesaplamalar, kimyasal graf teorisinde yapisal analizlere yeni katkilar sunmustur.
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Makale Bilgileri Oz

G basit bir graf olsun. G'nin Euler Sombor indeksi
Gelis: 23/12/2024 EU(G) = z [@Z T 2 + (dyd,)
Kabul: 05/05/2025 e
seklinde tamimlidir. Burada, d,,, u noktasinin derecesini belirtir ve toplam, G'nin kenarlar kiimesi tizerinde
ilerler. Bu ¢alisma, Euler Sombor Indeksi’nin esit sayida noktaya sahip baglantili kimyasal graflar ve
kimyasal agaglar iizerindeki ekstrem degerlerini incelemektedir. Ayrica bazi kimyasal graflar icin
hesaplamalar yapimistir. Euler Sombor Indeksi, kimyasal bilesiklerin topolojik yapisini analiz etmek igin

Anahtar Kelimeler

El_J|er Sombor indeks, kullanilan bir derece tabanli graf indeksidir. Calismada, kimyasal graflar i¢in bu indeksin maksimum ve
Kimyasal Graf, 3 minimum degerlerini belirlemek amacwyla ¢esitli teoremler ispatlanmistir. Sonuglar, ozellikle kimyasal graf
Nokta derecesine bagl teorisinde yapi ozelliklerinin analizi agisindan onemli ¢ikarimlar sunmaktadir.

topolojik indeks

Euler Sombor Index of Chemical Graphs

Highlights
« In this study, the extremal values of the Euler Sombor index on connected chemical graphs and chemical trees with an equal number of
vertices were obtained.
* The index was calculated for some chemical graphs.
« The calculations together with the proven theorems have provided new contributions to structural analyses in chemical graph theory.

Abstract
Let G be a simple graph. The Euler Sombor index of G is defined as

EU(G) = Z JE+ a2 + (dydy)
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Accepted: 05/05/2025 \where d,, denotes the degree of the vertex u and the sum runs over the set of edges of G. This study
investigates the extremal values of the Euler-Sombor index on connected chemical graphs and chemical trees
with the same number of vertices. Additionally, computations are performed for certain chemical graphs. The
Keywords Euler-Sombor index is a degree-based graph invariant used to analyze the topological structure of chemical
compounds. In this study, several theorems are proven to determine the maximum and minimum values of this
index for chemical graphs. The results provide significant insights, particularly in analyzing structural
properties within chemical graph theory.
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1. GIRIS

G, nokta kiimesi V ve kenar kiimesi E olan basit bir graf olsun. u noktasindan v noktasina bir kenar varsa,
uv (veya vu) yazarak gosterilir. Derecesi i olan nokta sayisi n; ile ve i derecesine sahip bir noktay1 j
derecesine sahip bir noktaya baglayan kenar sayis1 m; ; ile gosterilir. Bu ¢alismada, G'nin izole noktasinin
olmadigini varsayacagiz.

Son yillarda, kimyasal bilesiklerin topolojik 6zelliklerini analiz etmek amaciyla ¢esitli derece tabanli graf
indeksleri gelistirilmistir. Geometrik motivasyonlu ilk derece tabanli topolojik degismezlerden biri Sombor
indeksi olup

S0(G) = Z |d2 + a2

seklinde tanlmlamr [1].

Das ve arkadaglar1 [2], Sombor indeksinin ¢esitli graf parametreleriyle iliskisini inceleyerek, bu indeks i¢in
yeni alt ve list sinirlar elde etmislerdir. Cruz ve arkadaslari [3], kimyasal graflar iizerinde Sombor indeksinin
Ozelliklerini arastirmis ve bu indeksin kimyasal bilesiklerin yapisal analizinde kullanilabilecegini
gostermislerdir. Liu ve arkadaslari [4], benzenoid hidrokarbonlarin kaynama noktalariyla Sombor
indeksleri arasindaki iligkileri inceleyerek, bu indeksin kimyasal 6zelliklerin tahmininde kullanilabilecegini
ortaya koymuslardir. RedZzepovic [5], Sombor indeksinin kimyasal uygulanabilirligini degerlendirerek, bu
indeksin ¢esitli kimyasal graflardaki yapisal 6zellikleri yansittigini belirtmistir. Méndez-Bermudez ve
arkadaslari [6], ortalama Sombor indeksini tanitarak, bu yeni indeksin oktan izomerlerinin fizikokimyasal
Ozellikleriyle iyi bir korelasyon gosterdigini belirtmislerdir. Kulli [7] tarafindan Delta Banhatti-Sombor
indeksi tanitilmig ve bu indeksin cesitli graf tiirleri tizerindeki hesaplamalar1 gergeklestirilmistir. Ayrica
Kulli [8] daha sonra Modifiye Domination Sombor indeksi ve buna karsilik gelen iistel fonksiyonu ve tistel
fonksiyonu tanitilmis, bazi 6zel graflar i¢in bu indekslerin hesaplamalar1 yapilmistir. Du ve arkadaslar
[9,10], iki aga¢l graflarda Sombor indeksi ve tamamlayici indeksini inceleyerek, bu indekslerin agag ve
kimyasal graflardaki sonucglarini elde etmislerdir. Chen ve arkadaslar1 [11], benzenoid sistemler {izerinde
Sombor ve Eliptik Sombor indekslerini analiz ederek, bu indekslerin benzenoid hidrokarbonlarin yapisal
ozelliklerini yansittigini ortaya koymuslardir. Gutman ve arkadaglart [12], Eliptik Sombor indeksini
tanitarak, bu yeni indeksin molekiiler yapilarin analizinde kullanilabilecegini belirtmislerdir. Kizilirmak
[13], Eliptik Sombor tamamlayic1 indeksinin graf islemleri tizerindeki sinirlarini inceleyerek, bu indeksin
graf teorisindeki uygulamalarini genigletmistir.

Daha yakin tarihlerde, farkli bir geometrik yaklasimla Euler-Sombor indeksi Tang ve arakadaslaru
tarafindan tanitilmistir [14]:

EU(G) = Z \/dﬁ +d2 + (dydy) )

Sombor indeksinin bir genellemesi olan Euler-Sombor indeksi, kimyasal graflarin yapisal ayrintilarin1 daha
giicli bir sekilde ayirt edebilme kapasitesi nedeniyle ilgi ¢ekmistir. Hu ve arkadaslari [15] maksimum dig
diizlemsel (outerplanar) graflarda Euler Sombor indeksinin ekstremal degerlerini arastirirken, Gutman [16]
Sombor ve Euler Sombor indeksleri arasindaki matematiksel iligkiyi inceleyerek aralarindaki benzerlikleri
ve farklari ortaya koymustur.

Topolojik indeksler, 6zellikle derece tabanl olanlar, teorik kimya alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir.
Bu indeksler, molekiiler yapilarin sayisal olarak tanimlanmasina olanak tanir ve kaynama noktasi, stabilite,
reaktivite gibi fizikokimyasal 6zelliklerin tahmininde siklikla kullanilmaktadir. Hayat ve arkadaslar1 [17]
monokarboksilik asitlerin fizikokimyasal 6zelliklerinin tahmininde Sombor indeksinin kullanilabilirligini
gostermis ve Sombor indeksinin molekiiler agirlik, kaynama noktasi ve molar hacim gibi 6zelliklerle
yiiksek korelasyon elde etmislerdir.
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Shashidhara ve arkadaslar1 [18] Domination Sombor indeksini tanimlamis ve bu indeksi biitan tiirevlerinin
fizikokimyasal 6zelliklerinin tahmininde kullanmistir.Bu makalenin temel amaci, esit sayida noktaya sahip
kimyasal graflarda, ozellikle kimyasal agaglar ve baglantili kimyasal graflar {izerinde Euler-Sombor
indeksinin ekstrem degerlerini incelemektir. Onceki calismalar ¢ogunlukla genel graflar iizerine
yogunlasirken, bu ¢alismada belirli yapisal kisitlamalar altinda Euler-Sombor indeksini maksimize veya
minimize eden graf yapilar1 karakterize edilmistir. Bu dogrultuda, Euler-Sombor indeksi i¢in teorik sinirlar
elde edilmis, baz1 karakterizasyon teoremleri ispatlanmis ve ¢esitli bilinen kimyasal graflar tlizerinde
dogrudan hesaplamalar yapilmistir. Bu ¢alisma, Euler-Sombor indeksinin teorik temellerini derinlestirdigi
gibi, kimyasal graf teorisine katki saglayarak topolojik kriterler {izerinden molekiiler yapilar1 analiz etmek
i¢in yeni araglar sunmaktadir.

2. KIMYASAL GRAFLARDA EULER SOMBOR INDEKSi: TEORIK TEMELLER, KIMYASAL
AGACLAR VE UYGULAMALI iNCELEMELER

2.1. Kimyasal Graflarin Euler Sombor indeksi

G'nin izole noktasi olmayan tiim u € V noktalar i¢in d,, < 4 {i saglayan n noktali bir kimyasal graf
oldugunu varsayalim. Bu durumda

ny+n, +nz+n, =n, 2
ve
2my 1 +my, +myz+my, =ny, 3)

My +2my, + My 3 + My, = 20y,
my 3+ my3 + 2mz3 +mg, = 3ng,
Myg+Myy+ Mgy +2my, =4n,
bagintilar1 gecerlidir.

(2) ve (3) bagintilarindan

x+y
Z(x,y)EP me,y =n, (4)

elde edilir. Burada

P={(x,y) ENXN | 1<x<y<4} (5)
dir.
Bu durumda (1) ifadesi

EU(G) = Z(x,y)eP Y x% + y2 + (xy)mx,y (6)

olarak yazilabilir.
Teorem 2.1.1. G n noktali bir kimyasal graf olsun. O zaman
EU(G) < 8V3n
dir.
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Esitlik yalnizca G'nin 4-regiiler bir graf olmasi kosuluyla saglanir.

Ispat. C = {(x,y) € P | (x,y) # (4,4)} olsun. Oncelikle (6)’daki toplamu (4,4) ve digerleri olmak iizere

EU(G) = 4V/3my, + z Va2 +y2 + (xy)my,
(x,y)ec

seklinde ayiralim. Her (x,y) € C igin (4)’den my 4 = 2n — 2 ¥ (v 3)ec %mx,y olup bu ifade yerine

yazilirsa
x+
EU(G) = 4V3| 2n -2 Z ymx,y + Z \/x2+y2+(xy)mx,y
(xy)ec Xy (x,y)EC
X+
=8V3n + z <\/x2 +y2 + (xy) — 8\/§x—y) My
(x,y)ec Y

bulunur. Burada her (x,y) € C i¢in

x +
(Ve - i) <o, %
oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak
EU(G) <8V3n (8)
elde edilir.
Esitlik durumunda, yani EU(G) = 8v3n ise (8)’ den,

Z <\/x2 +y2 + (xy) — 8\/5%)1@&, =0

(x,y)ec

bulunur. (7)’ den her (x,y) € C i¢in, m,, = 0’ dir. Yani, yalnizca (4,4) derecesine sahip kenarlar
mevcut olmalidir. Bu da G'nin 4-regiiler bir graf oldugunu gosterir.

Tersine, eger G, 4-regiiler bir graf ise, her noktanin derecesi 4 olup toplam kenar sayist %n dir. Buradan

4n
EU(G) = 4V3my, = 4V3m = 4V3 - = 8v3n

elde edilir.

Teorem 2.1.2. G n noktal1 bir kimyasal graf olsun. O zaman,
1. ncift oldugunda, EU(G) = @’ dir. Esitlik yalnmizca G = %PZ kosuluyla saglanir.

n

2.n tek oldugunda, EU(G) = %3\5 + 2+/7"dir. Esitlik yalnizca G = nT_BPZ U P; kosuluyla saglanir.
Ispat. 1. Kabul edelim ki n ¢ift ve A = {(x,y) € P|(x,y) # (1,1)} olsun. Ayrica

V3x+y
Va2 4y () - —

>0 €)]
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oldugu agike¢a goriiliir. (4)’den my ; = %(n — Y(xy)ea %mx,y) olup (6)’daki toplam (1,1) ve digerleri

olmak tizere yazilirsa

EU(G) = \/§m1,1 + Z \/xz +y2 + (xy)my,y
(x,y)eA

V3 x+y
=== z po. Myy |+ z \/x2+y2+(xy)mx,y

(xy)EA (x,¥)EA

_3n V3x+y
=— T Z <\/x2+y2+(xy)—7 o )mx,y

2
(x,y)EA

bulunur. Bdylece (9)’dan
V3
EU(G) = —n (10)

elde edilir. Eger EU(G) = 2" ise, (10) esitsizliginden,

<Jx2 +y2 + (xy) _V3x +y>mx.y =0

(x,¥)EA 2 Xy

olup (9)’ daki &6zellikten her (x,y) € A i¢in m,,, = 0’ dir. Diger bir deyisle, G, P, kopyalarmin ayrik bir
birlesimidir yani, G =~ P, dir.

Tersine, G = %Pz ise 0 zaman /x2 + y2 + (xy) = %EU(PZ) = @ dir.

2. Kabul edelim ki n tek olsun. G’nin izole noktas1 olmadigindan, m; ; < nT_S dir.

B={(x,y)€A| (x,y) # (1,2)}
olsun. O zaman

2V7 x +
Va2 +y2 + (xy) ——— Y50 (11)
3 x
ve (4)’den
2 4 2 x+y
ml’z - §Tl - §m1‘1 - § xy mx’y. (12)
(x,y)eB

oldugu kolayca goriilebilir.

(11) ve (12)’ den

EU(G) = \/§m1,1 + \/7m1,2 + z \/x2 +¥2 + (xy)my,y
(xy)eB

47 ) 2\/7 < 27 x + y>
mqq \/ My,y

= +——n+ x2+y? 4+ (xy) ———

=<ﬁ_ 3 3 xy

(x,y)EB
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2(\/5—43£>m1’1 Zsﬁn
MW7\n—-3 27
_<\/§— 3> > + 3 n
=n; V3 + 247 (13)

elde edilir.Eger EU(G) = ”T_?’\@ + 2+/7 ise (13) esitsizliginden, myq = nT_?’ ve her (x,y) € B igin

My, = 0 dir. Bu durumda G = nT_?’PZ U P; oldugu sonucuna ulagilir.

. . -3 .
Tersine, eger G = nTPZ U P; ise 0 zaman

n—3 n—3
EU(G) =——EU(P;) + EU(P;) = T\/§ +2V7
dir.
Sonug¢ 2.1.3. G n noktali bir kimyasal graf olsun. O zaman,
2V3(n—3) + 2V7 < EU(G) < 8V3n

dir. Sol tarafta esitlik yalnizca G = P, kosuluyla, sag tarafta yalnizca G ’nin baglantili, 4-regiiler graf olmasi
kosuluyla saglanir.

ispat. Bu sonug, Tang, Li ve Deng [14] tarafindan elde edilen Sonug 3.10 ile birlikte, Teorem 2.1’den
dogrudan tiiretilmektedir.
2. 2. Kimyasal Agaclarin Euler Sombor indeksi

Cn, n noktal tiim kimyasal agaclarin kiimesini gdstersin. Tang ve arkadaslari tarafindan [14] Sonug 3.10'da,
P,'nin tim n noktali agaglar arasinda minimum EU degerine sahip oldugu gosterilmistir. Agikga, P,'nin
tim n noktali kimyasal agaglar arasinda da minimum EU degerine sahip oldugu goriilmektedir.

Yardimei Teorem 2.2.1. n = 3 olmak iizere T € C,, olsun. O zaman,

16V3 —4V21x+y 20V3 —2v21
3 Xy 3

fl,y) =/x2 +y2 + (xy) +

olmak tlizere

2V21+ 43 421+ 203 s
n_
3 3

EU(T) = f(x: Y)mx,y (14)

(x,y)EP
dir.
Ispat. Herhangi bir T € C,,(n > 3) igin kimyasal agaclar n nokta ve n — 1 kenardan olustugundan,

n—1= Z My (15)
(x,y)ep

dir.
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(4) ve (15) bagintilar1 C' ={(x,y) € P | (x,y) # (1,1),(x,y) #= (1,4), (x,y) # (4,4)} olmak lizere
x+y
5m14+2m44=4‘n_ 4‘—mxy
. . Xy :
(xy)ec’
ve
m1'4 + m4_'4 =n-— 1 - Z mx,y
(xy)ec’

seklinde yeniden yazilabilir:

Onceki bagntilardan m, 4 ve my 4 i¢in agagidaki ifadeler elde edilir.

x+y
3myys=2n+2— Z (4 —Z)mxy
) xy ,
(xy)ec’
3ma,=n—5+ Z (4x ry 5)
Mys =N y My y-
(x,y)ec’

Buradan T'nin Euler Sombor indeksi

EU(T) =V21my, + 4V3my, + z VX2 + Y2+ (xy)my,

(x,y)ec’
_2V21+4V3  4V21+203
= 3 3
16V/3 —4V21x+y 20V3 —2v21
+ Z Vx2+y2 + (xy) + - My y
3 xy 3 ’
(x,y)ec’
2V21+4V3 42142043
= n-— + f(x: y)mx,y
3 3
(x,y)ec’
olarak bulunur.
f(1,4) = f(4,4) = 0 ve m; ; = 0 oldugundan istenilen sonug elde edilir.
Asagidaki esitsizliklerin saglandig1 kolayca goriilebilir:
f(23)<f(22)<f(12)<f(24)<f(B4)<0=f(14) =f(44), (16)
fBI<f2I)<fA3)<fBAH<0=f(14 =144, a7)
f(2,2) <21 (2,4), (18)
f(33) <2f(3E4). (19)
Teorem 2.2.2. n > 3 olmak lizere T € C,, olsun. O zaman,
2V21+4V3 421+ 2043

EU(T) < e n— . (20)
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dir. Esitlik yalnmizea n,(T) = n3(T) = 0 olmasi kosuluyla saglanir.

Ispat. (14) esitsizliginden

2V21+ 43 421+ 20V3 s
n_
3 3

EU(T) = [, y)my,

(x,y)ep

olup (16) ve (17) esitsizliklerinden 1 < x < y < 4 igin f(x,y) nin 0 veya negatif bir deger aldig1 goriiliir.
Buradan

2V21+4V3 421+ 20V3
n —
3

EU(T) < 2

Elde edilir. Eger

221 +4V3 4214203
EU(T) = e n— .

ise (16), (17) ve (20) esitsizliklerinden her (x,y) € C'i¢in m, ,, = 0 sonucuna ulasilir. Bu durum yalnizca

T’nin derecesi 2 veya 3 olan bir noktaya sahip olmamasi kosuluyla saglanir.

Tersine, eger, T derecesi 2 veya 3 olan bir noktaya sahip degilse (14) bagintistile f(1,4) = f(4,4) = 0 ve
my 1 = 0 oldugu goz 6niine alinarak

221 +4V3 42142043 N
n_

EU(T) = 3 3 f(x, Y)mx,y
(x,y)ep
_2V21+4V3  4V21+20V3
= 3 " 3
elde edilir.

Pozitif bir n tamsayisi igin C,,”in asagidaki alt kiimelerini ele alalim:
Coo(n) = {T € Cp|ny(T) = n3(T) = 0},

Cro(m) ={T € CyInx(T) = 1,n3(T) = 0},

Co1(n) = {T € Cpln,(T) = 0,n3(T) = 1}.

Sekil 1, Cruz ve arkadaslarinin ¢alismasinda [19] sunulan Cyo’daki agaglari, Sekil 2, m; 3 = 0 olan Cy
i¢indeki agaglar1 ve Sekil 3, m; , = 0 olan Cy, i¢indeki agaglar1 gostermektedir.

T I T |. T I
'—T_' - T—' '—T_T ™
L - L L] L -

Sekil 1. Cy 'daki agaglar [19]
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| e .
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._T/_. |. o—cl/—o l l

Sekil 3. m, , = 0 olan C i¢indeki agaclar [19]

Teorem 2.2.3. n pozitif bir tamsay1 oldugunda C,, kiimesindeki agaglar arasinda Euler Sombor indeksinin

maksimum degerini asagidaki gibi belirler:

1. n =0 (mod 3) ve n = 9 ise m; ,(U) = 0 olmak iizere U € C1o(n)’ dir.
2. n=1(mod 3) ven = 13 ise my 3(V) = 0 olmak iizere V € Cy1(n)’ dir.
3. n=2(mod3)ven=5ise W € Cyo(n)’ dir.

ispat.

1. n =0 (mod 3) ise Cyp(n) = @ ve Cy1(n) = O dir. (14) esitsizliginden

221+ 4V3 421+ 20V3
3 n- 3 +

olup (16) ve (18)’ den

EU(T) = fOoy)my,

(x,y)ep

221+ 4V3 421+ 203
EU(T) < 3 n-— 3 + f(1,2)my, + f(2,2)my, + f(2,3)my 3
+f(2,4)m2,4
2V21+4V3  4V21+20V3
< 3 n-— 3 + f(24) (M + 2my, + My 3 + My y)
221+ 4V3 421 +20V3
= n-— + 2n,(T)f(2,4)
3 3
elde edilir.

Eger n,(T) = 0 ise 0 zaman

221+ 43 421+ 20V3
n —

EU(T
(T) < 3 3

dir. Esitlik yalnizca T € Cyo(n) Ve Cyo(n) = @ olmasi kosuluyla saglanir.

Eger n,(T) = 1 ise 0 zaman
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2V21 + 43 421 + 20v3
EU(T) < 3 \/_n— 3 \/_+2n2(T)f(2,4)
2V21 + 443 4421+ 20v3
< \/_n— \/_+2f(2,4)
3 3
bulunur.

Esitlik yalmzca my, =2 Ve my, =my3 =My =My3 =M3z3 =m3z, =0 olmast kosuluyla
gergeklesir. Bu, n,(T) = 1 ve n3(T) = 0 olmasi anlamina gelir. O zaman, eger n = 0 (mod 3) ven > 9
ise, 0 zaman EU'nun C,, iizerindeki maksimum degeri, m; ,(U) = 0 olmak tizere U € C;4(n) olmasi
kosuluyla saglanir.

2. Egern =1 (mod 3) ise Cyp(n) = @ ve C;o(n) = @ dir. (16), (17) ve (19)’ dan

EU(T) <

+ f(1;3)m1,3 + f(2’3)m2,3 + f(3,3)m3,3
+f(3'4)m3,4

2V21+4V3 421+ 20V3
n —
3 3

V21 +4vV3 421+ 2043
< n-— 3 + f(B,4)(my 3 + 2my3 + mg3 +mg,)

= 3
221+ 43 421+ 203
= n —
3 3

+ 3n3(T)f(3,4)

bulunur.
Eger n5(T) = 0 ise 0 zaman,

221+ 4V3 421+ 20V3
n_

EU(T) <
(T) 3 3

dir. Esitlik yalnizca T € Cyo(n) Ve Cyo(n) = @ olmasi kosuluyla saglanir.
Eger n3(T) = 1 ise 0 zaman

2V21+4V3 421+ 203
n —
3

EU(T) < 2

+ 3n3(T)f(3,4)

- 2V21+ 43 421+ 203
n_
= 3 3

+3f(34)

bulunur.

Esitlik yalnmzca m3 4 = 2 Ve my, = my3 = My, = My3 = My 4 = M3 3 = 0 olmasi kosuluyla saglanr.
Bu, n,(T) =0 ve n3(T) =1 olmasi anlamina gelir. Eger n = 1 (mod 3) ve n > 13 ise, 0 zaman

EU'nun C,, tizerindeki maksimum degeri, m, 3(V) = 0 olmak iizere U € Cy;(n) olmasi durumunda elde
edilir.

3. Herhangi bir W € Cyy(n) igin

221+ 43 421+ 20V3
n —

EU(W) = g .

oldugundan EU, Cyy(n) de sabittir. Teorem 3.2’den istenilen gortiliir.
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2. 3. Euler Sombor indeksinin Bazi Kimyasal Graflara Uygulamalar

Kimyasal graf kuraminda, kimyasal baglar kenarlarla, molekiildeki atomlar ise noktalarla temsil edilir ve
Kimyasal formiilii €, H,,,, olan alkanlar incelenirken, graftaki hidrojen atomlarinin ¢ikarilmasiyla elde
edilen graf, hidrojenden arindirilmis molekiiler graf ya da diger adiyla karbon agaci olarak adlandirilir.
Hidrojen atomlar graftan ¢ikarildiginda molekiil hakkinda herhangi bir bilgi kayb1 yasanmaz; ¢ilinkii her
karbon atomu dort bag yaparken, her hidrojen yalnizca bir bag yapar. Bu nedenle, alkanin geometrik yapisi
daha belirgin hale gelir ve graf, analiz acisindan daha sade bir hal alir.

Bu boliimde, sonsuz sayida sekizgensel déseme yapist OT [m, n], titanyum dioksit Ti0,[m, n],dominant
oksit DOX (n) ve dominant silikat DSL(n) kimyasal yapilari i¢in Euler Sombor indeksi hesaplanmustir.

OT|[m,n] grafi, m adet yatay ve n adet dikey bagl zincir yapilarin1 temsil eden, organik molekiiller
iizerinde sik¢a kullanilan bir yapidir. Her bir uv kenar gifti, karsilik gelen (d,, d,) derece ciftleriyle
iligkilendirilecektir. Bu iligkilendirme, kenar u¢ noktalarinin derecelerine dayanmaktadir. Bu grafin yapisi
dalli bir agag seklindedir. Sekil 4’de, Afzal ve Fatima’nin ¢alismasinda [20] verilen OT[m, n] yapisinin
genellestirilmis hali gosterilmektedir.

Teorem 2.3.1. OT[m, n] sekizgensel doseme yapisi igin Euler Sombor indeksi

EUOT[m,n]) = 4(V19 — 5V3)(n +m) + 36V3nm + 20vV3 — 8V19
seklindedir.

Ispat. OT[m,n]’nin kenar ayrimi incelendiginde, 2(n +m +2) tane (2,2) nokta derece cifti,
4(n + m — 2) tane (2,3) nokta derece ¢ifti ve 4(3nm — 2n — 2m + 1) tane (3,3) nokta derece giftinin
bulundugu goriilmektedir [21]. Bu bilgiler ve Euler Sombor indeksi tanimi kullanilarak,

EUOT[mn]) = 4/3(n+m+2)+ 4V19(n+m —2) + 12V/3(B3nm —2n —2m + 1)
= 4(V19 - 5v3)(n+m) + 36V3nm + 20V3 — 8V19

seklinde elde edilir.

Sekil 4. OT[m, n] yapisinin genellestirilmis olusumu [20]
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Ti0,[m,n] grafi, titanyum dioksit (T'i0,) nanotiiplerinin yapisin1 modelleyen bir graf tiiriidiir. Bu graf, m
ve n parametreleriyle belirlenen diizenli bir 6rgii yapisini temsil eder. Afzal ve Fatima’nin [20] Titania
nanotiipleri Ti0,[m, n]’nin molekiiler yapisini verdigi Sekil 5’de m, bir satirdaki sekizgenlerin sayisini;
n ise bir slitundaki sekizgenlerin sayisini ifade etmektedir. Ti0O, nanotiipleri, fotokatalizorler, giines
pilleri ve biyomedikal uygulamalar gibi birgok alanda énemli malzemelerdir.

Teorem 2.3.2. TiO,[m,n] Titania nanotiipleri i¢in Euler Sombor indeksi

EU(TiOy[m,n]) = 2(6V7 + V39 + V37 = 7)n + 2(4V39 + 21)nm
seklindedir.

Ispat. Titania nanotiiplerinde 6n tane (2, 4) nokta derece ¢ifti, 2n + 4mn tane (2, 5) nokta derece cifti,
2n tane (3, 4) nokta derece ¢ifti ve 6nm — 2m tane (3, 5) nokta derece ¢ifti bulunmaktadir [21]. Buradan

EU(TiOy[m,n]) = 12V7n + 2V39n + 8vV39nm + 2V37n + 42nm — 14n

2(6V7 +V39 + V37 — 7)n + 2(4V39 + 21)nm

olarak bulunur.

-.».,.(u ,.en.-
e <

Sekil 5. Titania nanotiipleri TiO,[m, n] 'nin molekiiler yapist [20]

DOX(n) grafi, doksorubisin (DOX) dominant oksit molekiiliiniin kimyasal yapisini temsil eden bir graf
tiriidiir. Baig ve arkadaslarinin [22] ¢alismasinda verilen, n = 2 i¢in Dominant Oksit yapist Sekil 6’da
goriilmektedir. Bu graf, DOX molekiiliiniin atomlar1 ve baglar1 arasindaki iliskileri gostererek, ilacin
topolojik 6zelliklerini analiz etmek i¢in kullanilir. Doksorubisin, kanser tedavisinde kullanilan giiglii bir
kemoterapotik ajandir.

Teorem 2.3.3. DOX(n) dominant oksit i¢in Euler Sombor indeksi

EU(DOX(n)) = 216+/3n2 + 24(2V7 — 13V3)n — 247 + 120V3
seklindedir.

Ispat. Dominant oksitin kenar ayrimi incelendiginde 24n — 12 tane (2,4) nokta derece ¢ifti, 54n? +
78n + 30 tane (4,4) nokta derece ¢ifti bulunmaktadir [21]. Buradan

EU(DOX(n)) = (24n — 12)2V7 + 4V3(54n? — 78n + 30)

= 216y/3n% + 24(2V7 — 13V3)n — 24V7 + 120V3

seklinde bulunur.
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Sekil 6. n = 2 i¢in Dominant Oksit yapus: [22]

DSL(n) grafi, yildiz benzeri dallanmis agag¢ yapisini modelleyen bir graf tiirtidiir ve Baig ve
arkadaglarinin [22] ¢alismasinda sunulan n = 2 i¢in Dominant Silikat yapis1 Sekil 7°de goriilmektedir.

Teorem 2.3.4. DSL(n) dominant silikat icin Euler Sombor indeksi

EU(DSL(n)) = (12vV19 + 48V13 — 66V63 — 468V3)n + (54V63 + 324V3)n?
—6V19 — 24V13 + 2463 + 180V3
seklindedir.

Ispat. Dominant silikatta 12n — 6 tane (2,3) nokta derece ¢ifti, 24n — 12 tane (2,6) nokta derece
cifti, 54n® — 66m + 24 tane (3,6) nokta derece ifti ve 54n? — 78n + 30 tane (6,6) nokta derece gifti
bulunmaktadir [21]. Buna gore

EU(DSL(n)) = (12n — 6)V19 + (24n — 12)2V13 + (54n? — 66n + 24)V63 + (54n? —78n
+ 30)6V3

= (12V19 + 48V13 — 66V63 — 468V3)n + (54V63 + 324V3)n?
—6vV19 — 2413 + 24V63 + 1803

elde edilir.

Sekil 7. n = 2 i¢in Dominant Silikat yapis: [22]
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3. Sonu¢

Bu calismada, Euler Sombor indeksinin kimyasal graflar iizerindeki davranisi detayli olarak incelenmis,
esit sayida noktaya sahip baglantili kimyasal graflar ve kimyasal agaclar i¢in bu indeksin ekstrem degerleri
belirlenmistir. Elde edilen teoremler araciligiyla, hangi yapilarin Euler Sombor indeksini maksimize veya
minimize ettigi agik¢a ortaya konmustur. Ozellikle, belirli kosullar altinda Euler Sombor indeksinin alt ve
iist sinirlan elde edilmis, bu simirlarin gergeklestigi graf yapilar karakterize edilmistir. Ayrica bazi 6rnek
kimyasal graflar i¢in yapilan hesaplamalar yapilmistir. Bu bulgular, kimyasal graf teorisinde molekiiler
yapinin topolojik 6zelliklerinin daha iyi anlasilmasina katki saglamaktadir. Euler Sombor indeksi, derece
tabanli yapis1 sayesinde molekiillerin bag yapisin1 yansitirken, ayni zamanda entalpi ve entropi gibi
termodinamik 6zelliklerle korelasyon kurma potansiyeline de sahiptir. Bu nedenle, ¢alismanin sonuglar
yalnizca teorik matematik agisindan degil, kimya ve malzeme bilimi gibi uygulamali alanlar i¢in de bir
referans niteligindedir.
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