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Ozet: Belirsizlik genellikle dinamik cevaplardaki kontrol
edilemeyen degiskenlikler olarak tanimlanir. Bu calisma, belirsiz
elastisite modiilii ve 6zgiill hacme sahip ince bir gubugun belirsiz
dogal frekanslarinin matematiksel olarak modellenmesini igerir.
Belirsiz degiskenlerin dtelenmis Normal dagilima sahip oldugu
kabul edilmistir. Belirsiz degiskenler ve bu degiskenlere karsilik
gelen belirsiz dogal frekanslar ¢ok terimli kaos (CKA) ile
modellenmistir. Cokterimli tipi olarak Hermite c¢okterimlisi
secilmistir. Ayrik tekil konvoliisyonu (ATK) diferansiyel denklem
¢oziici olarak kullanilmis ve ATK'nin dogal frekanslarin CKA
katsayilarini belirlemekte oldukc¢a avantajli oldugu gorilmiistiir.
Cubugun ilk otuz dogal frekansi1 géz 6ntine alinarak her bir dogal
frekans icin farkli CKA Kkatsayilari elde edilmistir. Dogrulama
calismasi icin Monte Carlo simiilasyonu gergeklestirilmistir.
Sonuglar, ATK ile CKA uygulamasinin Monte Carlo simiilasyonuna
oldukca giiclii bir alternatif oldugunu géstermektedir.

Mathematical Modeling of Uncertain Natural Frequencies of a Thin Beam

via Polynomial Chaos Expansion
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Abstract: Uncertainty is generally defined as uncontrollable
variability in the dynamic responses. This study introduces
mathematical modeling of uncertain natural frequencies of a thin
beam having uncertain elasticity modulus and specific volume.
The uncertain variables are assumed to have shifted normal
distribution. The uncertain variables and the uncertain natural
frequencies corresponding to the uncertain variables are modeled
via polynomial chaos expansion (PCE). Hermitian polynomials are
selected as polynomial type. Discrete singular convolution method
(DSC) is utilized to solve differential equation solver and it is seen
that DSC presents a unique advantage in determining PCE
coefficients of natural frequencies. First thirty natural frequencies
of the beam are considered and different PCE coefficients are
obtained for each natural frequency. Monte Carlo simulation is
performed for the validation. Results show that PCE application
via DSC is a powerful alternative to Monte Carlo simulation.
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1. Giris

Bir irlniin tasarim siirecinde yapilan
vibro-akustik analizlerde belirsizlik adi
verilen olgunun g6z Oniline alinmasi
gereklidir. Belirsizlik, genellikle
malzemenin i¢ yap1 farkliliklari, séniim
ve geometrideki farkhliklar, ilk ve simir
sartlarindaki oynakliklar gibi kontrol
edilemeyen degisiklikler sonucu ayni
irtinin farklh o6rneklemlerinin farkh
vibro-akustik  ozellikler — gdstermesi
olarak tanimlanir. Giivenilir analizler i¢in
bu belirsizlikler liretimin her agsamasinda
hesaba katilmalhdir. Bu baglamda,
dinamik sistemlerin belirsizligi uygun bir
istatistiksel yaklasim ile
modellenmelidir.

Literatiirde belirsizliklerin hesaplanmasi
icin bircok calisma bulunmaktadir.
Elishakoff ve ark. [1] belirsizlik
analizlerinde olasiliksal ve olasiliksal
olmayan yontemlerin oldugunu
belirtmislerdir ve belirsizlige sahip bir
kafes sistemi problemini olasiliksal
olmayan en kotilestirme (anti-
optimizasyon) yontemi ile ¢ozmiislerdir.
Bu yontemde yalnizca belirsiz
parametrelerin  smirlarinin  bilinmesi
durumunda yiik kombinasyonlarina gore
kafes sistemini olusturan elemanlarin
kesit alanlarin1 belirlemislerdir. Aralik
analizi [2] ve bulanik analiz [3,4] diger
olasiliksal olmayan yontemlerden
bazilaridir.

Olasiliksal yontemlerde ise, belirsiz
parametrelerin dagilim tipi ve
istatistiksel ~ ozelliklerinin  bilinmesi
durumda sistem cevabi olasilik teorisi
kullanilarak belirlenir. Literatiirde bir¢ok
olasiliksal ydntem olmasina ragmen
Monte Carlo simiilasyonu [5,6] tabanl
sayisal analizler en ¢ok kullanilan
tekniklerden biridir. Fakat bu yontemde
hesaplama strelerinin uzunlugu ve
hafiza kullaniminin artmasi nedeniyle
alternatif olasiliksal yontemler
arastirilmaktadir. Baska bir olasiliksal

yontem olan Istatitistiksel Enerji Analizi
[7]1 ise olduk¢ca kisa siirelerde
hesaplamalar yapabilmektedir. Fakat bu
teknik ile bircok kabul ve kisitlamalar
nedeni ile yalnizca yiiksek frekanslarda
titresen yapilarin analizleri dogru olarak
yapilmaktadir.

Cokterimli kaos a¢ilimi (CKA) yodntemi

[8-10] belirsiz dinamik sistemlerin
analizinde kullanilabilen bir bagka
olasiliksal ydntemdir. Bu yontemde,

belirsiz degiskenlerin dagilimlari uygun
bir sabit katsayili c¢okterimli ile
modellenir. Bu nedenle bu yontem, diger
belirsizlik analizi yapabilen tekniklerin
yapamadigl belirsizligin matematiksel
modelini ortaya koyabilmektedir. Ayrica
yontemin, sonlu elemanlar [8] ve sonlu
farklar analizi [9] gibi deterministik
teknikler ile birlikte kullanilabilmesi bir
diger avantajidir. Fakat bu ydntemde
uygun olmayan dagilim-¢ok terimli ikilisi
secilmesi durumunda ytliksek dereceli
terimlerin sifira yakinsamamasi
nedeniyle hesaplama siireleri oldukca
uzamaktadir.

Bu calismada, belirsiz elastisite ve 6zgiil
hacme sahip ince ¢ubugun belirsiz dogal
frekanslari CKA yontemi ile
belirlenmistir. Belirsiz  degiskenlerin
Otelenmis normal dagilima sahip oldugu

kabul edilmistir ve bu degiskenler
Hermite  ¢okterimlileri ile ifade
edilmistir. Diferansiyel denklemin
¢oziimiinde ayrik tekil konvoliisyonu

(ATK) [11-17]. Boylelikle bu ¢alisma ile
ilk defa CKA katsayilari, ATK kullanilarak
belirlenmistir. Elde edilen sonuglar,
Monte Carlo simiilasyonu ile
karsilastirilmistir.  Sonug olarak ATK ile
yapinin karakteristik matrisin bir defa
elde edilmesi ile Dbelirsiz dogal
frekanslarinin CKA yontemi kullanilarak
basarili bir sekilde elde edildigi
gorilmiistiir.
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2. Matematiksel Bagintilar

2.1. Belirsiz bir ince ¢ubugunun Kismi
diferansiyel denklemi

Ince bir cubugun harmonik serbest
egilme titresimi [18],

Er%W(”/)(x)—a)fW(x):O, &)

ile ifade edilir. Burada, r ¢ubugun 6zgiil
hacmi (yogunlugun tersi), E elastisite
modiilii, A gubugun Kkesit alany, I, z ekseni
etrafindaki alan atalet momenti, W
cubugun titresim genligi, tst indis (1V)
titresim genliginin uzam degiskeni olan
X'e gore 4. dereceden tiirevi ve o, ise
c¢ubugun dogal frekansidir. Basit mesnetli
bir ¢ubuk icin dogal frekanslar analitik
olarak [18],

o, =(kn)’, /% k=1,23... (2)

ile ifade edilir. Burada, ! ¢ubugun
uzunlugudur. Bu c¢alismada, elastisite
modiili ve 06zgiill hacmin birbirinden
bagimsiz olarak belirsiz degisken oldugu
kabul edilmistir. Bu durumda, Denklem
(1) su sekilde yazilabilir:

B(E)r(&) 2w (x.5.2)
_a)n2 (gl'éz)W(X:é:l;gz):O

. (3)

Burada, & ve ¢&, elastisite modiili ve
ozgul hacmi belirsiz

parametrelerdir.

etkileyen

2.2. Belirsiz ince c¢ubuk i¢in Ayrik
Tekil Konvoliisyonu (ATK)

ATK algoritmasina gore, bir fonksiyon ve
onun n. dereceden tiirevi su sekilde ifade
edilebilir [11]:

M
M/i(n) ~ Z 65:2 (Xi _Xk)VVHk . (4)
k=M

Burada, M bant genisligi, xx dizgiin
dagitilmis  ayriklastirilmis  noktalar,
8" (x,~x,) ise Dirichlet tipli ATK
cekirdegidir. Literatiirde bircok ATK
cekirdegi bulunmasina ragmen,
diizenlenmis Shannon delta ¢ekirdegi bu
calismada kullanilmistir [19]:

5{2’%(&__Xk):(ijn[SirI(Ol(X—Xk))

dx a(x-x,) . (5)
.exp(—(x—xk)Z/Zﬁz) )

Burada, a=7x/A Nyquist frekansi,

A=L/(N-1) ayriklastirilmis noktalar

arasindaki mesafe, N ayrik nokta sayisi
ve B=(N/10+1)A‘dr. Sadelestirme

amaciyla, Denklem (4) su sekilde ifade
edilebilir:

M
W s> cw, (6)
k=—M

Denklem (6)'nin Denklem (3)’de yerine
koyulmasi ile her bir ayrik nokta i¢in su
denklem elde edilir:

E@H@%;#W@gg
~ @) (£,6)W(x.6,.6,)=0

(7)

Denklem (7)ye siir kosulu
uygulanmasinin ardindan ince ¢ubugun
dogal frekanslari, su  denklemin
¢oziilmesi ile elde edilir:

E(si)r(s‘z)ljD“)—co,f(él,gz)l ~0.(8)

Burada, DY NxN boyutlu dérdiinci
dereceden ATK Kkarakteristik matrisi, I
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ise birim matristir. ATK ile simir kosulu
uygulamalari icin literattrdeki
[16,17,20,21] calismalar incelenebilir.

2.3. Cokterimli Kaos A¢ilimi (CKA)

CKA'na gore, belirsiz bir degisken (Y)
birbirine dik ¢okterimliler cinsinden su
sekilde ifade edilebilir [8-10]:

Y=y, +iyily/1 (‘fil)

i=1

o I

+Zzyilizl//2(é:il 'ffz) , (9)

iy=1i,=1

o i Iy

+zzzyilizi3'//3 (§i1 '§i2 '§i3 )+

iy=1i,=1i3=1

veya basitce

Y:zyil//i(é)' (10)

i=0
Burada,  £=[£.&,..& |, belirsiz
degiskeni N etkileyen  belirsiz

parametrelerden olusan vektordiir. y;,
cok terimlilerin deterministik katsayilari
ve y,(.) ise birbirine dik ¢ok
terimlilerdir. Cok terimliler birbirine dik
oldugundan,

0, i#]j ise
<l//" .y/">:{<¢//i2>, i=jise’ (1)

Burada, < > ¢ok terimlilerin ortalamasini

gosterir. Denklem (10)’'da gorildiagia
CKA sonsuz terimlidir. Sayisal
calismalarda, seriyi sonlu bir degerde
(Npc) sonlandirmak anlamli olacaktir:

m+p)!
m!p! '

vl

PC

(12)

Burada, p ¢ok terimlinin derecesi, m ise

belirsiz parametrenin boyutudur,
érnegin m=2ise &=[&,&,].

CKA'nda  bilinmeyen  deterministik
katsayilar, y; Galerkin iz disimi
(ilgilenilen denklemi temel (basis)
fonksiyon ile carpma olarak

tanmimlanabilir) ile belirlenir [8]:

<,,,1,2> [(Yw(&)du(e), 13)

Yi=

burada, du(&) rastgele degisken uzayin
() olasihgidir ve k=0,1,23,... Eger
belirsiz degisken ¢ok boyutlu ise,
Denklem (13) ¢ok kath integral ile ifade
edilir:

y= <v}f> RIZACIZACHRAIEY

Q
(14)

CKA'nda Hermite c¢ok terimlileri
fonksiyon seti, i, , olarak kullanilabilir:

i 1
a—e 2 ¢ (15)
3¢, 0&, 0L,

CKA ile belirsizlik analizlerinde, belirsiz
parametrenin her bir dagilim tipine gore
en uygun c¢ok terimli temeli vardir,
ornegin; Normal dagilim i¢cin Hermite ¢ok
terimlisi, Gamma dagilimi i¢in Laguerre
cok terimlisi, Beta dagilimi icin Jacobi cok
terimlisi, diizgiin (tek bicimli) dagilim
icin Legendre ¢ok terimlisi [10]. Burada
verilen oOrneklerde verilen c¢ok terimli
tipinin agirhik fonksiyonlar1 dagilimin
matematiksel formu ile benzerdir. Eger
bir belirsiz degisken yukarida belirtilen
dagilim tipine gore en uygun ¢ok terimli
ile ifade edilirse bu durum optimum
gosterim olarak isimlendirilir ve bu
durumda belirsiz degisken olduk¢a az
sayida ¢ok terimli katsayisi ile ifade
edilebilir (Npc=1). Optimum CKA’'nda,
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[a,b] araliginda belirsiz parametre ¢ ,
[ct] araligindaki belirsiz degiskeni ifade
etmekte kullanilirsa, belirsiz parametre
su sekilde 6telenmelidir:

(16)

Burada, p olasilik dagilim fonksiyonunu
gosterir. Denklem (16) diizenlendiginde,

Y=£(¢), (17)

elde edilir. Bunun yaninda, herhangi bir
dagilim herhangi bir ¢okterimli ile ifade
edilebilir. Bu durumda, agilim, optimum
olmayan CKA olarak isimlendirilir ve bu
durumda belirsiz degisken cok sayida
terim ile ifade edilir (Nec>1) ve
hesaplama siireleri oldukca artar ve CKA
katsayilari sifira yakinsamaz.

3. Sayisal Calismalar
Bu béliimde, ince ¢ubugun belirsiz dogal

frekanslar1 CKA ile matematiksel olarak
ifade edilmistir. ATK kismi diferansiyel

denklem ¢6ziicii olarak kullanilmistir. Bu
baglamda, ilk olarak ATK yonteminin
dogrulamasi1 Bolim 3.1'de yapilmistir.
Daha sonra, belirsiz  degiskenler,
elastisite modiilii ve 6zgiil hacim, Bolim
3.2’de ayrica belirsiz dogal frekanslar
Bolim 3.3’'de CKA ile modellenmistir.
Incelenen ¢ubugun kesit alan1 A=10 cm x
10 c¢cm, uzunlugu 10 m, ortalama o6zgil
hacmi, r=3.7176x10+* m3/kg ve ortalama
elastisite modiilii 68 GPa’dir.

3.1. ATK yonteminin dogrulamasi

Bu béliimde, ATK yonteminin dogrulugu
dogal frekanslarin hesaplanarak analitik
sonuglar  ile  karsilastirilmasi1 ile
gosterilmistir. Bu baglamda, ATK ile basit
mesnetli bir cubugun dogal frekanslari
farkli ayriklama sayilar1 (N) icin elde
edilmistir. Sekil 1'de farkli ayriklama

sayllar1  icin elde edilen dogal
frekanslarin
%error = (@, —®,, )/ @,,x100 ile

hesaplanan analitik sonuglardan sapma
miktari gosterilmistir.

7 T T

6F | T N=31

% Hata
w
T

-1 1 1
0 10 20

30 40 50

Dogal frekans sayisi

Sekil 1. Farkl ayriklama sayilarina goére dogal frekanslarin % hata egrileri

Sekil 1'de gorildigi gibi ayriklama
sayisindan bagimsiz olarak ilk dogal

frekanslar oldukca hassas olarak elde
edilmistir. Fakat analizlerde ilk 30 dogal
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frekans (10000 Hz) goz oniine alinmigtir.
Bu nedenle Sekil 1’de goriilen hata degeri
%1'den az oldugu i¢in bundan sonraki
analizlerde ayriklama sayis1 N=41 olarak
secilmistir.

3.2. Elastisite modiilii ve 6zgiil hacmin
optimum ¢ok terimli kaos agilimi

Ince cubugun elastisite modiilii ve 6zgiil
hacmi belirsiz olarak secilerek Normal
dagilima sahip oldugu kabul edilmistir.
Bu belirsiz degiskenler sirasiyla,

[14;,0,]=[68;0,05x68]x10° (18)

ve
[4,,0,]=[37176;0,05x3,7176]x10* (19)

ozelliklerine  sahip  oldugu  kabul
edilmistir. Burada, ¢ ortalama degeri, o
standart sapmayl gostermektedir.
Elastisite modiillii ve 6zglil hacim
sirastyla & ve &, belirsiz parametreleri
kullanilarak Hermite ¢ok terimlisi ile
ifade edilecektir. Belirsiz parametreler
birbirine es istatistiksel ozelliklere ve
[yg,aéJz[O,l] ile ifade edilen Normal

dagilima sahip oldugu kabul edilmistir.
Elastisite modilii ve 6zgiil hacim Bo6lim
2.3'de bahsedildigi gibi Otelenmis ve
sirasiyla asagidaki verilen ¢ok terimliler
ile ifade edilmistir:

1
E=)EH,/(&)=68x10"+34x10°¢, (20)
i=0
ve benzer sekilde,

1
r=>rH,(&)=37176x10"
v=0

+0,18588x107*¢,

(21)

Goriildigii gibi Normal dagilimhi bir
belirsiz parametre uygun ¢ok terimli tipi
olan Hermite ¢ok terimlileri ile

modellendiginde yalnizca birinci
dereceden ¢ok terimli ile ifade
edilebilmektedir.

3.3. Belirsiz dogal frekanslarin CKA ile
belirlenmesi

Cubugun dogal frekanslar1 da elastisite
modiilii ve 6zgil hacim gibi CKA ile bir
cok terimli gibi modellenebilir. Dogal
frekanslarin karesi, ®?, (¢ubugun o6z

degerleri, A,) CKA ile su sekilde ifade
edilir:

Z j §1®§2 Z @n J §1®§2
—a) 1+a) 151 ’24:2 +a)n,3§1§2
(22)
Burada;  H, (&, ®¢,)=H,(&)®H,(&,);

®, tensér carpim ve

nj o dogal
frekansin j. CKA katsayisinin Kkaresini
gostermektedir. Denklem (20) ve (21)
ikiser terime sahip oldugundan dogal
frekansin ¢okterimli kaos acilimi, 4 (2x2)
terimden olusacaktir dolayisiyla
Denklem (22)'de gosterilen seri agilimi

sifirdan basladigindan N, =3 olacaktir.
Yukarida verilen Denklem belirsiz dogal

frekanslarin matematiksel ifadesi olarak
tanimlanir ve problem bu Denklemde yer

alan a)nz_j katsayilarinin elde edilmesidir.

Bu katsayilar, Denklem (20), (21) ve
(22) Denklem (8)’de yerine yazildiginda,

ZE,H, (&) ZrH (&) D“

, :O,(23)
_Za)j,jHj(§1®§2)I

j=0
elde edilir. Denklem (23), CKA
katsayilarinin elde edilmesi amaciyla

dogal frekanslarin temel fonksiyonu olan
H (&®¢&) ile Galerkin iz  diigiimii

yapildiginda,
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1 1
22 Er oD -alell =0 (24)
=0 v=0
elde edilir. Burada, k=0,1,2,3,
ew =] [H(&)H,(&)H,(588)
Q0 , (25)
pi(&)p:(&,)dé de,
ve
e::jj §1®§2 p1(§1)
0,0, (26)
p:(&;)dé,dé,
Cubugun dogal frekanslarinin CKA

katsayilar1 Denklem (24)’tn her bir k
degeri icin ¢oOziilmesiyle elde edilir.
Bunun yaninda her bir dogal frekans igin
farkli CKA katsayilar1 elde edilecegi
aciktir. Her bir dogal frekans igin
hesaplanan CKA katsayilar1 Tablo 1'de
verilmistir.

Tablo 1'de gorildigi gibi CKA ile k=1 ve
=2 icin elde edilen katsayilar birbirine
esittir. Bunun yaninda, dogal frekans
sayisinin artmasiyla birlikte beklendigi
gibi daha biiytik CKA katsayilar1 elde
edilmistir. Denklem (24) coziiliirken,
Ayrik Tekil Konvoliisyonu (ATK) ile elde

edilen D" matrisinin her bir CKA
katsayisi i¢in yeniden hesaplanmamistir.

Bu durum D" matrisinin malzeme
ozellikleri ve belirsiz degiskenlerden
bagimsiz olmasindan
kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla ATK ile
CKA yontemlerinin bir arada kullanilmasi
CKA'min sonlu elemanlar yontemi ile
birlikte  kullanilmasina gore daha
avantajlidir. Ayrica, belirsiz dogal
frekanslar icin CKA ile matematiksel bir
baginti elde edildigi goriilmektedir.

CKA katsayllarinin  hesaplanmasinin
ardindan, baz1 dogal frekanslarin (1, 2, 3,

10, 20 ve 30.) olasiik yogunluk
fonksiyonu (OYF) Sekil 2’de Monte Carlo
similasyonu ile karsilastirilmistir.

Sekil 2’de goriildiigii gibi, CKA ile elde
edilen cok terimli kullanilarak
hesaplanan OYF ile Monte Carlo
simiilasyonu sonuglar1 birbirleri ile
olduk¢ca uyumludur. Goriilen kiigiik
farkliliklar ise, Sekil 2 elde edilirken
iiretilen 6rneklemlerin farkli olmasindan
kaynaklanmaktadir. Ayrica Monte Carlo
simiilasyonunda 10000 orneklem
iretilirken, CKA ile yalmzca her iki
belirsiz parametreden 50’ser adet
orneklem {retilmistir. Bu sebeple CKA
¢ok daha az sayida drneklem ile dogal
frekanslarin dagilimlarin1 elde etmekte
kullanilabilecegi goriilmektedir.

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu calismada, Cokterimli Kaos Agilimi
(CKA) bir ince ¢ubugunun belirsiz dogal
frekanslarinin bir ¢okterimli olarak ifade
edilmesinde  kullanilmistir.  Cubugun
elastisite modiilii ve 6zgiil hacmi normal
dagilima sahip Dbelirsiz degiskenler
olarak kabul edilmis ve Hermite ¢ok
terimlileri ile ifade edilmistir. Ayrik Tekil
Konvoliisyonu (ATK) yontemi
diferansiyel =~ denklemin  ¢6zlimiinde
kullanilmistir.  ATK yontemi ile CKA
birlikte kullanildiginda her bir katsayi
hesaplanirken ¢ubugun dordiincii
dereceden  tlirevini temsil eden
karakteristik matrisin yeniden
hesaplanmamasi nedeniyle iyi bir
avantaja sahip oldugu goriilmistiir. CKA
katsayilar1 ilk 30 dogal frekans i¢in
hesaplanmistir. Bunun yaninda, baz
dogal frekanslarin olasilik yogunluk
fonksiyonlar1  (OYF) ¢izdirilmis ve
sonuglar Monte Carlo simiilasyonu ile
karsilastirilmistir.  Sonug olarak CKA ile
hesaplanan OYF, Monte Carlo
simiilasyonuna gore ¢ok daha az sayida
orneklem kullanarak gerceklestirildigi
gorilmistiir ve belirsiz dogal frekanslar,
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belirsiz parametrelere bagli olarak bir

Olarak Modellenmesi

Tablo 1. Dogal frekanslarin CKA katsayilari

cokterimli olarak ifade edilmistir.

Dogal | @, [/s] @, , [r/s] @, , [1/s] @, 5 [1/s]
1 1,4325E+03 320,3174 320,3174 71,6251
2 5,7300E+03 1,2813E+03 1,2813E+03 286,5006
3 1,2893E+04 2,8829E+03 2,8829E+03 644,6263
4 2,2920E+04 5,1251E+03 5,1251E+03 1,1460E+03
5 3,5813E+04 8,0079E+03 8,0079E+03 1,7906E+03
6 5,1570E+04 1,1531E+04 1,1531E+04 2,5785E+03
7 7,0193E+04 1,5696E+04 1,5696E+04 3,5096E+03
8 9,1680E+04 2,0500E+04 2,0500E+04 4,5840E+03
9 1,1603E+05 2,5946E+04 2,5946E+04 5,8016E+03
10 1,4325E+05 3,2032E+04 3,2032E+04 7,1625E+03
11 1,7333E+05 3,8758E+04 3,8758E+04 8,6666E+03
12 2,0628E+05 4,6126E+04 4,6126E+04 1,0314E+04
13 2,4209E+05 5,4134E+04 5,4134E+04 1,2105E+04
14 2,8077E+05 6,2782E+04 6,2782E+04 1,4039E+04
15 3,2231E+05 7,2071E+04 7,2071E+04 1,6116E+04
16 3,6672E+05 8,2001E+04 8,2001E+04 1,8336E+04
17 4,1399E+05 9,2572E+04 9,2572E+04 2,0700E+04
18 4,6413E+05 1,0378E+05 1,0378E+05 2,3207E+04
19 5,1713E+05 1,1563E+05 1,1563E+05 2,5857E+04
20 5,7300E+05 1,2813E+05 1,2813E+05 2,8650E+04
21 6,3173E+05 1,4126E+05 1,4126E+05 3,1587E+04
22 6,9333E+05 1,5503E+05 1,5503E+05 3,4667E+04
23 7,5779E+05 1,6945E+05 1,6945E+05 3,7890E+04
24 8,2512E+05 1,8450E+05 1,8450E+05 4,1256E+04
25 8,9531E+05 2,0020E+05 2,0020E+05 4,4766E+04
26 9,6837E+05 2,1653E+05 2,1653E+05 4.8419E+04
27 1,0443E+06 2,3351E+05 2,3351E+05 5,2215E+04
28 1,1231E+06 2,5113E+05 2,5113E+05 5,6154E+04
29 1,2048E+06 2,6939E+05 2,6939E+05 6,0238E+04
30 1,2894E+06 2,8832E+05 2,8832E+05 6,4469E+04
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Sekil 2. Dogal frekanslarin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 a) 1. dogal frekans, b) 2. dogal
frekans, c) 3. dogal frekans, d) 10. dogal frekans, e) 20. dogal frekans, f) 30. dogal frekans (¢izgi:
CKA, +: Monte Carlo simiilasyonu)
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