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Bu makalede @h n-paralel tensor alanli hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlarin projektif, konformal
ve konsirkiler flat durumlarindaki geometrisi incelendi. Makalenin sonunda «a’ya bagli olarak hemen
hemen a-Kenmotsu manifoldlar Gzerinde ornekler insa edildi.

On Almost a-Kenmotsu Manifolds with Some Tensor Fields
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We study the geometry of almost a-Kenmotsu manifolds when they are projectively, conformally
(Weyl) and concircularly flat with n-parallel tensor @h and we give illustrating examples on almost a-

parallelity.
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adlandirilan manifoldlar ilk kez 1972 vyilinda K.
1. Giris Kenmotsu tarafindan ¢alisiimistir (Kenmotsu 1972).
Ayrica, Tanno bir c¢alismasinda otomorfizma
Hemen hemen degme manifoldlar kavrami  gr\plar maksimum boyutlara ulasan hemen hemen

manifold teorisinde olduk¢a 6nemli bir degere
sahiptir. Bir diferensiyellenebilir C®
(2n + 1)-boyutlu M
demetlerinin  grup

sinifindan
manifoldunun

yapist  U(n) x1

indirgenebiliyorsa M manifolduna hemen hemen

tanjant
tipine

degme manifold adi verilir. Bu tanima denk olarak
bir hemen hemen degme yapisi belirli sartlari
saglayan (@, &,n) Uglisi ile de verilebilir (Yano ve
Kon 1984).
yapilar Uzerinde oldukg¢a fazla sayida tanimlama
kosimplektik,
kosimplektik, Sasakian, Quassi Sasakian, Kenmotsu,

Literatlirde hemen hemen degme

yapilmis  ve hemen hemen

hemen hemen Kenmotsu gibi bircok farkli tliri ele

alinmistir. Kenmotsu manifoldlari olarak

degme Riemann manifoldlarinin Gg sinifindan birini
insa etmistir (Tanno 1969). Bir
manifoldunu dn =0 ve d® = 2nAd
saglayan bir normal hemen hemen degme metrik

Kenmotsu
sartlarini
olarak Kenmotsu

manifold tanimlayabiliriz.

manifoldlari her X ve Y vektor alanlari igin
(Vx@)Y = g(pX,Y)E —n(Y)eX esitligi yardimiyla
Levi-Civita konneksiyonu sayesinde karakterize
edilebilmesiyle iyi bilinir. Kenmotsu tarafindan ele
alinan bu yapi bazi tensér denklemleriyle verilen
warped carpim olarak adlandirilan 6zel bir carpimla

M2n+1

yakindan ilgilidir. Yazar herhangi bir

manifoldunun lokal bir (—¢,+€) X; N?" warped
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¢arpimina sahip oldugunu ispatlamistir. Burada
N?™ bir Kaehler manifoldu ve ¢ bir pozitif sabit
olmak iizere f(t) = ce! dir.

Bundan  baska, lokal simetrik Kenmotsu
manifoldlari —1 sabit egriligine sahiptir ve burada
lokal simetri kavrami Kenmotsu manifoldlari igin
gliclh bir kisitlamadir. Eger Kenmotsu manifoldlari
Nomizu sarti olarak bilinen R.R =0 denlemini
sagliyorsa o zaman manifold negatif sabit egrilige
sahiptir ve ayni zamanda manifold konformal flat
ise manifoldun boyutunun 3 den biyik olmasi
durumunda —1 negatif sabit uzay egriligine sahip

oldugu ispatlanmistir (Kenmotsu 1972).

Yari simetrik manifold kavrami her X,Y vektor
alanlari  igin R(X,Y)-R=0 denklemiyle
tanimlanmaktadir (Nomizu 1968). Burada R(X,Y),
R Uzerinde tilirev gibi davranmaktadir. Burada
uzayin yari simetrik olarak adlandirilmasinin sebebi
bir p € M noktasinda (M, g) nin egrilik tensori
olan R,; p noktalarina baglh olarak degisebilen
simetrik uzayin egrilik tensori ile aynidir. Boylece
lokal simetrik uzaylar agik bir sekilde yari simetrik
olmasina ragmen bu Onermenin tersi her zaman
dogru degildir (Bagewadi ve Venkatesha 2007),
(Calvaruso ve Perrone 2002). Bu manifoldlarla ilgili
gercek bir siniflandirma Szabd tarafindan verilmistir
(Szabo, 2002). Ote yandan yari simetrik 6zel
Riemann manifoldlarinin incelenmesi oldukga ilging
Aslinda
literatlr dikkate alindiginda Nomizu sarti olarak
bilinen R-R =0 ilk kez Nomizu tarafindan dile
getirilmistir (Nomizu 1968). Eger M", R™?* Oklid
uzayinin bir tam baglantili yari simetrik hiperylizeyi
(n>3) yani, R-R =0 ise M" lokal simetriktir.
Yani, VR =0 dir. Ayrica, Ogawa bir kompakt

sonuglar ortaya koymustur. tarihsel

Kaehler manifoldunun yari simetrik oldugunda lokal
simetrik sartini sagladigini gostermistir (Ogawa
1977).

Bundan baska, degme vyapilar distundldidginde,
Tanno tam yari simetrik veya Ricci yari simetrik K-

degme manifoldlarin mevcut olmadigini
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ispatlamistir (Tanno 1969). K-degme manifoldlari
bircok yazar tarafindan calisiimistir (Bagewadi et al.
2007), (Perrone et al. 2002).

Tum egrilik tensorleri gozoniine alindiginda R
Riemann egrilik tensérinden sonra en oOnemli
tensor alanlari Weyl konformal egrilik tenséri C,
projektif egrilik tensori P ve konsirkiler egrilik
tensorl C olarak bilinir. Dolayisiyla pek ¢ok yazar
bu tensorleri veya bunlar tarafindan tanimlanan
tensor ¢carpimlarini isimleri, sirasiyla, konformal yari
simetrik, projektif yari simetrik, konsirkiler yari
R(X,Y)-C=0, RX,Y)-P=0,
R(X,Y) - C = 0 tensorlerini ele almistir (Bagewadi
et al. 2007). Burada R(X,Y) manifoldun her bir
noktasindaki

simetrik olan

tensor cebirinin  tlrevi olarak

alinmistir.

Pastore ve Dileo lokal simetrik hemen hemen
Kenmotsu manifoldlarini ele almistir (Dileo ve
Pastore 2009). Yazarlar lokal simetrik hemen
hemen Kenmotsu manifoldunun K = —1 kesit
egriligine sahip bir Kenmotsu manifoldu oldugunu
ispatlamis ve bu duruma denk olan 6nermenin h =
M2n+1
manifoldu bir sabit kesit egrilige sahip degilse o

0 oldugunu dile getirmislerdir. Eger
zaman h tensor alani sifirdan farkli ve manifoldun
ranki 1 den biyldk olmalidir (Dileo ve Pastore
2009).

Son zamanlarda hemen hemen degme metrik
yapinin 6zel bir haliolan dn = 0, d® = 2an A @ ile
verilen hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar
Murathan ve arkadaslari tarafindan farkl sekillerde
ele alinmistir (Aktan et al. 2014), (Oztirk et al.
2014). Ozellikle @ nin tim durumlarina gére
calismalar yapilmistir. Yani, @ hem reel bir skaler

hem de M?*™'  {zerinde daAn =0 sartini
saglayan diferensiyellenebilir bir fonksiyon olarak
alinmistir.  Asikar olarak normal bir hemen

hemen a-kosimplektik manifold bir a-kosimplektik
manifolddur. ilerideki bolimlerde dile getirilecegi
uzere, h = (1/2)(L¢gp) veya @oh tensorleri
Uzerindeki incelemede

manifold geometriyi
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oldukg¢a yogun bir dneme sahiptir. Bu makale a nin
reel bir sabit olmasi durumunda hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldu lizerinde bazi tensor alanlari
yardimiyla belli bazi temel sonuglari elde etmeye

adanmistir.
Bu makalede hemen hemen a-Kenmotsu
manifoldun sirasiyla, projektif, konformal ve

konsirkiler flat olmalari durumunda ortaya ¢ikan
geometri calisiimistir. Makalenin sonunda a bagl
olarak elde edilen hemen hemen a-Kenmotsu
manifoldu Gzerinde iki temel 6rnek insa edilmistir.

2. Temel Kavramlar

Tanjant uzayin endomorfizmalarini bir ¢ tensor
alani ile tasiyan M?"™?! bir tek boyutlu hemen
hemen degme manifold olsun. Karakteristik veya
Reeb vektor alani olarak adlandirilan & bir vektor
alani ve p* =—-1+n®¢& ve n(§) =1 sartlarin
saglayan n bir 1-form olmak Uzere I 06zdeslik
dénisimi I: TM?™** — TM?™*1 seklinde tanimlidir.
Verilen tanimlamalardan dolayi ¢ =0, no¢@ =0
ve (1,1)-tipli ¢ tensdr alani sabit 2n rankina
sahiptir (Blair, 2002). Bir (M?"*,¢,&,n) hemen
hemen degme manifoldu N = [, @]+ 2dn ®
& seklinde tanimlanan ¢ tensoér alaninin Nijenhuis
tensor alani her X,Y vektor alanlar icin 6zdes
olarak sifir oldugunda normal olarak adlandirilir. Bir
M?*1 manifoldu her X, Y vektér alanlariigin

g(@X, oY) = gX,Y) —n(X)n(Y), (2.1)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi olusturur. Bu
sekilde verilen g metrigine bir bagdasabilir metrik
denir ve (M**1,¢,&,1) manifoldu bir hemen
hemen degme metrik manifold olarak adlandirilir.
(2.1) esitliginin bir sonucu olarak M?"*! {izerinde
her X vektor alani icin n(X) = g(X, &) elde edilir.
Ayrica @(X,Y) = g(pX,Y) ile tanimlanan @ 2-
formu M**1

manifoldunun temel

hemen hemen degme metrik
2-formu olarak adlandirilir.
Bir (M?*"*1,¢,&,17) hemen hemen degme metrik
manifoldu dn =0, d® = 0 esitliklerini sagliyorsa
bir hemen hemen kosimplektik manifold olarak

bilinir. Ayni (M?™*%,,&,1m) yapisidn = 0 ve d® =
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2a(n A @) sartlarini sagliyorsa bir hemen hemen
Kenmotsu manifold olarak adlandirilir. Normal bir
hemen hemen Kenmotsu manifoldunun Kenmotsu
manifoldu oldugu asikardir. (¢,&,n,g) Kenmotsu
metrik yapisi i¢in

1
n —(E>m€ =aé, " =¢,

1
g = (?) g, a+0,aelR, (2.2)
deforme vyapiyr goz o6nine alalim. Boylece

(p*,&",1n", g*) hemen hemen a-Kenmotsu yapisini

elde ederiz. Bu deformasyona homotetik
deformasyon adi verilir (Kim ve Pak 2005), (Olszak,

1989).

Tanim 2.1. (M*™*,¢,&,1,9) bir hemen hemen
degme metrik manifold olsun. Eger M manifoldu
Uzerinde her X,Y, Z vektor alanlarive a € IR, a #
Oigin,dn =0, d® = 2a(n A @) sartlar gegerli ise
M manifolduna bir hemen hemen oa-Kenmotsu
manifoldu denir. Burada a =1 durumu hemen
hemen Kenmotsu olarak adlandiriir (Kenmotsu
1972).

Onerme 2.1. (M*™*%,¢,&,1,g) bir hemen hemen
Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda, (2.2)
M2n+1
uzerinde bir (¢*,&%,1n*,g*) hemen hemen a-

homotetik  deformasyonu yardimiyla

Kenmotsu manifoldu elde edilir (Kim ve Pak 2005).

Simdi A ve h tensor alanlarint A = —V¢& ve h =
(1/2)(Lep) seklinde ele alalm. A(§) =0 ve
h(&) = 0 oldugu asikardir. Bundan baska, A ve h
simetrik operatorleri M?™*! (izerinde her X,Y
vektor alanlari igin asagidaki esitlikleri saglar:

Vyé = —ap®X — phX, (2.3)

(poh)X+ (hep)X =0, (2.4)

(peoA)X+ (Aop)X = —2agp, (2.5)

xmY = alg(X,Y) —n(On(Y)] (2.6)
+9(9Y, hX),

én = —2an, tr(h) =0, (2.7)

h tensor alaninin sifir olmasi igin gerek ve yeter
kosul V¢ = —ag?* olmasidir.

258



Bazi Tensér Alanlarina Sahip Hemen Hemen a-Kenmotsu Manifoldlari Uzerine,Oztiirk

Simdi biraz da Weyl konformal egrilik tensoriinden
bahsedelim. Weyl konformal egrilik tensori uzay
zamaninin bir ol¢limidir ve R Riemann egrilik
Weyl
tensorli; Riemann tensoriinde oldugu gibi ayni

tensérinden farklidir. konformal egrilik

simetrilere sahip R Riemann tensérinin izi
olmayan bilesenleridir. Bu egrilik tensoriinin en
onemli belirgin 06zelligi metrige gore konformal
degismeler altinda degismez kalmasidir. Yani, bazi
pozitif skalar k fonksiyonlari icin g* = kg esitligi
saglaniyorsa Weyl konformal egrilik tensorta W* =
W esitligini saglar. Baska bir degisle, konformal
tensériun rolini kisaca

oynar. Bu sebepten

konformal tensér de denir. ileriki boélimlerde

kullanilacak dnemli tanimlari verelim:

Tanim 2.2. (M", g) bir Riemann manifoldu ve

{e1, ez, ..
olmak Gzere,

.,en}, bir lokal ortonormal vektor alanlari

S:x(M™) X y(M™) —> IR

S(X,Y) = z g(R(es, XY, e)) (2.8)
i=1

seklinde tanimh (0,2)-tipindeki S tensor alanina
M" (zerinde Ricci egrilik tensori denir. Ayrica,
(0,2)-tipli Q Ricci operatériu

SX,Y) = g(QX,Y)

esitligi ile tanimhdir (Yano ve Kon 1984).

(2.9)

Tanim 2.3. (M?™*!,g)bir Riemann manifoldu
olsun. M*™** nin (1,3)-tipli Weyl konformal egrilik

tensor alani C, M?"™*' (zerindeki herhangi
X,Y,Z vektor alanlariigin,
CX,Y)Z =RX,YZ—( )SY,ZX
X,Y) X, Y) o — 1 [S(Y,2)
=SX,2)Y + g(Y,2)QX — g(X,Z2)QY] (2.10)

+(r/@Cn2Zn = 1))[g¥, 2)X — g(X, 2)Y],

seklinde tanimlanir. Bundan baska, C nin divergensi
c olmak tzere (c = div(C),

c(X,Y) = (", Q)Y — ("y Q)X

1
- (m) [((7yr)Y = yr)Y], (2.11)
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(Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.4. (M", g) bir Riemann manifoldu ve

{ev ez,..
olmak Uzere,

n
r= Z S(e;ep)
i=1

degerine M" nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon
1984).

.,en}, bir lokal ortonormal vektor alanlari

(2.12)

Bir Riemann manifoldunun konformal flat olmasi
icin gerek sart Weyl egrilik tensériiniin 6zdes olarak
sifir olmasidir. Uzayin boyutu 2 oldugunda Weyl
tensori sifirdir. Boyutun 4 ve 4 den biyik oldugu
Weyl
farkhdir. n =4 igin Weyl tensori sifira esitse,
flattir. sabit
tensorle orantili olan bir metrik yardimiyla lokal bir

durumlarda tensori genellikle sifirdan

metrik lokal konformal Boylece
koordinat sistemi mevcuttur. n > 3 durumunda bu
sart yeter sart olarak da soOylenebilir. Boyutun 3
olmasi durumunda ise C nin divergens operatori
olan ¢ nin 0Ozdes olarak sifir olmasi Riemann
manifoldunun konformal flat olmasi icin gerek ve
yeter sarttir. Burada asagidaki teoremle durumlari

Ozetleyebiliriz:

Teorem 2.1. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun.
M" nin konformal flat olmasi icin gerek ve yeter
n>3 c=0
olmasidir (Yano ve Kon 1984).

kosul icinC=0 ve n=3icin

Tanim 2.5. (M?"™!,g) bir Riemann manifoldu
olsun. Her X,Y,Z vektér alanlari icin M?™*?! nin
(1,3)-tipli konsirkiiler egrilik tensér alani C ve
projektif egrilik tensor alani P,

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z — (r/2n(2n + 1)) (g (Y, 2)

—9X,2)Y), (2.13)
P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — (1/2n)[S(Y,Z)X
- S(X,2)Y), (2.14)

seklinde tanimlanir. Burada S Ricci tensorii ve r =
tr(S) skalar egriliktir (Yano and Kon 1984).
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3. Temel Egrilik Ozellikleri

Oztiirk ve ark. (2014)e gbére hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldu icin asagida verilen temel
egrilik 6zellikleri elde edilmistir:

R(X,Y)¢ = a®[n(X)Y —n(Y)X] — a[n(X)phY

—n(¥)phX] + (Vyeh)X — (Vxph)Y, (3.1)
R(X,8)¢& = a®@p*X + 2aphX — h*X
+p(Veh)X, (3.2)
(Veh)X = —pR(X,§)¢ — a’pX — 2ahX
—ph*X, (3.3)
R(X,$)$ — @R(9X,$)$)
= 2[a?p?X — h%X], (3.4)
S(X, &) = —2na?n(X) — (div(ph))X, (3.5)
S(&,&) = —[2na® + tr(h?)], (3.6)

Bundan baska, oOzellikle n-paralellik sarti igin
bundan sonraki boélimlerde ihtiya¢c duyacagimiz
Oztirk ve ark. (2014) tarafindan ispatlanan iki

onemli 6nerme asagida verilmistir:

Onerme 3.1. (M?™*1,¢,&,1,g) bir hemen hemen
a-Kenmotsu manifoldu igin @h tensér alani n-
paralel ise o zaman her X, Y vektor alanlari igin
(Vxph)Y = n(X)[IlY — a®@®Y — 2a@hY + h?Y]
—n(¥)[aphX — h*X] — g(¥, aphX — h*X)¢,
(3.7)

esitligi saglanir.

Onerme 3.2. (M?™*1,¢,&,1,g) bir hemen hemen
a-Kenmotsu manifoldu igin ¢@h tensoér alani n-
paralel ise o zaman her X, Y vektor alanlari igin

R(X,Y)E = n(V)IX — n(0)Y, (3.8)

dir. Burada [ =R(.,§)&, & karakteristik vektor
alanina gore Jakobi operatoridir.

Hatirlatma 3.1. Bir (M,g) Riemann manifoldu
Uzerinde herhangi bir simetrik (1,1)-tipli E tensor
alani

g(rE)YT, 2Ty =0, (3.9)

AKU FEMUBID 16 (2016) 021304

sartini sagliyorsa E tensor alani n-paralel dir diye
tanimlanir. Burada ¢ ye dik olan tiim tanjant
vektorleri X olmak tizere X = XT + n(X)¢& seklinde
tanimlidir ve XT; X in teget kismi, n(X)¢ ise X in
normal kismi olarak ifade edilmistir (Blair, 2002).

4. Hemen Hemen a-Kenmotsu Manifoldlar igin
Belli Bazi Flat Durumlar

Bu bolimde manifold yapimiz icin 0Ozellikle
projektif, konformal ve konsirkiler flat durumlari
goz online alinarak bazi durumlarda @h tensor
alanina gore n-paralelligin etkileri incelenecektir.
Oncelikle arastirmamiza projektif flat durumuyla

baslayalim.

P =0 oldugunu kabul edelim. O halde (2.14)
esitligi yardimiyla

R(X,V)Z = (21 ) SV, DX —SX,2)Y],  (41)

2n
yazilir. Buradan (4.1) esitligi soldan herhangi bir W
vektor alaniile i¢ ¢carpilirsa

1
R(X,Y,Z, W) = (—) Lg (X, W)S(Y, Z)

2n
—g(Y,W)s(X, 2)], (4.2)
elde edilir. Burada R Riemann egriligi
gRX,Y)Z, W)= RX,Y,Z,W) seklinde

tanimlanmigtir.  Ayrica (4.2) esitliginde W =¢
alinirsa

N(R(X,Y)Z) = (21 oS, 2)

n

—n()SX, 2)], (4.3)
bulunur. Tekrardan (4.3) esitliginde X =¢

denklemi yerine koyulur ve (3.1),(3.5) ve (3.6)
esitlikleri kullanilirsa

S(X,Y) = —2n[a?g(Y,Z) + 2ag(¢Y,hZ)
+9g(hZ,hY) + g((V:h)Z, pY)
+(1/2n)n(Y)(div(ph))Z],

esitligine ulastlir.

(4.4)

M?"*1 izerinde vektor alanlarinin bir ortonormal

bazi {Eq,...,Ep, &}
esitliginde Y =Z = E;

seklinde secelim. (4.4)
alinarak 1<i<?2n+1
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icin i indisine goére toplam alindiginda veya

kontraksiyon yapildiginda
r = =2n[a*(2n + 1) — 2a tr(ph) + tr(h?)
—tr(p(Veh)) + (1/2n)(div(ph))S], (4.5)

elde edilir. Burada r = S(E;, E;), tr(eh) = 0ve
(div(ph))& = tr(h?) dir. O halde bunlari takiben
(4.5) esitligi goz oniline alinirsa

r=Q@n+1SEE +2mer (p(eh)),  (46)

esitligi yazilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1. Bir (M*™**,¢,&,1,9) hemen hemen
a-Kenmotsu manifoldu projektif flat ise o zaman
(4.6) esitliginde verilen bir skalar egrilige sahiptir.

Hatirlatma 4.1. Bir (M*"*%,¢,¢&,1n,9) a-Kenmotsu
manifoldu projektif flat ise her X,Y,Z vektor
alanlari igin

1
IRZOEY) = (52) 1501,2) ~nNSE D)

4.7)
esitligi gecerlidir. Ayrica,
R(Z,§)¢ = a?[n(2)§ - Z], (4.8)
S(Z,&) = —2a*nn(2), (4.9
esitlikleri yardimiyla (4.7) esitligi
S(Y,Z) = —-2na*g(Y,2) (4.10)

esitligine donistr. Bu nedenle asagidaki sonucu
ifade edebiliriz:

Teorem 4.2. Bir (M*"*,¢,&,1, g) projektif flat a-
Kenmotsu manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Simdi konformal egrilik tensoriini kullanarak flat
durum igin @h n-paralellik sartinin ortaya koyacagi
etkilere bakalim.

C konformal egrilik tensor alani 6zdes olarak sifir
olsun. Bu durumda (2.10) esitligi yardimiyla

R(X,V)Z = 1/(2n - D[g(Y,Z)QX — g(X,Z)QY
+S(Y,2)X — S(X, Z2)Y]

(Y, D)X —g(X,2)Y],  (411)

+(znn)
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yazilir. (4.11) g6z 6niline alindiginda
RX,Y,Z,W) = (1/2n—-1)[g(Y,Z)g(QX,W)
—9X,2)g(QY, W) +S(¥,2)g(X, W) — S(X,Z)
g, Wil + (r/@n2n - D)[g(Y,2)g(X, W)
—9(X,Z)g(Y,W)], (4.12)
bulunur. (4.12) esitliginde W = & alinirsa
nRX,Y)zZ) = (1/@2n—1))[g(,2)S(X,$)
—9X, 2)S(Y,$) + n(X)S(Y,Z) —n(¥)S(X, 2)]
+(r/@n2n = D)MX)g¥,2) —n(Y)gX, 2)],
(4.13)
elde edilir. Benzer olarak, (4.13) esitliginde X
yerine & segilir ve (3.8) esitligi birlikte kullanilirsa

S(Y,2) = 2n— gy, 2) — [tr() + (%)]

9(¥,2) + 26r (1) + (%)] nn@), (414

yazilir. Burada (4.14)esitliginde Y =Z = E; igin
kontraksiyon yapilirsa (i = 1, ...,2n + 1),

r=0Cn-Dtr() - 2n+1) ["(D + (zr_n)]

r
+[2tr () + (Z)]
elde edilir ki bu esitlik sadelestirildiginde r =20

(4.15)

sonucuna ulasilir. Boylece asagidaki teoremi

verebiliriz:

Teorem 4.3. Bir (M*™**,¢,&,1,9) konformal flat
hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu ¢h tensor
alanina gore n-paralel ise o zaman bu manifold sifir
skalar egriligine sahiptir.

Son olarak, C konsirkiiler egrilik tensorini goz

ontne alalim ve konsirkiler flat durumunu

inceleyelim.

ilk olarak, C = 0 oldugunu varsayalim. O zaman

RX,Y)Z = [9(Y,2)X — g(X,2)Y],

T
2n(2n—1)
(4.16)

yazilir. (4.16) esitliginden
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RX,Y,Z,W) = [g(Y,2)g(X, W)

r
2n(2n—1)
—9X,Z2)g(Y,W)],

bulunur ve burada sirasiyla, W =& ve X=¢

(4.17)

alinarak

NREYZ) = G = 1))[9(1’,2) —n(¥)n(2)]

2n(2n

(4.18)
elde edilir. M?"** {izerinde vektor alanlarinin bir
ortonormal baz1 {E4,...,E,,, &} olmak lizere
(4.18) esitliginde Y =Z =E;igin 1<i<2n+1
indisine gore kontraksiyon yapilirsa

r=02n+1SEQ,

sonucuna ulasihr. (3.8) ve

(4.19)
(4.19) birlikte
dislintldigiinde

r=02n+ Dtr(D),

elde edilir.
verebiliriz:

(4.20)

Bundan dolayl asagidaki teoremi

Teorem 4.3. Bir (M*™*1,¢,&,n,g) konsirkiiler flat
hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu ¢h tensor
alanina gore n-paralel ise o zaman bu manifold

(4.20) ile verilen bir skalar egrilige sahiptir.

5. Ornekler

5.1. 3-Boyutlu Hemen Hemen a-Kenmotsu Ornegi
sistemi  olmak

IR3*(x,y, z) standart  koordinat

tizere, 3-boyutlu M c IR? manifoldu
M ={(x,y,z) ER*| z # 0},
bigiminde tanimlansin. IR3 {in vektdr alanlari
e1 = (c2e™%cosAz — cie~*sinAz)(0/(0x))
+(cie™%cosAz + ce"* sindz)(0/(0y)),
e; = —(c1e"%cosAz + c,e”*sinAz)(0/(0x))
+(ce™*cosAz — cie % 5indz)(0/(0y)),
ez = (0/(02)),
olsun. Burada c;% + ¢,% # 0 olmak lizere, cq,¢z, A4
ve a birer sabittirler. {e4, e,, 3} cimlesinin M nin

her bir noktasinda lineer bagimsiz oldugu aciktir ve
M {zerinde
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g(eL el) = 9(92; ez) = g(e?n 63) = 1r
g(es,ez) = g(es, e3) = g(ez e3) =0,
seklinde tanimlanan bir g metrigi
1
9= dx®dx+dy @ dy) +dz Q dz,
i+ 1
tensorel c¢arpimla verilebilir. Burada f; ve f;
fonksiyonlari
fi = cze"*coslz — c,e"*sinlz,
fo = cie”%cosAz  + c,e”* sindz,
olarak alinmustir.
Simdi, M nin UglUslni inga edelim. n, her X vektor
alaniicin n(X) = g(X, e3) ve (1,1)-tipli tensor alani
®, p(e1) = ez @(e2) = —ey, p(e3) =0 ile
tanimlansin. Ayrica, (1,1)-tipli simetrik tensor alani
h, h(el) = —/16'1, h(eZ) = Aez,h(33) =0 §ek”nde
verilsin. M Gzerinde g ve ¢ nin lineer 6zelligi goz
onine alindiginda

P’X = -X+n(X)e3), n(es) =1,
9(@X,9Y) = g(X,Y) = n(XIn(Y),

oldugu gorilir. Bundan baska, g metrigine gore

Levi-Civita konneksiyonu V olmak lzere

[e1,e3] = aeq + Aey, [e,, e3] = des + ae,,

[e1,e2] =0,

yazilir. Bunlar takiben (¢,&,n,9) matematiksel
yapisi kolayca elde edilebilir. Fakat M nin ® temel
2-formunun sadece sifirdan farkli bilesenlerinin
varhgini géstermemiz yeterli olacaktir. Bu durumda
® nin tanimindan

®(9/8x,0/8y) = —®(8/dy,d/0x),
—(1/(f1* + f25) = =((*¥) /(c1® + c22)),

bulunur ve buradan
® = —((2e*%)/(c1* + c2*))(dx A dy),
elde edilir. @ nin dis tiirev tanimi yardimiyla
d® = —((4ae?%)/(c1® + c29))(dx A dy A dz),
sonucuna ulasilir. Bu son esitlik n = dz oldugundan

M Uzerinde d® = 2a(n A @) denklemini gerektirir.
Burada N, Nijenhuis torsiyon tenséri sifirdan
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farkhdir. Boylece (M, @,&,1,g9) yapisi bir hemen
hemen a-Kenmotsu yapisidir.

5.2. 3-Boyutlu a-Kenmotsu Ornegi

IR® (Uzerinde standart koordinat sistemi (x,y,z)
olmak tizere, 3-boyutlu M c IR® manifoldu

M ={(x,y,2) € R},

bigiminde tanimlansin. IR3 {in vektdr alanlari
e1 = f1(2)(9/(9x)) + f2(2)(9/(9y)),
—f2(2)(9/(9x)) + f1(2)(8/(9y)),

es = (0/(02)),

olsun. Burada

f1(2) = c2e™%, f5,(2) = c1e™ %,

ve a # 0, c1° + 3% # 0 olmak Uizere ¢4, ¢, A ve a

ez

birer sabittirler. Benzer olarak, Ornek 5.2 de
kullanilan yontem ile (¢,&,1,9) matematiksel

yapisi  kolayca elde edilebilir. O islemleri
tekrarlamama adina yapiyi ispatlamak icin M nin ®
temel 2-formunun  sadece sifirdan  farkl

bilesenlerinin varligini gostermek yeterli olacaktir.
O halde @ nin tanimindan

®(d/0x,0/0y) = —P(0/dy,d/0x),
—(1/(f1* + f2°) = = ((e?*)/(cs* + c2*)),
elde edilir. Buradan
@ = —((2e2%%) /(c1* + ¢,%))(dx A dy),
bulunur. ® nin dis tiirev tanimi kullanilarak

d® = —((4ae?%2)/(c1® + ) (dx Ady A dz),

vazihr. n =dz esitligi gecerli oldugundan

yukaridaki esitlik M Gizerinde
dd =2a(nAD),

denklemini gerektirir. Dikkat edelim ki burada N,
Nijenhuis tensor alani 6zdes olarak sifirdir. Boylece
(M, @,&,1m, g) bir a-Kenmotsu manifolddur.

6. Tartisma ve Sonug

Son zamanlarda n-paralellik sarti bazi tensor

alanlari icin olduk¢a ©nemli sonuglar ortaya
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¢ikarmistir. ¢ tensoér alanina gore n-paralellik

Kaehler manifoldlari ile baglantihdir. Genellikle
h=(1/2)(Lsp)
alaninin degme ve hemen hemen degme yapilarda

yapilan ¢alismalarda tensor
oldukga dnemli bir rolii vardir. Ornek olarak, degme
yapl K-degme manifold oldugunda h tensorinin
sifir olmasi Killing vektor alani olmasina denktir.
Boylece h tensor alani n-paralel ise yukaridaki
ornegin dogru oldugunu kolayca soyleyebiliriz.
Ozellikle Boeckx ve Cho n-paralelligi degme metrik
yapilarda ¢alismistir (Boeckx ve Cho 2005).

Bu calismayi takiben Pastore ve Dileo 6zellikle lokal
simetrik hemen hemen Kenmotsu manifoldlari
incelemisler

ve ¢h tensér alanina gore n-

paralelligin etkilerini arastirmiglardir (Dileo ve

Pastore 2009).

Murathan ve ark. (2014)e gore Boeckx ve
yaptigl daha
genisletilerek hemen hemen a-kosimplektik ve

Dileo’nun ¢alismalar  biraz

¢atil yapilarda n-paralellik incelenmistir.

Daha sonra yapacagimiz makaleler hemen hemen
a-Kenmotsu veya kosimplektik manifoldlarda lokal
simetri ve yari simetri sartlarina adanacak ve
yapilan bu calisma o makalelerde kullanilacaktir.
Yani, flat durumlar daha sonra baska bir sekilde ele
alinacaktir. Gelecek calismalardaki amacimiz @ nin
tim durumlarinda diferensiyellenebilir fonksiyon
durumlari da dahil olmak Gizere tiim yari simetrik ve
pseudo simetrik sartlar ile lokal simetri ve n-paralel
durumlar arasindaki geometriyi arastirmaktir.
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