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Ozet

Bu makalede, O karakteristigi 2 ve 3 den farkli bir R cismi tizerinde tanimli bir octonion

Anahtar kelimeler (Cayley-

Exceptional (kuadratik)  Dickson) R-cebiri, £ € O ve &” =0 olmak izere girdileri A =0 + Og¢ lokal halkasindan alinarak
Jordan cebirleri;
Lokal halka;

Octonion diizlem

olusturulan 3x3 matris uzayinin H (A3, Jr) ile gosterilen simetrik elemanlarinin bir 6zel alt kiimesi

ile galisilmistir. Bu kiime Uzerinde bir norm form (determinant) ve bir iz form (bir matrisin izi) yardimiyla
once bir kibik cebir yapisi kurulmus ve bu sayede 54 boyutlu (exceptional) kuadratik Jordan cebiri elde
edilmistir.

Quadratic (Exceptional) Jordan Algebra of Dimension 54
Abstract

Keywords In this paper, the special subset of symmetric elements denoted by H (A3, Jr) of 3x3 matrix spaces,
Exceptional (quadratic)
Jordan algebras;
Local ring;

Octonion plane

whose entries are taken from A =0 +Og& local ring where O is an octonion (Cayley-Dickson)

algebra defined over a field of characteristic not two and three, & ¢ O and e’ =0 , is studied. A cubic
algebra structure is first constructed by a norm form (determinant of a matrix) and a trace form (trace
of a matrix) on the set, and so it is obtained (exceptional) quadratic Jordan algebra of dimension 54.
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1. Girig ¢arpma (Jordan carpimi) islemi tanimlanirsa H (O, )

Jordan cebirleri, bir fizikci olan ve kuantum  bir Jordan R-cebiri yapisina sahip olur. Faulkner

mekaniginin cebirsel formulasyonunu elde etmeye
calisan P. Jordan tarafindan 1930 larin baslarinda
cahsiimistir. Bu yondeki calismalariyla, bu cebirler ile
Lie gruplari arasindaki iliskinin goriilmesine ve bazi
geometrik kesiflere yol agmistir.

Moufang (1933), Harmonik Nokta Teoremini
saglayan Dezargsel olmayan bir projektif dizlem
ornegi olan bir projektif octonion diizlem kurmus ve
bu dizlemi octonion (Cayley-Dickson) baolimli

cebiri ile koordinatlamistir.

O octonion R-cebirden alinarak
Xa X'
involusyonu altinda simetrik kalan elemanlarin

Girdileri bir

olusturulan  3x3  matris  uzayinin

H(O,) alt uzayi Uzerinde, Xg(zé(XY +YX)

(1970)’a gére, H (O, ) cebirini bir octonion diizlemi
tanimlamakta ilk olarak Jordan (1949) kullanmistir.
Jordan bu calismasinda O yu reel sayilar cismi
Uzerinde taniml bir reel octonion bolimli cebiri
olarak almis ve bir projektif diizlemin nokta ve
dogrularini temsil etmek iin H (O,) deki primitive

idempotentleri kullanmistir. Freudenthal (1951),
Jordan’in (1949) calismasindakine benzer bir kurulus
vermistir.

Springer (1960), Jordan ve Freudenthal tarafindan
verilen tanimin O nun karakteristigi 2 ve 3 den farkli
bir cisim {izerinde tanimli bir octonion bdlimli cebir
olmasi durumunda da gecerli oldugunu gostermistir
ve bu sayede bir projektif dizlemin nokta ve
dogrularini temsil edebilmistir.
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

Faulkner (1970), Jordan-Freudenthal-Springer den
farkli olarak O vyu keyfi karakteristikli bir cisim
Gzerinde taniml bir octonion (Cayley-Dickson) cebiri
almistir ve buradan elde edilen bir kuadratik Jordan
tanimlanan octonion

cebir sinifi  yardimiyla

dizlemler Gzerinde galismigtir.

Ozkan (2016); R 6zdeslikli, degismeli ve birlesmeli
lokal halka olmak Uzere girdileri O octonion R-
cebirinden alinarak olusturulan 3x3 matris uzayinin
bir kanonik involusyona gobre simetrik kalan
elemanlarinin bir 6zel alt kiimesi ile galismistir. Bu
kiime Uzerinde ikinci bir i¢ islem olarak Jordan
carpimi alinarak bu kiime 6nce bir Jordan R — cebir
yapisina sahip hale getirilmis ve daha sonra bu kiime
Gzerinde bir norm form (determinant) ve bir iz form
(bir matrisin izi) tanimlanmistir. Bu Jordan R-—
cebirin bir kiibik cebir oldugu gosterilerek bu cebirin
literatlirden iyi bilinen 27 boyutlu bir (exceptional)
kuadratik Jordan cebiri oldugu ifade edilmistir.
Ustelik, bu cebir Uzerinde iz ve norm formun
sagladigi ozellikler ile bu cebir yardimiyla Bix (1980)
de verilen octonion diizlem tanimindaki bagintilar

detayl bir bigimde incelenmistir.

Bu makalede, O yu karakteristigi 2 ve 3 den farkl
bir R cismi Uzerinde tanimh bir octonion R-cebiri
olarak sececegiz ama ¢ ¢ O ve &° =0 olmak iizere
A=0+0¢

olusturulan 3x3 matris uzayinin H(A,,J;) ile

girdileri lokal halkasindan alinarak

gosterilen simetrik elemanlarinin bir 6zel alt kiimesi
Ozkan (2016)in yiiksek
tezindekine benzer metotla ve bu tezde elde edilen

ile calisacagz. lisans
bazi sonuglari da kullanarak 6nce bu cebirin bir kibik
cebir oldugunu gosterecegiz ve elde edilen cebirin
54 boyutlu (exceptional) kuadratik Jordan cebiri
oldugunu ifade edecegiz.

2. boliim, ihtiya¢ duyulan temel bilgilerin tanim ve
teoremler olarak verildigi bélimdir. 3. bolimde bir
Ozdeslikli kuadratik Jordan cebir sinifi tanitilacaktir.

4. bolimde H(A,,J.) kiimesinin bir kiibik R-cebir

31 Yr

olduguna dair islemler detayli bir sekilde
incelenmistir ve nihayetinde bu cebirin 54 boyutlu
kuadratik Jordan cebiri oldugu ifade edilmistir.

2. On Bilgiler

Bu bolimde; bu calismaya temel teskil edecek tanim
ve teoremlere yer verilmistir. Genel bilgilerin bir
araya getirilmesinde, alfabetik sirayla, Beachy
(1999), Blyth ve Robertson (2002), Cift¢i (2015),
Elman ve ark. (2008), Faulkner (2014), Fraleigh
(1982), Hungerford (1974), Jacobson (1985), Malik
ve ark. (1997), McDonald (1976), Schafer (1996)
calismalarindan faydalaniimistir. Ustelik, bu bdlim
icinde verilen spesifik bilgiler icin gerekli goriilen
referans

yerlerde ayrica baska calismalar da

gosterilmistir.

Tanim 2.1. R nin her a elemani icin al | ve

lac | sartlarini saglayan bir | alt halkasina R

halkasinin bir ideali denir.

Tanim 2.2. R bir halkave M #R, R nin bir ideali

olsun. Eger M clcR sartini saglayan hicbir |

ideali yoksa M ye R nin maksimal ideali denir.

Tanim 2.3. Asagida birbirine denk olarak verilen
sartlardan bir tanesini saglayan bir R halkasina lokal
halka denir:

a) R nin bir tek maksimal ideali vardir.

b)R nin tim birim olmayan (tersi olmayan)
elemanlari bir tek has idealde kapsanir.

¢) R nin birim olmayan (tersi olmayan) elemanlari
bir has ideal olusturur.

d) VreR iginya r yada 1—r birimdir.

Tanim 2.4. Birlesmeli olmayan bir R halkasinda her
a,beR icin

a(ab)=(aa)b
ve

(ab)b=a(bb)
siraslyla, sol ve sag alterne sartlari saglaniyorsa R ye
alterne halka denir.

Teorem 2.5. R bir alterne halka olsun. Bu takdirde,
olarak da
(Pickert,

Moufang 06zdeglikleri isimlendirilen,

asagidaki esitlikler 1955;

Faulkner, 2014):
a) b((ac)a)=((ba)c)a
b) (a(ca))b=a(c(ab))

gecerlidir
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

c) (ab)(ca)=a(bc)a.

Tanim 2.6. M bir R—modil olmak lizere, M nin
M, ve M, ile gosterilen iki alt modiili (alt uzay)

verilsin. Eger,

1) M =M, +M, dir.

2) M, M, :{O} dir.

sartlan saglaniyorsa M ye M, ve M, nin direkt

toplami denir ve bu durumda M =M, ® M, yazilir.

Tanim 2.7. R o6zdeslikli bir halka ve M bir R—
modil olsun. M nin kendisini ireten (veya geren)
lineer bagimsiz bir alt kiimesine M bir bazi denir.
Eger M
i,,i,,...,i. elemanlari varsa M vye bir serbest (free)

nin bir bazini olusturan sonlu sayida

R —moddl denir.

Tanim 2.8. Bir
bazindaki eleman sayisina M nin boyutu denir.

M R -—modilin herhangi bir

Tanim 2.9. M ,M,,... M

verilsin. i, 1<i<n 6zelliginde secilmis bir tamsay,

, ve M’ R-—modilleri
X, yeM,, 1< j<n ve j=i isin o;eM,; ve 1eR
olmak Uzere asagidaki
f:M, xM,xL xM, —>M’
lineer déniisiim denir:

NL1)

fla,.ma  , X+Y,0,,,.. )

sartlari saglayan bir

donlisimine bir n-

=f(a,ne X0 ena,)+ Ty, 0, Y 000 0,)
dir.

NL2)
f(a,...e

A,
dir.

e @) =AT (. a,)

iy Uy

1ai,11 Xa (24

Burada sadece i. bilesen g6z 6niine alinirsa f nin

bu bilesen igin lineer oldugu gorilir. N tane bilesen
icin lineerlik sartlarinin saglanmasi istendiginden f

ye n-lineer déniisiim adi verilmektedir. Ozel olarak
n=2 alinirsa f vye 2-lineer (bilineer) déniisiim

denir.

2.10. M bir R —modiil
M"=MxMxL xM olmak tGzere f:M" >R

Tanim olsun.

dontsim n-lineer ise f ye M (zerinde n-lineer

déniisiim ya da kisaca n-lineer form adi verilir.

Tanim 2.11. f, M (zerinde bir n-lineer dénlisiim
olsun. Eger her («,,....,,) sirali n-lisi ve her i# ]
icin

f (0{1,...,04,...,05j e Q) = f(al,...,aj,...,ai,...,an)
ise f ye simetrik n-lineer déntisiim,
f(al,...,ai,...,a].,...,an):—f(al,...,a].,...,ai,...,an)

ise f ye anti-simetrik n-lineer déniisiim denir.

ve M’ iki
saglayan bir

R —modil olsun.
Q:M—->M’
doénistimiine bir kuadratik déniisiim denir:

KU1)Her 2eR veher yeM icin Q(Ay)=4Q(y)
dir (yani

Tanim 2.12. M

Asagidaki sartlar

Q 2 dereceden homojen polinom

fonksiyondur).
KU2) Her x,y e M igin

Q(X,y)=%[Q(X+y)—Q(X)—Q(y)] ozelliginde

M xM den M’ ye bir simetrik ve 2-lineer donlisim
vardir (Linerizasyon ya da polarizasyon 6zelligi).

M'=M iken

Uzerinde bir kuadratik donisim denir. M'=R iken

Q kuadratik doénlisiimine M

Q kuadratik donlstimiine bir kuadratik form, bu
durumda Q(X,y) ve de birlestirilmis 2-lineer form
denir (Burada Q(x,x)=Q(x) olduguna dikkat

ediniz.).

R —modil olsun.
N:M-o>M'

Tanim 2.13. M ve M’ iki

Asagidaki sartlari saglayan bir
doénistmine bir kiibik déniisiim denir:

KU1) Her AeR ve her yeM igin
N(Ay)=A'N(y) dir (yani N
homojen polinom fonksiyondur).

KU2) Her x,y,ze M icin

1| N(x+y+2)-N(x+y)-N(y+2)
NOYZ)= N (i 2)4 N (x)+ N(y) £ N(2)

3. dereceden

ozelliginde M xM xM den M’ ye bir simetrik ve 3-

lineer donisiim vardir (Linerizasyon vya da

polarizasyon ozelligi).
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

M’'=M iken N kubik dontsimine M uzerinde
bir kiubik donldsim denir. M'=R iken N kibik
déniisiimiine bir kiibik form, bu durumda N(x,y,z)
ye de birlestirilmis 3-lineer form denir (Burada
N (X,%,x)=N(x) olduguna dikkat ediniz.).

Thomas (2014)’'in galismasi yardimiyla Tanim 2.12 ve
Tanim 2.13 Un genellemesi asagidaki bicimde

yapilabilir.

Tanim 2.14. M ve M’ iki R—modul olsun. n>1
bir tamsayi olmak lizere asagidaki sartlari saglayan
bir f:M —>M' doénlsimline bir n. dereceden
déniisiim denir:

ND1) Her AeR ve  her
f(1y)=A"f(y) dir (yani f n.
homojen polinom fonksiyondur).

ND2) Her X,,X,,..,x, €M ve H ={1,2,3,...,n} igin
DD (5 Su= T
k=1 H A=k ieH

ozelliginde M" =M xM xL xM den M’ ye bir B,

yeM icin

dereceden

NIB, (X, %,,.... X, )=

simetrik ve n-lineer déniisiim vardir (Linerizasyon ya
da polarizasyon o6zelligi).

M’=M iken n. dereceden donisiime M lizerinde
M'=R
dereceden donilstiime bir n. dereceden form, bu

n. dereceden déniisiim denir. iken n.

durumda B, (X,X,,..,X,) ye de birlestirilmis n-
lineer form denir (Burada B, (X,X,...,x)=f(X)

olacagina dikkat ediniz.).

Ozel olarak; M (izerindeki bir 1. dereceden form bir
lineer form olarak isimlendirilir. n=2 icin Tanim
2.12 de kuadratik ve n=3 igin Tanim 2.13 de kibik
ifadeleri daha 6nce kullaniimisti.

Schafer (1996) dan, bir birlesmeli cebirden bir Lie
cebiri veya bir Jordan cebirinin nasil elde edildigi
asagida verilecektir.

M bir birlesmeli R— cebir iken M {izerinde her
X,y €M igin
Xe y=Xy—YyXx

biciminde yeni bir carpma (Lie carpimi) islemi
tanimlansin. Burada, xe X=0 dir. Bu yeni carpma
islemi ile M den elde edilen cebir M~ ile
gosterilsin. M~ deki carpma hem anti-kom{tatiftir
hem de Jakobi Ozdesligi olarak bilinen
(xe y)e z+(ye z)e x+(ze x)e y=0

esitligini saglar. Bu sekilde elde edilen M~ ye bir Lie
cebiri denir. Ustelik M~ nin bu isleme gore kapali

olan herhangi bir alt cebiri de Lie cebiri yapisina
sahip olur.

M bir birlesmeli R— cebir iken M {zerinde her
X,y €M igin

1
xgy:z(xy+ yX)

biciminde yeni bir carpma (Jordan ¢carpimi) islemi
tanimlansin. Burada, XgK=XX yani x¥ =x* dir. Bu
yeni carpma islemiile M den elde edilen cebir M
ile gosterilsin. M* daki carpma hem degismelidir
hem de Jordan Ozdesligi olarak bilinen

(o )dx*) =g yo*) ]

esitligini saglar. Bu sekilde elde edilen M™ ya bir
Jordan cebiri denir. Ustelik M* nin bu isleme goére
kapali olan herhangi bir alt cebiri de Jordan cebiri
yapisina sahip olur.

Boylece, Jacobson (1968) dan asagidaki tanimi
verebiliriz.

Tanim 2.15. Herhangi bir cebir M ™ Jordan cebirinin
herhangi bir alt cebirine izomorf ise bu cebire 6zel
Jordan cebiri adi verilir. Ozel olmayan Jordan
Jordan cebirleri  olarak

cebirleri  exceptional

adlandirilir.

Tanim 2.16. (R,+,) ve (R’,+,) iki halka olsun.
®:R — R’ birebir ve érten bir homomorfizm (veya
anti-homomorfizm) ise ® déniisimine R den R’
ye bir izomorfizm (veya anti-izomorfizm) denir. R
nin kendisi Gzerine bir izomorfizmine (veya anti-
izomorfizmine) R Uzerinde bir otomorfizm (veya
anti-otomorfizm) denir.
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

Tanim 2.17. R bir halka olsun. i, R Uzerinde

Ozdeslik donlsimi olmak (izere mertebesi
(peryodu) 2 (yani f =i iken f®>=i) olan bir f
otomorfizmine (veya anti-otomorfizmine) R nin bir

involusyonu (veya anti-involusyonu) denir.

de R nin bir

involusyonu (ya da anti-involusyonu) olsun. R nin

Tanim 2.18. R bir halka ve f

f involusyonu (ya da anti-involusyonu) altinda

degismez kalan elemanlarina R nin simetrik

elemanlari denir.

A bir alterne <cisim ve &g¢A  olsun.
A=A(e)= A+ As (¢°=0) uzerinde toplama ve
carpma i¢ islemleri her a,b e A icin
a+b=(x+ye)+(z+we)=(x+2)+(y+w)e
a-b=(x+ye)(z+we)=xz+(xw+yz)e

seklinde tanimlansin.

Teorem 2.19. (A, +, -) bir lokal alterne halkadir ve

birim olmayan elemanlarinin olusturdugu kime
| = Az bir idealdir (Blunck, 1991).

Bu galismada A, reel sayilar lzerinde bilinen D
dual sayilar halkasinin (Benz, 1973) bir genellemesi
oldugundan, alterne dual sayilar halkasi olarak da
isimlendirilebilir. A hakkinda daha detayl bilgi igin
Blunck (1992)’a bakilabilir.

Teorem 2.20. A nin birlesmeli olmasi igin gerek ve
yeter sart A nin birlesmeli olmasidir.

A nin merkezi Z ile gosterilsin. Bu durumda,
Z(A)::Z(g):Z+Zg

kiimesi A nin merkezi olup A nin degismeli ve

birlesmeli bir alt halkasidir (Blunck, 1992).

A birlesmeli degil ise bu takdirde A kendi Z
merkezi Uzerinde bir Cayley-Dickson (octonion)
bolimli cebiridir (Bruck-Kleinfeld Teoremi olarak da
isimlendirilen bu teorem igin bkz. (Stevenson, 1972;
Faulkner 2014)).
Schafer (1996) da tanimlanan ¢arpma ile birlikte

A birlesmeli degil ise A nin

{e,=1e,,....e,} biciminde bir baza sahip oldugu

ACRERITA]

Blunck (1991) da ifade edilmistir. Karakteristigin 2
den farkh olmasi durumunda Jacobson (1985), s.
448 deki carpim tablosu ile birlikte c,c,,c, sifirdan
farkh

{i,=L,i,,i,.i,.0,.05.0.,i,} biciminde bir bazi vardr.

119800830 0 gty

elemanlar olmak Uzere A nin

Bundan sonra A ile, Z lzerinde karakteristigi 2 den
farkli olan bir Cayley-Dickson (octonion) bolimli

cebiri kastedilecektir ve bu cebir O le

gosterilecektir.

Simdi, O cebiri tzerinde asagidaki tanimlari ve bu
tanimlardan elde edilen sonuglari verebiliriz.

Tanim 2.21. x=a,+ai, +a,, +...+a,i, O olmak
izere :0—0 icin

X—=>X=a,—-al—-al,—..—ali,
biciminde tanimlanan dontsime eslenik alma
déniistimd denir.

Bu tanima gére xeO igin X=X ve X,yeO icin
x_yzyi dir, yani eslenik alma donisimi O nun

bir anti-involusyonudur.

Tanm 2.22. n:0O—>Z ign X—>n(X)=xxX
biciminde tanimlanan déniisime norm form, n(x)

e de X in hormu veya norm formu denir.

Bu tanima gére x=a, +aji, +a,i, +...+a,, €0 igin
n(x)=xx=Xx=n(X)=a; —ca’ —c,a; +cc,a; —C,a;
+Clcsasz +Czcsaé _C1C2C3a72
olur.
X+X
Tanim 2.23. t:0—>Z igin x—>t(x):T
biciminde tanimlanan déniisiime iz — form, t(x) e

de X in izi veya iz— formu denir.

Bu tanima gére x=a, +aji, +a,i, +...+a,i, €O igin
X+X XX (=
(=S X XX ()=,

olur.
Tanim 2.24. OxO — Z ye her x,y €O igin
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

1
n(x, y):z[n(x+ y)-n(x)-n(y)]
biciminde tanimlanan dénistime birlestirilmis form
denir.

Tanim 2.25. OxO—>Z vye her Xx,yeO igin
t(x,y):=t(xy) olarak tanimlanan t ye jenerik iz

form adi verilir.

Bu tamnima gére, her xeO igin t(x1)=t(x),
t(Ly)=t(y) ve t(11)=t(1)=1 olacagi agiktir.

Bu cebir lizerinde, bu sonuglar ile birlikte iz ve norm
sagladigi asagidaki
teorem yardimiyla veriyoruz. Bu sonuglarin ispati
icin Schafer (1996), Jacobson (1985), Celik (1995),
Akpinar (2007) ve Ozkan (2016) calismalarina
bakilabilir.

fonksiyonlarinin ozellikleri

Teorem 2.26. X,y¥,zeO olsun. Bu takdirde

asagidakiler saglanir:
1) t iz formu lineerdir.

2) n(xy)=n(x)n(y) dir (Norm form carpilabilirdir)
3) x2—t(x)x+n(x)=0 dir.
4)n(x)=0<=x=0 dir. Eger x=0 ise

x*=n(x)" X dir.
5)n(x,y)=t(xy) dir. Ozel olarak,
n(x,1)=t(x) olur.

6) N birlestirilmis formu simetrik ve 2-lineerdir.

y=1 gin

7) t jenerik iz formu simetrik ve 2-lineerdir.

8) t(x,y):t(i,)_/) dir.

9) n(xy,zw)+n(zy,xw)=2n(x,z)n(y,w) dir.
10) n(yx,wz)+n(wx,yz)=2n(y,w)n(x,z) dir.
11) t asosyatiftir, yani t(xy,z)=t(x,yz) dir.
12) n(x,y)=n(X,y) dir.

13) t(x,y)=2t(x)t(y)-n(x,y) dir.

A daki k:xa x eslenik alma dontsimi A vya

kK:x+yesa )_(+§/g biciminde genisletilir. A

Gzerinde t ile gosterilen xa izformve n ile

gosterilen xa XX norm form dontsimlerinin A
daki karsiliklari icin sirasiyla t ve N sembolleri
kullanilacaktir. t ve n dénlstmlerinin, sirasiyla, t
ve N nin A ya kisitlanmislari oldugu agiktir.

Simdi, O cebiri Gizerinde verdigimiz tiim tanim ve bu

tanimlardan elde edilen sonuglart A=0+0¢

cebiri UGzerine tasiyabiliriz.

Tanim 2.27. AxA —>Z(A) ye her a,beA igin

n(a,b)=%[n(a+b)—n(a)—n(b)]

biciminde tanimlanan doénisiime birlestirilmis form
denir.

Tanim 2.28. AxA—Z(A) ye her abeA igin
t(a,b):=t(ab) olarak tanimlanan t ye jenerik iz

form adi verilir.

Bu durumda asagidaki sonuglari hemen ifade

edebiliriz.

Her a=X+Yye,b=z+wsecA igin a=a ve
ab=b 7 dir, yani eslenik alma donlisimd A nin bir
anti-involusyonudur ~ (Blunck, 1991).  Ustelik,
n(a)=n(x)+2n(x,y)e=n(a) ve
t(a)=t(x)+t(y)e=t(a) olur (Celik, 1995). Bu iki

sonuca ¢alisma boyunca sikca ihtiya¢ duyacagiz.

Bu cebir lizerinde, bu sonuglar ile birlikte iz ve norm

fonksiyonlarinin  sagladigr  6zellikleri  asagidaki
teorem yardimiyla veriyoruz. Bu sonuglarin gogunun
ispati Blunck (1991) ve Celik (1995) calismalarinda

bulunabilir.

Teorem 2.29. a,b,c,d € A olsun. Bu takdirde

asagidaki 6nermeler saglanir:
1) t iz formu lineerdir (Blunck, 1991).

2)n(ab)=n(a)n(b) dir vyani norm form
carpilabilirdir (Blunck, 1991).

3) a2—t(a)a+n(a)=0 dir (Blunck, 1991).
4)n(a)=0<>ael dr. Eger aecA\l ise

a'= n(a)flé_l dir(Blunck, 1991).
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5)n(a,b)=
n(a,1)=t(a) olur (Celik, 1995).

6)Nn birlestirilmis formu simetrik ve 2-lineerdir
(Blunck, 1991).

7) t jenerik iz formu simetrik ve 2-lineerdir (Blunck,
1991).

8) t(a,b)=t(a,b) dir.

9) n(ab,cd)+n(ch,ad)=2n(a,c)n(b,d) dir.

10) n(ba,dc)+n(da,bc)=2n(b,d)n(a,c) dir.
t(ab,c)=t(a,bc) dir

t(aE) dir. Ozel olarak, b=1 igin

11)t asosyatiftir, yani
(Blunck, 1991).

12) n(a,b)= (5 t_)) dir.
13) t(a,b)=2t(a)t(b)—n(a,b) dir.

Bu calisma boyunca c¢okca kullanacagimiz bir
sonucun asagida ispatini veriyoruz.

Sonu¢ 2.30. Her a=X+Yyg, b=z+wseA igin

n(a,b)=n(x, z)+(n(x,w)+ n(z, y))g dir.
ispat: Farkli iki yoldan ispati vermek miimkiindiir:
1. Yol:

(
[
[n((x+z)+(y+w)g)—n(x+ yg)—n(z+Wg)]
)

=n(x)+2n(x,y)¢ oldugu kullanilirsa

>
—
D
[=3
SN—
1]
N |~
|—|
>
'\J/—\

x+z)+2n(x+z,y+w)g—n(x)]
n(x,y)e-n(z)-2n(z,w)e
n(x+z,y+w) ]g]
-n(x,y)-n(z,w)
n(x+z,y+w) j

%[n(x+ z)- n(x)—n(z)+2(
=5l n(z,w) ’

n(x+z)- n(x)—n(z)]+[

“n(xy)-

elde edilir. Son esitlikte N nin birlestirilmis form
oldugu ve 2-lineerligi kullanilirsa

Cab)en(xz)s n(x,y)+n(x,w)+n(z,y) .
(a.b)=n(xz) (+n(z,w)—n(x,y)—n(z,w)J
=n(x,z)+(n(x,w)+n(z,y))g

olarak bulunur.

2.Yol:

t( ) ve t(a)=t(x)+t(y)e oldugundan
n(a,b) =t((x+yg Z+WS)

t(x + XW+Yyz)e )

t(xz)+t(xw+ yz)

olur. Son ifadede t(xy):n(x,y) ve t iz formun

lineerligi kullanilirsa
n(a,b)=n(x, z)+(t(xv_v)+t(y2))g
=n(x, z)+(n(x,w)+ n(y.z))e

olarak elde edilir.

3. Ozdeslikli Kuadratik Jordan Cebirleri
Bu bolimde, calsacagimiz Jordan cebir sinifi
hakkindaki bilgiler bir araya getirilmistir. Jordan
cebirleri hakkinda daha detayli bilgi icin (Jacobson
1968), kuadratik Jordan cebirleri hakkinda daha

fazla bilgi
bakilabilir.

icin (Jacobson, 1969) calismalarina

Once kiibik cebir tanimi icinde ihtiya¢ duyulacak bazi
kavramlar detayli olarak ele alinacaktir.

McCrimmon (2004) dan bir kibik dontstimin ilk ve

tam linerizasyonu ile ilgili bilgiler kullanilarak

asagida sonuglar elde edilmistir.

M bir R—modil olsun. Her X e M ve her a €R
icin M Uzerinde bir N kiibik dénistim verilsin. Bu
durumda, X =4 X +4,X, +...+ 4 X olacak bicimde

Ay Ay A, €Relemanlarinin var oldugu kabul

edilsin. Boylece, N kiibik dontsimii

N(X)=N(4X + 4% +...+ 4 X,)
=S AN+ EAAN (1) + 2 AZAN(x0,,)

i=1 i#]j i<j<k
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biciminde yazlarak  R[A4,4,,..,.4,] polinom
halkasina genisletilmis olur.

Simdi  N(x+Ay) i hesaplamak istiyoruz.
AX +AX +...+ A X ifadesinde A =1, A, =41,

A, =..=4,=0 ve X =X, X,=Yy olarak secilirse
N(x+Ay)=N(X)+AN(xy)+A°N(y,x)+A’N(y)
olur. Buradan,

N(x+4y)=N(x)=2[N(xy)+AN(y,x)+2*N(y)]

yazilabilir. Son esitligin her iki tarafi A ya boéliiniir ve
A — 0 iken her iki tarafin limiti alinirsa

IimN(ley)_N(X)=Iim[N(x,y)+/1N(y,x)+/lzN(y)]
=N(x,y)
elde edilir. N(x,y) ye N nin X noktasinda y

yonindeki diferansiyeli (veya yonli tlrevi) denir. Bu
N(X,y)zAiN =0,N, ifade
edilebilir. Ustelik, N(x,y) X de kuadratik y de

durumda, olarak

lineerdir. Bu ozellikteki N(X,y) ye N nin ilk

linerizasyonu adi verilir.

N(x+2y)=N(X)+AN(X,y)+A*N(y,x)+A°N(y)
esitliginde A=1 alarak N(x,y) terimi yalniz
birakilirsa
N(xy)=N(x+y)=N(y,x)=N(x)-N(y) (1)
bulunur. Buradan,
N(Xy)+N(y,x)=N(x+y)=N(x)-N(y) (2)

elde edilir.

(1) de y=x alinirsa,

N (%,x)=2[ N (2x)=N(x)=N(x)]
N (x)—8N(x)]

x)]—%[Z?N(x

—%[N(Sx)—

=2[8N(x)-2N

)~9N(x)]
=12N(x)—%18N(x)

=12N(x)-9N(x)

=3N(x)

olur.

*, M lzerinde bir kuadratik doniisim ve T de M
Uzerinde tanimli bir simetrik ve 2-lineer donlisim
N:MxM —R donitsimi her
(x,y)eMxM igin  N(xy)=T(x"

tanimlansin. N; X de kuadratik y de lineer olan 2.

olmak Gzere

,y) olarak

dereceden homojen bir polinom fonksiyondur.
T(xy)=T
N(x1)=T(x,1)=T(x*) ve
N(@Y)=T(T,y)=T(Ly)=T(y)

durumda N(Xx+Ay) de X yerine —X ve y yerine 1

(xy) olmak iizere 6zel olarak y =1 igin
x=1 icin

olur. Bu

alarak,

N(/ll—x) N (—x)+AN(- x1)+/12N(1,—x)+/13N(1)
—N(x)+ AN (x,1)- 2°N(Lx)+ 2°N (1)
=N (X)+ AT (x) = 27T (x) + 21

elde edilir.

N(A1-x)=p,(2)=2"-T(x)2* +T(x*) 21— N(x)1

olarak tanimlansin. Bu polinoma jenerik minimum
polinom adi verilir. Burada, N(0)=0 olacagindan
her X igin

P, (X) =% —X°T (x)+XT (X*)=N(x)1=0
esitliginin saglanacagi aciktir. Buradan,

XT (X)+XT (X)) =N (x)L ve
(X2 - XT(X)+T(X“))X =N (x)1 yazlabilir. Béylece,
T(Xx"):=S(x) ve X':=x*—XT(x)+S(x) olarak
tanimlanirsa X"x=xx"=N(x)1 olarak yazilmasi

mumkin olacaktir.

S(x) déniisimi igin
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ifadesine

1
S(xy)=5[S(x+y)=8(x)-S(y)]
birlestirilmis form denir.

Xx X =X" izerinde 2-lineer ve
simetrik olan bir x dénisimi M xM den M ye
her (x,y)eM xM igin

ozelliginde M

my:=%[(x+y)#—x”—y*] (3)

olarak tanimlansin. Bu ¢arpimin bir baska ifadesi
Freudenthal carpim olarak ileride (6) da verilmistir.
(6) yardimiyla x isleminin + islemi lzerine dagilma
Ozelligine sahip oldugu gercegini gormek kolaydir.

Asagidaki teorem S(X,y) nin bazi &zelliklerini

belirlemektedir.

Teorem 3.1. S(X,y) birlestirimis form igin

asagidaki 6nermeler dogrudur:
i)S(xy)=T(xxy) dir.  Bu
S(x1)=T(x)T(1)-T(x) ve S(x,x)=S(x) dir.

durumda,

ii) S(x,y) simetrik ve 2-lineerdir.

Simdi, N(x+Ay+ uz) yi hesaplayabiliriz.

AX + X +..+A4X, ifadesinde A4 =1,4,=4,
A=u, A=4=.=4=0 ve X=X,X=Y,
X, =z alarak;

N(x+Ay+pz)=N(x)+ 2N (y)+ N (z)+ AN(x,y)
+uN(X,2)+ AN (y,x)+ A uN(y,z)
+ 18N (2,X) + AN (2,y)+ AuN (X, Y,2)

elde ederiz. Son esitlikte 4= =1 alarak N(x,y,z)
terimi yalniz birakilirsa
N(Xy,z)=N(x+y+2)-N(xy)-N(x,z)-N(y,x)
=N(y,2)-N(z,x)-N(z,y)-N(x)-N(y)-N(z)
ve N(u,v) ile N(v,u) bigimindeki tiim terimleri

yan yana getirerek

N(%Y,2)=N(x+y+2)=[N(xy)+N(y.x)]
—[N(x,z)+N(z,x)]—[N(y,z)+N(z,y)}
-N(x)=N(y)-N(z)

buluruz. Bu son esitlikteki [N(u,v)+N(v,u)]

bicimindeki tim terimler yerine (2) den esiti olan

N(u+v)—N(u)—N(v) yazlirsa

N(%Y,2)=N(x+y+2)-[N(x+y)-N(x)-N(y)]
[N (x+2)-N()-N(2)]
~[N(y+2)-N(y)-N(2)]
N(X)-N(y)-N(2)

elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilarak N(X,y,z)
yi N ye bagli olarak

N(xy,z)=N(x+y+z)-N(x+Y)
-N(x+2z)-N(y+z) (4)
+N(x)+N(y)+N(z)

yazilmis olur. Bu son ifadeye N nin tam

linerizasyonu adi verilir.

Asagidaki ifade de N nin tam linerizasyonuna
denktir:

N(x,y,2)=N(x+2z,y)=N(x,y)-N(z,y) olarak
tanimlansin. Burada, esitligin sag tarafindaki her bir
terim yerine (1) den esiti yazilirsa

N(x,Y,2)=[N(x+2+Y)=N(y,x+2)-N(x+2)-N(y)]
~[N(x+y)=N(y.0)=N(x)-N(y)]
~[N(z+y)=N(y.2)-N(z)-N(y)]

ve boylece

N(X,y,2)=N(x+y+z)-N(x+y)-N(x+2z)

~N(y+2)+N(x)+N(y)+N(z)
elde edilir ki bu (4) deki sonugla aynidir. N(x,, )
de y ve Z yerine X alinirsa

N (x,x,x)=N(3x)—N(2x)—N(2x)—-N(2x)+3N(x)

= 27N (x)—-8N(x)—8N(x)—8N (x)+3N(x)
=27N(X)—8N(x)—8N(x)—8N (x)+3N(x)
—30N (x) - 24N (x)

=6N(x)
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elde edilir. Ancak N(X,%X)=N(x) olmasi
istendiginden

N (x Z)—N(X —N(x+z
oy [NV NG y) N )
6| -N(y+2)+N(x)+N(y)+N(z) |
olarak alinir. Her (X,y,z)e M xM xM igin

N(xy,2)= N(x+y+2)=N(x+y)-N(x+2)

6| -N(y+2)+N(x)+N(y)+N(z) |
N:MxMxM —R
dontsimiine birlestirilmis form denir.

olarak tanimlanan

ispati (Ozkan, 2016) da bulunan asagidaki teorem
N ile T donlsumleri arasindaki iliskiyi tam olarak
ifade etmektedir.

Teorem 3.2. Birlestirilmis form icin asagidaki

ifadeler gegerlidir:

i)N(x,y,z):%T(xxz,y) dir. Bu durumda

3N(X, y,x):T(x“,y): N(x,y) dir.
ii)N(x,y,z) birlestirilmis formu simetrik ve 3-

lineerdir.

T(X",y)=N(x,y) dir. Bu durumda

T(xy)=T(X)T(y)-2T(xxy) (5)

oldugu gordlebilir.  Bu

X" =x* =XT (x)+S(x),

sonu¢ ile birlikte
S(xy)=T(xxy) ve

S(x.y)=3[8(x+y)-5(x)-5(y)]

XXy =%[(x+ y)# —x' - y#] esitliginde kullanilirsa;

oldugu

nyzxgi/—%xT(y)—%yT(x) o
T T

sonucuna ulasilir ki bu esitlik literattrde Freudenthal
carpim olarak bilinmektedir.

(1) ve (3) den elde edilecek

N(X+y)=NX)+T(X, y)+T(X y*)+N(y) ve

(X+y) =x"+2(xxy)+Yy* esitlikleri kullanarak

ispatlanacak asagidaki teorem Faulkner (2014) da
Lemma 11.15 olarak ifade edilmistir.

Teorem 3.3. M bir

donisim olmak

N bir kibik

sisteminde

R —modiil,
(M,N,l)

X, ¥,z,weM igin

Uzere
(cebirinde) her asagidaki
onermeler gecerlidir:
a) (X")" =N(x)x
b) 4 X" x (xxy) |=N(X)y+T(x",y)x
c) 4[ (xxy)’ [+2(x" xy")=T(x", y)y +T(y", 0)x
d) 8[(xx y) x (xx2)]+4[ X" x (yx2) ]

=T(X, y)z+T(X*,2)y + 2T (y x Z, X)X
e) A[(xxy)x(Wxz)+(Wxy)x(xxz)+(XxW)x(yx2)]
=T(XxW,Y)Z+T(XxW,2)y+T(yxz,X)W+T (yxz,W)X

Simdi, Bix (1980) den kiibik cebir tanimini vermek
icin haziriz.

Tanim 3.4. M, 6zdeslikli bir R —modil olsun. M
zerinde X — X biciminde bir kuadratik déniisiim
ve M Uzerinde bir N kiibik form tanimlansin. Eger
M (zerinde asagidaki sartlar saglanirsa M vye bir
kiibik R —cebir denir:

1) x* =N(x)x dir.

2) N(1) =1 dir.
3) T(X",y) =N(x,y) dir.
4) 1 =1 dir.

5) xxy:%[(x+y)#—x“—y*] ve T(y)=T(y,1)

olmak lizere 1xy = %[T (y)1- y] dir.

1-5) sartlarinin hepsi R nin tiim skalar genislemeleri
altinda saglanir.

Tanim 3.4 iin 3. sartinda N(X,y):=A/N=0 N,

olarak ifade edilebilecegini daha 6nce belirtmistik.
Bu durumda N donlisimi X de kuadratik y de

lineer olan bir donlisiim olarak tanimlanmisti.
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Bir kiibik cebir U,y =T(x,y)x—2(x"xy) esitligi
altinda bir 0Ozdeslikli kuadratik Jordan cebiridir
(McCrimmon, 1969).

U,y =T(x,y)x—2(x"xy) esitliginde x=1 olarak

secilirse;

U,y=T(Ly)1-2(1xy)=T(y)1-2(1xy) olur ve

U,y=y olacagindan bu iki sonug birlestirilirse
1

T(¥)1-2(1xy)=y yani 1xy = [T (y)1-y] elde

edilir. Bu sonucun Tanim 3.4 (in 5 nolu sartinda yer
aldigina dikkat ediniz.

U.y=T(x y)x—2(x#><y) esitliginde y =1 olarak
alinirsa;

U,1=U, =x" =T (x,1)x—2(x" x1)

=X =T(X)x+2[x"x1] =0

=X -T(X)X+ 2(%[‘I’(x#)1— x"]) =0

=X =-TX)X+T(X)=x"
=X -TX)x+S(X)=x"

ve bdylece
X2 =T (X)x+ X" —S(X) (7)
elde edilir.

U.y=T(x y)X—Z(X#xy) esitliginde y =X olarak
secilirse; U x=xx=x>=T(X,X)x—2[x"xX]
esitliginden (5) yardimiyla

X =[T )T (X) = 2T (xx X) | x = 2[x" x X]
ve (3) yardimiyla

x> = [T(x)]2 X — 2T (x")x — 2[x" x X]

elde edilir. Son esitlikte X*xX in esiti (6) dan
yazilirsa

X#X—ET(X#)X—ET(X)X#
X' =[T(X)] x=2T (x*)x -2 2
+§U(X”)T(X)—T(X”,X)]

olur ve son esitlikte X*X = N(X) oldugu kullanilirsa

X' =[T(0)] x=2T (x*)x = 2N (x) + T (x*)x
+T (X)X =T (X)T(X) +T(x*, %)

bulunur ki son esitlikte gerekli kisaltmalar yapilarak

X =[T )] x =T (x*)x—2N(x)
+T (X)X =T (X)T(X) +T(x",x)

(8)

sonucuna varilir. Burada T (X*,X) = N(x, X) =3N(X)
oldugundan, (8) den
X =[TO] x=T(x")x+NX)+TX)x* =T (x)T(x)
yazabiliriz ki
X +T (X)X = N(X) =[T ()] x+T x)x* =T (x")T ()
=TO[TEOx+x =T (x") ]
=TX)[TO)x+x"=S(x) |
Burada (7) kullanilirsa,
X =T (X)X’ +T(x*)x—N(x) =0 elde edilir. O halde
bir kuadratik Jordan cebirinde
X =TX)X*+T(X)x-=N(x)=0
Ustelik,

bulunur.

bagintisi  gegerlidir. xx" =x"x=N(x)
oldugundan bir X elemaninin birim olmasiicin gerek

ve yeter sart N(x) in birim olmasidir ve bu

durumda X' =N (x)f1 x* dir.

Bu kuadratik Jordan cebirinde Teorem 3.3 deki
onermeler saglanir. Bu onermelere benzer daha
fazla sonu¢ goérmek icin McCrimmon (1969) a
bakilabilir.

4, Bir Kuadratik Jordan Cebir Sinifi

R karakteristigi 2 ve 3 den farkl bir cisim, O bir
octonion R —cebir, £20 ve &*=0olmak lzere
girdileri A=0+Qg¢ cebirinden alinan tim 3x3
matrislerin kiimesi kisaca A, ile gosterilecektir.

A, kimesi Gzerinde + i¢ islemi olarak bildigimiz
matris toplami ve RxA, > A, dig islemi olarak
skalarla bir matrisin ¢arpimi alinirsa A, kiimesi bu
islemlerle birlikte R cismi Gzerinde bir vektor uzayi
olur. A, JUzerinde ikinci bir i¢ islem olarak

3

alisageldigimiz matris carpimi alinirsa  (A,,+,-)
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sistemi birlesmeli ama degismeli olmayan 6zdeslikli
bir halka yani 6zdeslikli bir R — cebirdir.

V¥V R sifirdan  farkli

nin birimleri yani

v 0 0
elemanlariolmak tizere '=| 0y, 0 | diyagonal
0 0 7
a, &, a,
matrisini ele alalmve her X =|a, a, a,|€A,
8 8, Ay
icin J.(X)=T"X'T &zelliginde bir J.: A, > A,

dénigimi tanimlayalim. Budénisim A, R —cebiri

lzerinde bir involusyondur. Gercektende; her

a, a, &,
X=la, a, a,|cA,icn

a A, ay
3. (X)

v, 0 0]Ta, a, a,|[n 0 O
=0 p, O a, a, a, 0 », O
10 0 7 a, &, a,] [0 0 p
v 0o o](fa, a, a,][y, 0 O
=0 » O0]la & &0 » O
10 0 & & &[0 0
'm0 0 [ra, ra, 73,
=0 7, 0 ||ra, 7d, &

10 0 7' na 7na 7,

2 - 2 W T -

= 7/£171§12 7/;172522 7;17/3532
Vi@ Vs Ve Vs Vel
a, A, 77,

= 7;171512 a22 7;173532

2 W 7t W - W

olup

3(3:(X))

o0 o7l & A rvA[n 00
=0 7, O |n7& & 77|05 O
0 0 n||rnrd rnrd & |0 0
0 0 A, A, nralln 00
=0 7 O0fnrady @ 77as||0 7, O
0 0 7' \nra nra a |0 0

v, | 000
11 1A |[0 7, 0
0 0 vy,

ey 1Ay
= ;/2’17171}/2&21 7;1a22
A A A A S

R A A - P A A X
S A T A - W A T A
R A YA
8, a, a,
=la, a, a,|=X

a &, a

dir. Boyle bir involusyona kanonik involusyon denir.
Sayet bu involusyonda 6zel olarak I'=1, birim

matris olarak secilirse bu involusyona standart
involusyon adi verilir (Jacobson, 1968; McCrimmon,
2004).

Ustelik; her X,Y € A, igin

()()(T)r

oIdugundan J A Uzerinde bir anti-

involusyondur.

Simdi, J
simetrik elemanlarini bulmak istiyoruz. Simetrik
H(A,.J.) ile

gosterilirse bu alt kimenin herhangi bir elemaninin;

involusyonu yardimiyla A, uzayinin

T

elemanlarin  olusturdugu kiime

a,,a,,a, € Z(A) olmak tzere

a7 7.4,
X = 7153 a, e
na, 78 o

formunda oldugu gordlir. Gergcektende;
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‘]r(x)

(7 0 0] Tea ra 7a|[n O 0]
0

=0 » O na, o, 7 0 » O
10 0 »||na ra o |0 0 p

no 0 0lla na ral|n O

= 0 7/;1 0 (|78 a 7na 0 » O
0 0 7'l 7& a])0 0 7
e wva nr&|[n 00
= 7;17253 7;16{2 7/;72% 0 72

VR 1A rie |00 g,

FACE - P

= gz V4 ;1052 a1 0 7>

a8, & a0 0

A - N A o 7,8, 7.4,

=| 78 nre,  ra |=|\nd& o, 78 |=X
I ZC 2 N A A A I - N - W 2

dir.

H(A,,J,) kimesi A, vektér uzayinin bir alt uzayi

olur. H(A,,J,) alt uzay: tzerinde ikinci bir ig islem

3'¥r
olan “g” islemi, her XY €A, icin

XoY = (XY+YX) Jordan  carpimi  olarak

tanimlanirsa (H(As,\]r),+,g) sistemi bir Jordan
Burada XY ile A, R-—cebiri

Uzerindeki matris ¢arpimi kast edilmektedir. “g”

R —cebiri olur.

islemi degismeli oldugundan ( (A, )+,g)

31 Yr

Jordan R —cebiri degismelidir.

Bu gallgmada,( ( - r) +g) Jordan R —cebirinin

once bir kibik cebir oldugunu goésterecegiz ve 54
boyutlu bir (exceptional) kuadratik Jordan cebiri
oldugunu ifade edecegiz.

Simdi bu cebir tizerinde Jordan ¢carpimini biraz daha
detayl inceleyelim:

Her a =x +V,& b =z +weeA (i=12,3) olmak
iizere  herX,Y eH(A,,J.) igcin Xg{:[dij]

esitliginden;

d, = %(2061@ +7,7,(ab, +ba )+ 7.7, (&b, +ba, ))

=a,f,+7,7n(a,b,)+7.7n(a,.b,)
=a,B +7(r.n(a.b,)+7n(a,.b,)),

1, = _
= (B + b+ rorab, + rabs + i + ryhia,

7.7 (ab, +ba) ]+ 7 [(B.+ B)& + (@ + )b ),

l\)

B, +7,7.3b, + ab, + yanb, +y,yha + Bra, )

-5l
-3
(n[
=5l
(

B

5 J+71[(ﬁ1+/;’3)a2+(a3+a1)bz}),

ay b+ By +ry @A+ Bra+rah +rrba)

|—\ NIH NIH NIH

7] 7. (b +ab) [+ n[(8+8)a +(@ +a)b.])

dzz :717/2n(a3’b3)+a2ﬂz +7372n(a1’b1)
=a,f, +7,(rn(a.b)+7n(a,b,)),

1 o —
d32 za(ylyzazb:i +ﬂ2}/2a1 +a372b1 +}/1}/2b2a3 +}/2a2b1 +ﬂ3}/2a1)

=>nln(ab+ba )+ 7.[(B,+B)&+(o, +,)b,])

oy b, +7,7ah + 1,88 + By + 1, rha + rab,)

H
@

+a,7 0+, P8 + 17 a + Bra +rah,)

Y
O'l

!

=5l

= (rln (@b rba)+r[(A+ ) +(e, +a)b])
== (n7.ab,

(

+ah, }+;/3[(ﬂ2+ﬂ3)a1+(a +a, )b ])

=al
@n

}/1|:}/3

I\.)II—‘ I\JIH NIH I\JII—‘

ve
d33 =77,N (a21b2)+7273n(a1,b1)+a3ﬂ3
=a.f, +7:(7n(a,.b,) +7n(a.b,))

olarak elde edilir.

(i,j.k)=(1,2,3) dairesel permiitasyonu olmak

Uzere X @Y matrisinin bilesenleri

d, =ap +7i[71n(ak’bk)+7/kn(ai’bj )] ©)

ve

=2 (30903 (44 )+ v ] 10
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

biciminde  vyazilabilir. Burada i=12,3icin
a=X-+Ye&, b=z+wesecA ve
n(a.b)=n(x.z)+(n(x,w)+n(y,z))e oldugu

(9) ve (10) da dikkate alinirsa
7,(n(%.2)+(n(x.w ) +n(y,.2,))¢)
+7, (n(xj,zj)+(n(xj,wj)+ n(yj,zj))g)
=a,f+7, (;/jn(x 2, )+;/kn(x.,z,))

N 71‘(“(
7 +7k(n(

dii :aiﬂi +7

)+n(Y,.2,)) ]
)+n(yj,z))

ve

d _1 7k((xi+yi8)(zj+w'g>+(zi+vvig)(xj+y18))
i =57
: +(ﬂi+ﬂj)(xk+yk )+<a-+ai)(zk+wkg)

1 ;/k(xizj+(xw +Y,2,)e+ 2% +(zy, +Wx; )& )

7;
2 +(B+B,) (% + V&) + (e +a,)(z, +We)

1 yk(xizjﬂixj+(xiwj+yizj+ziyj+wixj)g)
2 (5 B0 v (e ) ) |
1 V((x,zj+z,x,)+(x,w,+yz,+zyj+w,x,)g)
274 (B+B) (% + Vo) + (o 4, ) (2, +We)

zgyj(yk(xizj +zixj)+(ﬂi +ﬂj)xk +(Cli +aj)zk)

1 {(7 (xw+yz+ 2y, owx)) |

+=7,
2 +(B+B)) Y +(a + )W,
olur.
Burada d; nin esleneginin d, olduguna dikkat

ediniz. Boylece Xgf Jordan carpimi

X =(a+x)dB+Y)
—Ze” ; Z(d e +due“)

(ijk) (ijk)
olarak da ifade edilebilir.

Simdi, kiimesi  Uzerinde

J=(H(A,.J,).+9
kuadratik donlisim olarak adjoint (ek) alma

déniisiimi, iz form olarak T(X)=iz(X) ve kiibik

form olarak da N(X)=detX determinant
fonksiyonu alinirsa Tanim 3.4 deki kibik cebir
sartlarinin saglandigini yani J nin bir kibik cebir
oldugu gosterecegiz. Bu hedefe hazirlik olarak
adjoint alma dénistiim, iz form, norm form ve kiibik

formla ilgili temel bilgileri veriyoruz.

AN
J nin herhangi X=|ya, «, 74 | eleman
nd na o
icin a,a,—r,7.n(a)eZ(A),
a,o, —;/37/1n(a2)e Z (A) ve
a.a, —y,7,n(8,) € Z(A) olmak tizere

0!2063—}/2}/371(31) 7273@_720!@3 }/3}/2(&3&1)—}/30!23.2
X'= y173(a1a2)_71a3a3 a3a1_7371n(a2) )/3}/1(&2&3)—}/3061&1
}/1}/2(6331)—)/106232 }/2}/1(3233)—}/205131 061&2—}/1}/2”(&3)

olur. Burada, n(a )=n(x)+2n(x,y;)e dir.

aeR igin (aX)#

donlisimi 2. dereceden homojen bir fonksiyondur.

=a’X" dir. Yani, adjoint alma

al 7/2a3 73a'2
Ustelik J nin herhangi X =|y,a, «a, 7,8 | ve
ylaZ 7/2a'l a3

B b rb
Y=|yb B b
vb, 7b B
X ikili

elemanlariigin J Uzerinde

islemi
Q(X,Y)=X xY ::%[(x #Y)'=X"=Y"] olarak
tanimlansin. Burada,

1 # . .
xxx_E[(zx) -X"-X"]
1 1
== 4X"=2X" |==|2X" |= X"
Haxs—2x*]=1[2x"]
olduguna dikkat ediniz. X xY de X ve Y matrisleri
1=12,3igin a= % ¢,
b=z+weseA ve
n(a.b)=n(x,z)+(n(x.w)+n(y,z))e olmak

uzere

yerine yazilirsa,
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

a+h, ratrb ratrb,|
na+nb, o+, ra+rh
1 71a2+71b2 yza_1+7/2b_1 053+ﬂ3
X XY :E _— B
o 78 78| | B rb o 7b
- }/1&3 a, 7331 - 71b3 ﬂz 7/3b1
7 78 rh, b B
- (%ﬂa + B, j vs(ah +ba) | 72 (ab +ba)
_72732n(a1’b1) —}’2(0!3b3+ﬂ3ag) —}/3(0{2b2+,52a2)
1| (ab,+ba,) (asﬁl + B, j r(ah +ha)
2 _71(a3b_3+ﬂ3a_3) _73}/12n(a27b2) —ya(albﬁﬂlal)
7172(a3b1+b331) 7271(azb3 +b2a3) [(Zlﬂz +[)’1a2 j
_71(azbz +/32a2) =7, (%E"'ﬁli) _717/22n(a3’b3)

oldugu gérilir. Q(X,Y) nin J zerinde simetrik ve

2-lineer bir donisim oldugunu gormek kolaydir.
Boylece, asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.1. Adjoint alma donlsiimi J (zerinde bir
kuadratik déntsimdr.

X xY matrisini bilesenleri cinsinden de ifade etmek
(i,1K)=(12.3)

permitasyonu gostermek sartiyla X xY matrisinin

mimkdndar. dairesel

(i,i). bileseni,

(i,i)=%[aj,8k +Bya, —2y,yn(a.b)] (1)

ve (i, j) . bileseni,

(i.1) =7 n(ab, +ba,)~ (@b, + Aa)]) (12)

biciminde yazilabilir, burada (i,]) bileseninin
esleneginin (j,i). bilesen oldugu gériilir. i=1,2,3
icina =X +Yyé& b =z+weeA igin
n(a.b)=n(x,z)+(n(x,w)+n(y, z))e oldugu
(11) ve (12) de dikkate alinirsa

(i,i)zg{ajﬁﬁﬂ;“k 2”[()[(<yW)>U]
X,z

_1|:ajﬂk+ﬁjak_2}/j7/kn(' i ]
"2 2 (06w n(3.2)e)
=%(ajﬂk + B, ~27,7,0(X,2,))

_yjyk[(n(xi,wi)+n(yi,zi))]g
i)
1 . 7k((x+y|g)(zj+ng)+(zl+vv|g)(x]+y]g)q
l__(ak(zk+wkg)+ﬂk(xk+yk8))

1 _;/k(xizj+(xiwj+yizj)g+zixj+(ziyj+wixj)g)
= — }/
2 J

L
N——

__(((Zkzk +aka8)+(ﬂka +ﬂkyk8))

1, _;/k((xizj +zixj)+(xiwj +Y2,+2Y, +vv|xj)g)]

__(akzk +ﬂkxk +(aka +ﬂkyk)g)

:%71(7@ (xizj +Zixi)_(akzk +ﬁka))

+%}/j |:7k(Xin + yizj +Ziyj +\Nixj)_(akwk +:Bkyk ):|5

olur. Ozel olarak X xX vyani X" matrisinin

bilesenleri ise

o1 n(x.y)
(I,I):E{ai(zk ta,a —2y,7, [n(Xi,Xi)-l—[‘Fn(yi,Xi )Ja]]

1
= E[Zajak - 2)/1.;/kn(xi )— 27,7, (2n(xi Y, )8):|

=a;a, _717/kn(xi)_2717/kn(xi’yi)g

ve
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54 Boyutlu (Exceptional) Kuadratik Jordan Cebiri, Akpinar

(i.J)

_7k((xi " yié‘)(xi I ng)-]—(xi + yig)(xj + yjé‘))

—_(ak (Xk + yk8)+ak (Xk + ykg))

1
2|7

|

1
:E }/j

| 2(a % +a,y,E)

2
=7,-(7k (ij)—akxk)ﬂfj [yk(xiyj + yixj)—akyk}g

olur.

Tanim 4.2. T:J>R icin X 5T (X)=iz(X)
biciminde tanimlanan déniisiime iz form, T(X) e

de X matrisinin izi denir.

al 7/2a3 7/3a2
Bu tanima gore, X=|ya «a, 78 |€J igin
7/13-2 }/Zal a?:

T(X)=a,+a,+a,€Z(A) olur.
Teorem 4.3. T iz formu lineerdir.

Tanim 4.4. N:J—>R icin X — N(X)=det(X)
biciminde tanimlanan doénisime norm form,

N(X) ede X matrisinin determinanti denir.

Teorem 4.5, X,Yeld
N(Xd)=N(X)N(Y) dir (Yani, norm form
carpilabilirdir.).

Ispat:
N(Xgr)=det(Xgr)=det(X)det(Y)=N(X)N(Y)

olur.

Her icin

al 72a3 }/36'2
Herhangibir X =| ya, «, & |€J igin
7la2 }/Zal a3

N(X)=aa,a -ay,rn(a)-a,rrn(a,)
—ayn(&)+rr.7.2t((a,)a,)
= q,a,a, +7,7,7, 2t((a1a2 )33)
)ai;/jj/kn(ai) eZ(A)

(iik

_7/k(Xin (XY, X ) e+ %X (XY, + ¥, )€)

oldugu kolayca gorilebilir. Burada, a, =X, + y,e € A
(i=1,2,3) isin n(a)=n(x)+2n(x,y,)eeZ(A)
oldugu kullanilir ve gerekli ¢arpma islemleri ile

_Irlikte bazi diizenlemeler de yapilirsa

(X ):alazas —a1y2y3[n(xl)+ 2n(x1, yl)g]

1 (7@ [},k (z(x_xj)+ 2(xiy]. +Y.X, )g)— 2(ax, +akykg)Ba273yl[n(x2)+ 2n(x,.y,)e |

—a, 7,7, (%) +2n(X,, Y, )€ ]
+7.7.75 Zt([(x1 + ylg)(x2 + yzg):l(x3 + y3g))
= a0, —a,y,7,n(X% ) — 7,720 (X, Y, )€
—a2y3;/1n(xz)—a2y3y12n(xz, yz)g
—a37/17/2n(x3)—a37/17/22n(x3, y3)g
17,7 Zt([xlx2 +(XY, +¥%,)e (% + ygg))
= a,0,0, — 7,70 (%) — &, 7,7.n(X, ) — ay.7,n(X%)
~ alj/zySZn(Xl,y1)+a273712n(xz,y2) ;

+a,1,7, 2n(x3, y3)
A2 Zt((xlxz)x3 +[(%X,) Y, + (XY, + ylxz)xs}:)

elde edilir.

t(a)=t(x)+t(y)eeZ(A) oldugu dikkate alinirsa

Son esitlikte a=x+yeeA igin

N (X):alazas _a1727/3n<x1)_az;/s}/ln(xz)_asylyzn(xs)
) a172732n(x1,y1)+azy3y12n(xz,yz)]g
]g
ve buradan

+a,7,7,20(X,, Y, )
(%%, )Ys
N(X):%%% _alyZ%n(Xi>_a2737/1n(xz)_%7172”()(3)

07,02 (XX, ) % )+ 77,7, 2
(b)) [+(X1yz+ylxz)xa
a,7,7,20(X, Y, )+ 7,7, 20(X,. Y, )

s 2((%0%) %)~ +a7,7, 20 (%, ¥, ¢
727,280 )Y+ (XY, + Y%, )%,
sonucuna varihr. (i, j,k)=(,2,3)  dairesel

permuitasyonu yardimiyla
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N(X)=aaa, - arrn(x)

(ijk)

+71177: 24 ((%%,) % )
(XX,) Y,
2 2t
%awk n(x.y,) =777 [+(x1y2+y1x2)x3 &

biciminde yazilabilir.

Ayrica, aeR igin N(aX)=a’N(X) olduguna
dikkat ediniz.
dereceden homojen bir fonksiyondur. Ustelik, J nin

Bu sebeple, N donlisimi 3.

herhangi X,Y ve Z elemanlariigin JxJxJ den

R ye

1IN(X+Y+Z)=N(X+Y)-N(Y+2Z)
N(xY.2)=3 CN(X+2Z)+N(X)+N(Y)+N(2)

olarak tanimlanan dénisimiin J Uzerinde simetrik
bir dontsim oldugu agiktir.

Burada
a, 7,8, 7,8, B b 7h,
X= 71 a, hzch Y = 7/1b3 ﬂz 7/3b1 ve
na, 7,8 7, vb B

Mo 7.C 756,
Z= "G 4 o
71C2 72C1 11'13

yerine

yazilirsa

BN (X.Y,Z)

=(o,+ B+ ), + B+ 1, ) (0, + B, + 1)

+}/1;/2732t([(a1 +h+6)(a,+b, +¢,)](a +b, +c3))

—(%(Oli +B+u)yyn(a+b+¢)-(a+B)(a,+8,)(a,+B)
—y1y2y32t([(a1 +b)(a,+b,)](a, +b3))+(i%(ogi +B)yrn(a +h)

—(ﬂl+,ul)(ﬂ2+/12)(ﬂ3+/13)—;/172732t([(b1+cl)(b2+C2)}(b3+Cs))
Y (B+m)r (b +e)—(a+m)(a,+m ) (o + 1)

(ijk)

1 2([(&+6)(,+¢,)](a +c,))+ Z(oci +u)770(a +¢)

(ijk)

)a,)- Zam

uk

)b, )- Z/)’M

(ijk)

)e,)- Ym0

(ijk)

+0,0,0, +7.7,7 2t

((ag,
+B.B.B,+ 1.7, 2((bb,
((cc.

s + 17,7528 (C

olur. Burada benzer terimler bir araya getirilirse

6N(X.Y.Z)=(a,+ B+ ), + B, + 11, ) (et + B, + 11,
~(ov+ B ), + B, ) o+ B) = (Bt ) (B, + 11, ) (B + e

—(a, + 1) (0 + 11, ) (@, + ) + o0, + BB B+ 1t
s 2t([(a+b+c)(a +b,+c,)](a +b,+c,))
-r2([(2+b)(a,+b,)](a,+b,))

17,75 t([ (b +c)(b, +c,)](b, +c, )

-rrr2t([(a+c)(a,+c,)](a,+c,))
+17,7,2t((aa 2)a3)+71;/2732t( (bb,)b,)

(

+17.7,2t((cc,)c, ) - Z o+ B +m)yyn(a +b+c)
(

+Z a +ﬁ Al a,+b) Z(,ﬁ’I +/4)7,-7kn(bi+ci)

(ijk) (ijk)

+Za+ﬂu )r,7n(a +c) Zayyk

(ijk) (ijk)

ZM 70 (0) =Y m7;7.0(

(ijk) (ijk)
elde edilir. Bu son ifadede bazi carpma islemleri

yapilarak gerekli sadelesmeler ve diizenlemeler
yapilirsa
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6N(X,Y,2)
=B, + 1B, +[ap, + | B, + B, + B,
+7,7.7,2t([be, +cb,]a, +[ac, +ca, b +[ab, +ba,]c,)

Z )77 [n(a+b+c)-n(a+b)-n(a+c)+n(a)]

(ijk)

z )77 [n(a+b+c)-n(a+b)-n(b+c)+n(b)]

(ijk)

—; )7, [n(a+b+c)-n(a +c)-n(b+c)+n(c)]
sonucuna ulasilir. Simdi
[n(a +b +c)-n(a +b)-n(a +c)+n(a)]

terimini inceleyelim. Burada a +b =1, ve ¢ =5
denirse

[n(a +b+c)-n(a+b)-

n(a +c)+n(a)]
n(r)-n(a+s)+n(a)]

ve son terime n(s,) ekleyip gikarirsak

[(n(r+s)=n(r)=n(s))+(n(s)-n(a +s)+n(a))]

=[2n(r.s)-2n(a.s)]

elde edilir. N, 2-lineer bir dénlisim oldugundan
[2n(r.s)-2n(a.s)]=2n(r -a,s)

=[n(r+s)-

olur ki burada r=a+b ile s =c oldugu
kullanilirsa

2n(r,—a,s;)=2n(b,c)

sonucuna varilir. Boylece,
[n(a+b+c)-n(a+b)-n(a+c)+n(a)]=2n(b.c)
oldugu gorulir. Benzer bicimde,

[n(a+b +c)-n(a +b)-n(b +c)+n(b)]=2n(a.c)
ve

[n(a+b +c)-n(a+c)-n(b+c)+n(c)]=2n(a.b)

oldugu gorilebilir. Bu durumda,

BN(X,Y,Z)
=[S, + wB o, +ap, + e, | B, + [, + B, |
+;/1y2y32t([bc +ch,a, +[ac, +ca ]b +[a1b +ba,]c,)

—22 a)y,7n(b.c)- Z )77n(

—22 (#)770(ab)

(ijk)

olur. Burada, i=1,2,3icin

a =X tVye,
dikkate alinirsa,

b=z+we Cc=u+veeA oldugu

N(X.Y\Z)=[Bu, + B, ), + [ty + s, | B+, + B,
[(2,+we)(u, +ve)+(u, + Ve ) (2, + Woe ) | (%, + e )+
1 2 L%+ Ve ) (U, + e )+ (U, +vie ) (X, + Y,2) | (2, + wie )+
[(%+Ye) (2, +we )+ (2, + we)
A)

X
(%, +Y,) (1, +v.e)
—ZZ )77 (2 +We,u, +ve) ZZ )72 N(X + Ve +ve)
(iik) (iik)

_ZZ ,ui 717k (Xi +yig’zi+Wig)
(iik)

elde edilir. t icindeki carpma islemleri yapilir ve

a=X+Yye b=z+weseAicgin

n(a,b)= n(x,z)+(n(x,w)+n(y,z))g

kullanilirsa,

oldugu

6N (X.Y,2)
=[ Bt + 1, o, + s, + e, | B, + B, + B, | s
_(z1u2 +(zv, +wu, )¢) ]

(% + Y:)+
_+(u122 +(u,w, +vlzz)g)_
_(Xluz +(X1V2 + yluz)g) |

Z,+W,e)+
_+(u1x2+(u1y2+v1xz)g)_( > W)

+7,7,7,2t

(%2, +(xw, + V.2, )¢)

(22X, +(2y, +wx,)s)

—22 a, ;/yk[ zl,ui)+(n(zi,vi)+n(vvi,ui))g}

(ijk)

—22 (B ;/Jyk[ xl,ui)+(n(xi,vi)+n(yi,ui))g]

(ijk)

_22

(ijk)

3 3

(U, +V,¢)

)77 [n(x.2) +(n(x.w) +n(y,.2))e ]

bulunur. t icindeki toplama islemlerine devam edilir
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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6N (X,Y,Z)
=[B, + 1B, ), +[ s, + e, | B + [ B, + B, |y

(zu, +u.z,)+ ( )
X, +Y,6)+
(v, + Wy, +uw, +v,z,)e | e

_(X1u2 +U1X2)
(z,+we)+
_+(xlv2 + YU, +UY, +VX, e

(2, +2x) ] U, +V,e
Lol

+(x1w2 + ylz2 +2,Y, + WX

17,752t

_22 7/J7k yk[n(zl’vl \Nl’ul :|5
(ijk) Ijk

_ZZ 7J}/k Xl’ui k[n Xl’v yl’ :|
(ijk) uk

_22 1u| yyk XI’Z 22 lu| }/]}/K[n XI’WI j|€
(ijk) (ijk)

elde edilir. t igindeki ¢carpma islemlerine devam
edilir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa

6N(X,Y.Z)=[ B, + B o +[op, + e |, +[af, + P

-( Lu, +Uz, ) Y,
g |+
| +H(zY, WU, +uw, V.2, )X,

-( X1uz + U1X2 )Ws
£+
_+(X1V2 + y1uz + u1y2 +V1X2)Zs
[(xz,+2.%,)v
(X122+21X2)U3+ (Xl C 2) ’ ]g]
+(X1W Y2, 41y, + WX, U,

—ZZ a)y0(z.u) ZZ B)rrn(%u) -2 ()7, 70(x.2)

(iik) (ijk) (ijk)

—ZZ Jryrn(z.v)+n(w,u) e

(ijk)

(8 ) [n(xv)+n(y.u)

(ijk)

—ZZ )77 [ n(6w)+n(y.z ) e

(ijk)

(zu,+uz,)x +

77,7, 2t | (XU, +Ux, )z, +

olur. Bazi diizenlemelerden sonra

6N (X,Y,2)
=[ Bty + B, Jors + o, + e, | B, + [ B, + By |

(Zu, +U,Z, )X, +(XU, +UX, )Z, +(XZ, + X, )u, +
2t (ZU, +U,2,) Y, +(ZV, + WU, +UW, +V,2, )X, +
(XU, +UX, )W, +( XV, + YU, +UY, +V,X, )Z, + [€
(X2, + 2.5 )V, +(XW, + Y,Z, + Z,Y, + WX, )U,
—ZZ al Al Zl,u ZZ yjyk Xl,u

(ijk) (ijk)

_22 771( Xl’z

(ijk)

—ZZ a,)7,7.[n(z.v)+n(w,u,) Je

—ZZ (B)rn[n(x.v)+n(y.u)
i)+n(Yi’Zi):|g

(ijk)
elde edilir. a=x+yeeA icin t(a)=t(x)+t(y)e

=2y (w)rp[n(x,

(ijk)

oldugu dikkate alinirsa

6N(X.Y,Z)
=B, + B, +| e, + e, | B, + [ b, + B, |,
77,72 ((ZU, + U2, )X, + (XU, +UX, )2, + (%2, + 2%, U, )

[ Zv, +Wu ]
2 172 ]Xs

(zu, +ulzz)y3+[ h

+U,W, +V,Z,

v, + Y,
(x1u2+u1x2)w3+[x12 v j23+ €
+U,Y, +V,X,

(xlz +zlx2)v3+[XlWZerlZz Jus

+Z,Y, + W)X,

_22 77k ZI,U 2§(ﬂi)7j7kn(xi’ui)

(ijk)

—22 H 717k (%.2,)

(iik)

%(“.)?’Jk[ (z.%)+n(w,u)

2By [n(x.v) +n(yu) e

(ijk)

=22 (u)r[n(x.w)+n(y.2)Je

(ijk)

+7,7,7, 2t

bulunur ve son bir diizenleme ile
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6N(X.Y,2)

=[ Bty + ), + [ty + ety | B + [ B, + B |,
+;/1;/2y32t((zu +UZ, )X + (XU, +UX, )z, +(XZ, +zlx2)u3)
_ZZ 7}/k ZHU 22 yjyk Xl’u

(ijk) (ijk)

_ZZ ,u. Il Xl'Zi)

Z(O‘i)7]7k[n(zi,vi)+n(wi,ui )]Jr

(i)

Y (B)ry[n(x.v)+n(y,u)]+

(ifk)

P mZk)(ui)m[n(X.,W.

+n(y,2,)] .

(24, +U.Z, )Y, +(ZY, + WU, +UW, +V,Z, )X, +
=1 (6, FUX, )W, +(XV, + YU, +U,Y, +V,X, )Z, +

3 3
(%2, +2,X

2

)
)Y,
)

Vo +(XW, +Y,Z, + Y, + WX, )u,

sonucuna ulagilir. Boylece N(X,Y,Z) nin J

lizerinde 3-lineer bir donisiim oldugunu gorebiliriz.
Ozetle asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.6. N(X,Y,Z) J fzerinde bir kibik

formdur.

N(X,Y,Z) de Z yerine X alinirsa,

BN(X.Y,X)

=[Ba, +ap, o, +[aa, +aa, | B, +[ap,+ Ba, ],
17,77, 2L (2%, + X2, )% +(XX, + XX, )2, + (X2, +2,%,)X,)
—22 )7,7.0(z,%) 22 B)r7n(x, %)

(ijk)

—22 a)y,7n XI,Z

(ijk)

@)y [n(z.y)+n(w.x)]+

(ijk)

Y (B)rm[n0xy)+n(yx) ]+

(i)

) Z(ai)717k[n(xi’wi)+n(yivzi)] &

]

(2%, +XZ,)Y, +(2.Y, + WX, +XW, +Y,Z, )%, +
=7k (0% +00 )W, + (XY, + YK, + XY, + Y%, )2, +
_I_

(Xlzz + lez)ys (X1W2 +Y.Z,+1.Y, +W1X2)X3

olur. Ortak terimler yan yana getirilerek

6N (X.Y,X)=2(Ba, +af,)e, +2(aa,)f,
17,7 8((2X, 4 %2,) X, + (X%, )2 )
—42 a,)y,70(%.2,) 22 B)7,7.0(

Z( )7%[ (Zl,yi)+n(V\li,Xi):| Z(ﬂi)717kn(xi'yi)

(iik) (ijk)

-4 g

(2%, +X2,) Y, +(ZY, + WX, + XW, +Y,7, )X,
XXM, + (XY, + Y%, )Z,

olarak bulunur.

_717273t

Tanim 4.7. X ->T(X)=izX lineer fonksiyonu
yardimiyla (X,Y) >T(X,Y):=T(Xd) biciminde

tanimlanan dénistime jenerik iz (2-lineer) form adi
verilir.

Teorem 4.8. T( X, Y jenerik iz formu asagidaki

ozelliklere sahiptir.

i) T simetriktir yani T(X,Y)=T(Y, X) dir.

i) T(XxY,2=T(X,YxZ) dir wyani T

birlesmelidir.

iii) T(X,Y) =af +a,p, +a,p, +2}/2)/3n(a1,b1)
+27/3;/1n(a2,b2)+271;/2n(a3,b3) dir.

ispat: i) T(X,Y) :T(Xg() = iz(Xg(): iz(YgX)

:T(YgX):T(Y,X)
olup T simetriktir.
ii) Teorem 3.2 nin i) si

N(X,Y,Z):%T(XXZ,Y) ve i) si

geregi
geregi
N(X,Y,Z) simetrik oldugundan bu sonug agiktir.
i) T(X,Y)=T (X )=iz(X¥) olup X
matrisinin izi (9) yardimiyla d,, +d,, +d,, toplamina
esittir. Boylece,
T(X,Y)zalﬁl+yl(yzn(ag,b3)+}/3n(a2,bz))
+a,p, +}/2(}/3n(al b )+]/1n(33 b ))
ta 4y (rn(2b,)+7.0(a,b))
ve
T (X ,Y) =af +a,pB,+a,p+ Zylyzn(ag,bs)
+2}/2;/3n(a1,b1)+Zysyln(az,bz)
elde edilir. Burada

n(a.b)=n(x,z)+(n(x,w)+n(y,z))e oldugu

kullanilirsa,
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T(X.Y)=af +a,p, +a.p,
+271;/2[n(x3,23)+(n(x3,w3)+n(y3,23))g]
+2y2;/3|:n(x1,zl)+(n(x1,wl)+n(yl,zl))g]
+27371[n(x2,zz)+(n(x2,wz)+n(yz,zz))g}

T(X.Y)=a,B +a,pB, + B, +2r7,n(X%,1,)
+27,7.0(%.2,) + 27,7.n(%,,2,)

77, (n(%w,)+n(y,.2,))
+2| 47,7, (n(x,w,)+n(y,.2,)) |e
+y3;/1(n(x2,w2)+n(y2,zz))

olarak elde edilir.

i) deki

sonug dairesel

(i, j.k)=(12.3)
permitasyonu yardimiyla kisaca

ap -I—Z}/i;/jn(xk,zk)
T(X.Y)= (13)
(iik) +2}/i?/j(n(xk'Wk)+n(yk’Zk))g

biciminde de yazilabilir. (5) den

T(X,Y)=T(X)T(Y)=2T (X xY) esitliginden

T(X.Y)=(a,+a, +a,)(B+B,+5)

n(x.w) |
a2ﬁ3+,Bza3—2yzy3n(xl,zl)—2yzy3 &+
+n(Y,2,))|
| n(x,,w,) |
- a3ﬂ1+ﬂ3a1_27371n(xz’22)_27371 &+
n(y,.2,))
i n(x,,w 1
alﬂz+/31a2—27172n(x3,z3)—271;/2 (3 3) 3
L n(Ysz))]

yazabiliriz ve burada gerekli islemler yapilirsa

T(XY)=a, (B +B,+B)+a(L+5,+ 1)
+053(,6’1 + 5, +ﬂ3)—a2ﬂ3 - B, +2y2y3n(x1,zl)
—a,f, - B, +2y,y.n(%,,2,)-a.p, - fa,
+27,7,0(%,2,) + 27,7, [(n(xl,wl)+ n(yl,zl))]g
+273y1[(n(x2,wz)+ n(yz,zz))}g

+27.7, [(n(x3,w3)+ n(y3,z3))]g

elde edilir. Bu son ifadede gerekli sadelesmeler
yapilirsa

T(X,Y)zoalﬂ1 +o,pB,+ o b, + 2;/2;/3n(x1,zl)
+27,7:0(%,, 2, ) + 27,7,0(X,, Z,)
v (n(%.w)+n(y,.2,))
+2| +7.7,(n(%,,w,) +n(y,.2,)) &
+7,7,(n(%.w,)+n(y,.2,))

elde ederiz ki bu sonug (13) deki sonugla aynidir.

Boylece, (6) da Freudenthal carpim olarak ifade
ettigimiz carpim, jenerik iz form yardimiyla
X Y :Xg(—%XT(Y)—%YT(X)

+%(T(X)T(Y)—T(Xg())l

olarak yazilir. Burada Y = X secilirse,

(14)

X x X = X g —%T(X)X —%T(X)X
1
+§[T(X)T(X)—T(ng)]l
= X7 -T(X)X +%[(T(X))2—T(XZ)}I
olup * déniisimiiniin bir kuadratik déniisiim oldugu
gorilmektedir.

X*=X2 =T (X)X +T(X*)I, esitligi yukandaki
sonugla birlikte

%[(T(x))Z_T(XZ)J:T(x#) olmalidir.  Simdi

disundlirse

bunu gorelim:

(T(X))2 =(a, +a, +0(3)2 =a’+a, +a +200,+200,+ 20,0,
ve
T(X?)=T(XgX)=T(X.,X)

:(Zk‘;(aiai +27,7,0(%. %)+ 20,7, (%, Y )+ (Ve X, ))5)
ij

:(%(aiz + 2)/i;/jn(xk)+4;/i;/jn(xkl Y, )g)

esitlikleri taraf tarafa cikarilirsa
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(T(X))Z—T(Xz)=2aa +2a,a, + 20,0,
= (2n7n(%) +477,0(%. ¥, )¢)

(ijk)
= Zalaz + 2(116(3 + 2(126{3 _27273 (xl)—27/3;/1n(x2)
1,7 Y.) + 7570 (%0 Y, ) .

_27172n X -4
( ) +?/17/zn(xsly3)

elde edilir.

T(X*)= a0, - 7,70 (%)= 27,750 (%, Y,) &
+ a0, —]/sj/ln(Xz)— 2;/3;/1n(x2, yz)g
, = 1.7.0(%) = 27.7,n(%. Ys ) &
. = 7.75(%)
= 7.72N(%, )= 7.7.0(% ) = 27,750 (X, ¥, ) &

_27371n(X2’ y2)5—27/172n(x3,y3)5
oldugundan

+aa

=a,o, + oo, +o,a

1

STy -T(x)]=T(x7) s

elde edilir.

T(X.Y)=aB+a,B,+ap,+2> yrn(a.b)

(ijk)

esitliginde X yerine X" alinirsa

T(X#'Y) =|:0!2(Z3 _7273n(a1):|ﬂ1 +[0!30{1 _737/1n(a2)]ﬂ2
e, ~r7n(a,)] 4.+ 2%7%“(% (aj_ak)—aiawbi)

olur. Bu son ifadedeki toplam acilirsa

T(X#’Y>:|:a2a3 _7/273n(a1)]ﬂ1 +[a3a1 _7371n(a2)j|162
+|i051052 _7172n(a3):|ﬂ3 +2727/3n(71(@)_a1a17b1)
+27371”(72(@)‘0‘zaz,bz)+27172”(73(a)‘0‘3a31b3)

elde edilir ve N nin 2-lineerligi kullanilirsa

T (X#'Y) = [0620!3 _7273n(a1):|ﬂ1 +[0!3061 _7371n(az ):|:BZ
e, ~r7.0(2)]8 +2nr.7n((2a,) )
—20,7,7,n(a,,b) +27,7,7n ((aa_al),b2 -2a,y,7.n(a,,b,)

)
+2)/371;/2n((ﬁ) : b3) —2a7,7,n(a,,b,)

olarak yazabiliriz. Bu son ifadede n(a,b):t(a,E)
oldugu kullanilarak
T(X"Y)=[aa,-r.rn(a)] B8+ aa -r.7n(a,)]A
+ o, -7r.n(a)] B+ 2%%%((@),51)
—2a1y2;/3n(a1,b1)+2;/2;/3;/;((@),52)—Zazysyln(az,bz)

+27.77:8( (88, ).b.) - 2er7n (b,

olur ve t(a,b) =t(5,5) oldugu da kullanilirsa

T (X #,Y) = [a2a3 —7,7.n (q)]ﬂl + [0‘30‘1 -7 (g, )]/5’2
tlaa, —rrn(a) |4 +2ryart(aa.h)
~20,7,7,0(a,b,)+ 27,77t (a,a,b,) - 2a,7,7.n(a,.b,)
+27,7.7.t(aa,.b,) - 2a,7,7,n(a,.b,)

elde edilir. t nin simetrik ve birlesme 6zelliginden

T (X nY )z [0:20:3 - yzySn(al)]ﬂl 4—[013011 —;/3;/ln(a2)Jﬂ2
+[c¢loz2 - }/lj/zn(a3>:|ﬂ3 +2r7,7t(ha,.a,)
—2a7,7,n(a,b)+2y,7.r.t(ab,,a,) - 2a,7,7,n(a,.b,)
+2;/3;/1}/2t(a1a2,b3)—Zasm/zn(az,bs)

sonucuna variriz ve bu sonucu (i, j,k)=(1,2,3)

dairesel permitasyonu gostermek sartiyla

T(X".Y)= (ﬁi)[aj(lk_%?/kn(ai):l

(iik)

_22

(ijk)

) 7,70 (a.0)]+27.7,7.t(ba,.a,)

+27, 7.5t (ab,,8,) + 27,7t (aa,,b,)
biciminde ifade edebiliriz.

N(X,Y,Z) de Z yerine X alinirsa,

BN (X.Y,X)

=[Ba, +a.B,|a, +[aa, + o, | B, +[a.f, + B, |,
+7172y32t([ba +ab,]a, +[aa, +aa,]b, +[ab,+ba,]a,)
—ZZ ;/)/k b,,a Z 77/k a,,a

_22 }/}/k al’b

(ijk)
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olur. n(a,a)=n(a) oldugundan ve baz ortak

terimler bir araya getirilerek

BN(X.Y, x)
_22 )a,q, +7/1y2y34t((ba)a3+(a1b )a, +(aa,)b,)

(ijk)

-4> (a,)7,7,n(a.b)- Z B)rrn(

(ijk) (ijk)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

6N (X,Y,X) zz

(ijk)

_42( i)7j7/k (a'i’bi)

(ijk)
+7,7,7,%t((ba,)a, +(ab,)a, +(aa,)b,)

[aa —7vn ( )]

olur ve t nin lineerliginden

BN (X,Y,X) 2§ e, -77n(a)]

<3 (@) (ai,bi)+mz7s4t(( 2,)3,)

+7,7,7:%4t((ab,)a,) +77.7.4t((aa,)b,)

elde edilir. Son olarak t(ab)=t(a,b) oldugu

kullanilirsa

6N (X,Y,X =22

> (8o ~rn(a)]

_4;( @)y,yn (ai,bi)+717/2;/34t(b1a2,a3)

+7.7.7.4t(ab,,a,)+ 77,74t (aa,,h,)

sonucuna ulasilir. Boylece

6N(X,Y,X)=2T(X"Y) oldugu, yani
T(X%Y)=3N(X,Y,X)=N(X,Y) esitligi elde
edilmis olur. Bu sonug ile kibik cebir taniminin (yani

Tanim 3.4 (n) 3. sartinin saglandigini gérmus oluruz.
Ustelik,

T(X#,Y)z(;(ﬂi)[a]ak _7j7kn(ai):|
_22

> ) 770(a.b) ]+ 257.7:t(ba, a,)
|l

+27,7,7:t(ab,.a,)+2y,7.7,t(aa,.h,)

esitliginde Y yerine X alinmig olsaydi,

T(X#,X)z(%(ai)[ajak—7/].7kn(ai)J
—2%: ) 77n(a.a) |+ 2nr.rt(aa,.a,)
+2m371 (aa )+2737172 (aa,,a,)

.k [ aa, -y yn(a)]- 2% )[770(a)]
+67,7,7:t(a,a,,a,)
—Za Z )[7,70(a)]+6r7.r.t(aa, a,)

(%(Qi))/ﬂ/kn(ai)J
=3det X =3N(X)=3N(X,X,X)

= 3[0:10:20:3 +2r7.7t((ag,)a) -

bulunurdu. Dolayisiyla,

1

N(x,x,x)zN(x)=§T(x#,x)

:%T(XXX,X)

olurdu. Bu sonug Teorem 3.2 (i) deki genel sonugla
uyumludur.

T(x"Y)=2(A) e ~7nn(a)]
_22

) 7,70 (a0) |+ 2777t (ba,.a,)
(ijk)

+2y,7,7t(ab,,a,)+2y7.7,t(aa,,b,)

esitliginde Y yerine 1=1, alinmis olsaydi,

T(X 1 Z[aa —7,7n(a )]

(ijk)

= [a2a3 AL ] [0!3051 —7rn(a, )]
+[aa, —mzn(as)]

=T (x)

=3N(X,1,X)

olurdu. Burada i1=123ig¢in a =X +Yy,&eAigin

n(a)=n(x)+2n(x,y;)¢ olduguna dikkat ediniz.

N(X,Y,Z) de Z yerine 1=1, alinirsa,
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6N(X,Y,1)=[ﬂ1+ﬁ2]a3 +[0(1+0{2]ﬂ3
+[a1’82 +’81a2]_22717/kn(ai’bi)

(ijk)
= [31063 + ﬁzaa + a1183 + azﬁa + a1ﬂ2
+pa,-2) yrnh(a.b)
(iik)
olup bu sonug X xY matrisinin (i,i) bilesenlerinin
toplaminin iki katina yani 2T(X xY) ye esittir. O

halde N(X,Y,1)= N(X,l,Y):%T(X xY 1) dir.

Bu sonug Teorem 3.2 (i) deki genel sonugla tutarhdir.

Simdi, XgX"* carpimini hesaplanirsa,

det(X) 0 0
XgX*= 0  det(X) 0
0 0  det(X)
100
=det(X)[0 1 0|=det(X)l,=N(X)I,
001

oldugundan

XgX* = X"gX =det(X)=N(X)

yazabiliriz.

X* matrisinin tekrar eki alinirsa bu durumda (X#)#
matrisinin (i, j). bilesenleriile N(X)X matrisinin
(i)

(X“)ﬂi =N (X)X oldugu gérilir. Bu ise kiibik cebir

bilesenlerinin ayni oldugu yani

tanimin (yani Tanim 3.4 {n) 1. sartinin gegerli
N(1)=1 ve 1"=1 oldugunu

gormek cok kolaydir ki bunlar, sirasiyla, kibik cebir

oldugunu gosterir.
taniminin 2 ve 4. sartlaridir.

Boylece J:(H(A3,Jy),+,g) nin bir kibik cebir

oldugunu gostermis olduk.

Bir kiibik cebirin U, Y =T(X,Y)X —2(X*xY)
esitligi altinda bir 6zdeslikli kuadratik Jordan cebiri
oldugu 3. bolimde ifade edilmistir. Bu cebirin
ise 2+2+2+(8+8)+(8+8)+(8+8) = 54
oldugu aciktir.

boyutunun
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