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Bu calismada kiime dizileri igin kuvvetli asimptotik J-invaryant denklik,

f-asimptotik J-invaryant

denklik, kuvvetli f-asimptotik J-invaryant denklik ve asimptotik J-invaryant istatistiksel denklik
tanimlari verildi. Daha sonra, verilen bu yeni kavramlar arasindaki iligkiler incelendi.

Asymptotically 7-Invariant Statistical Equivalence of Sequences of Set

Defined By A Modulus Function
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equivalence; J-invariant equivalence, strongly f-asymptotically J-invariant equivalence and asymptotically J-

Modulus function;
J-convergence;
J-Invariant equivalence

new concepts were examined .

invariant statistical equivalence for sequences of sets were given. Then after, relationships among this

1. Giris

Bu calismada N dogal sayilar kiimesini R de reel
sayllar kiimesini gosterir. Reel sayilarda yakinsaklk
kavrami Fast (1951), Schoenberg (1959) ve birgok
yazar tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavramina
genisletilip incelenmistir. J-yakinsakhk kavrami ilk
defa Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanimlanmistir.
Nuray ve Rhoades (2012) kime dizileri igin
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamis ve
aralarindaki iliskileri incelemislerdir. Kisi ve Nuray

(2013) kiume dizileri igin Wijsman J-yakinsaklik

kavramini tanimlamistir.
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invaryant yakinsaklk ile ilgili tanim, teorem ve
ozellikler Raimi (1963), Mursaleen (1979, 1983),
Mursaleen ve Edely (2009), Nuray ve Savas (1994),
Nuray vd. (2011), Pancaroglu ve Nuray (2013a),
Savas (1989a, 1989b), Savas ve Nuray (1993) ve
Schaefer (1972) gibi bircok arastirmaci tarafindan
cahsilmistir.  Kuvvetli  o-yakinsaklik  kavrami
Mursaleen (1983) tarafindan tanimlanmistir. Savas
(1989) tarafindan kuvvetli o-yakinsaklik kavrami
genellestirilmistir.  Savas ve Nuray (1993),
o-istatistiksel yakinsaklk ve lacunary o-istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini tanimlamis ve aralarindaki

iliskiler incelenmistir. Nuray vd. (2011) o-dizgin
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yogunluk ve J,-yakinsakhk kavramlarini
tanimlamistir ve ayrica J,-yakinsaklik ile invaryant
yakinsaklik ve [V;],-yakinsaklik arasindaki iliskileri

incelemistir.

Reel sayi dizileri igin asimptotik denklik kavrami
tanimlari ve asimptotik regller matrisler igin baz

temel tanimlar ve Ozellikler Marouf (1993)

tarafindan vermistir. Son zamanlarda Patterson
(2003), Savas (2013), Ulusu ve Nuray (2013), Ulusu
ve Gille (yayin asamasinda) gibi bircok arastirmaci
asimptotik denklik kavrami ve ilgili kavramlari bazi
ozellikleriyle birlikte calismislardir.

Modiltis foksiyonu Nakano (1953) tarafindan
tanimlanmistir. Maddox (1986), Pehlivan ve Fisher
(1995), Pancaroglu ve Nuray (2014), Kumar ve
Sharma (2012), Kisi vd. (2015) ve bircok yazar

tarafindan modiilis fonksiyonu galisiimistir.

2. Temel Kavramlar

Simdi bazi temel tanim ve kavramlar verecegiz
(Bakiniz [Baronti ve Papini (1986), Beer (1985,
1994), Kara vd. (2016, 2017), Kisi vd. (2015),
Kostyrko vd. (2000), Lorentz (1948), Maddox
(1986), (1993), Nuray vd. (2011),
Pancaroglu ve Nuray (2013b), Pancaroglu vd.
(2013), Patterson (2003), Pehlivan ve Fisher (1995),
Ulusu ve Diindar (2018), Wijsman (1964, 1966)]).

Marouf

Negatif olmayan iki x = (x,,) ve y = (y,,) dizisi igin
eger
X
lim— =1
n Yn
limiti saglaniyorsa, x ve y dizilerine asimptotik denk
diziler denir. Bu denklik x~y seklinde sembolize

edilir.

Negatif olmayan iki x = (x,,) ve y = (y,) dizisini

alalim. Eger her € > 0 igin,

1
lim— {n <m:

xn
B y)s el <o
m m Yn

limiti saglaniyorsa, x ve y dizilerine L kath

asimptotik istatistiksel denk diziler denir. Bu

S
denklik x~Ly seklinde sembolize edilir. Eger L =1
olarak alinirsa, x = (x,) ve y = (y,) dizilerine

asimptotik istatistiksel denk diziler denir.

(X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X
noktasl ve bos kiimeden farkli herhangi bir A c X
kiimesi icin, x noktasi ile A kiimesi arasindaki
uzaklik

d(x,A) = infaesp(x, a)

ile tanimlanir.

Bu ¢alisma boyunca (X, p) bir metrik uzay ve A4, B,
A ve B, (k=1,2,...), X in bos olmayan kapali alt

kimeleri olarak alinacaktir.

Her x € X igin I}imd(x,Ak) =d(x,A) ise, {Ax}

dizisine Wijsman anlaminda yakinsaktir denir ve

W —limA;, = A ile gosterilir.

Her x € X igin sup,d(x,A;) < o ise, {4} dizisine

sinirhdir denir ve {4} € L, ile gosterilir.

d(x,A;) > 0ved(x,By) > 0 olmak lzere, her x €
X icin

1md(x,Ak) B

k d(x,By)
ise, {Ay} ve {By} dizilerine asimptotik denktir denir

ve A, ~By ile gosterlir.
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d(x,Ax) >0 ve d(x,Br) >0 olmak Uzere, her
x € X veg > 0igin
1 d(x, A
‘{k |4(x, Ag)

lim—|{k <n: |52 _pls el =0
E R IO |—g}|

n n
ise, {Ar} ve {By} dizilerine L katli asimptotik

ws
istatistiksel denktir denir ve A ~LBk seklinde
sembolize edilir. Eger L =1 olarak alinirsa,
{A} ve {By} dizilerine asimptotik istatistiksel denk

diziler denir.

o donlisiimind, pozitif tamsayilar kiimesi tzerinde
bir donlisim olarak alahm. #., Uzerinde tanimh
surekli bir lineer ¢ fonksiyoneli eger asagidaki
sartlari  saglarsa, invaryant ortalama veya
o-ortalama olarak adlandirilir;

1) Her n i¢in x, = 0 sartini saglayan x = (x,,)

dizisi i¢in ¢p(x) = 0,
2) e=(1,1,1,..)icin¢p(e) = 1ve

3) Herx € 4 icin ¢(x5m)) = P (xn).

o donusiminin n deki m. oOtelemesi ¢™(n)
seklinde sembolize edilmek (izere, her n > 0 ve
m > 0 sartini saglayan tamsayilar igin ¢™(n) # n
sartini gercekleyen birebir dontsim olarak kabul
edilir. Bu durumda, ¢ yakinsak olan dizilerin uzayi ¢
Gzerindeki limit fonksiyonelinin bir genislemesidir.
Bu durum ise, x € c igin ¢(x) =limx seklinde

ifade edilir.

Ozel olarak o dénisiimi, a(n) =n + 1 seklinde
alinirsa, invaryant ortalamaya genel olarak Banach

limiti denir.

X in bostan farkli kapah alt kiimeleri A;, By igin

d(x; Ay, By) ifadesi asagidaki sekilde

tanimlanmustir;

d(x, Ay) ¢ AU B
d(x; Ax, By) ={d(x, By)’ k ke
L, X € AkU Bk'

Her x € X icin, m ye gore diizglin olarak

NEAN
lim " [d(; 4,y Byt my) — L] = 0
k=1

ise, {Ar} ve {By} dizilerine L kath kuvvetli

. 0 . . wvis
asimptotik invaryant denktir denir ve 4, ~ By

seklinde sembolize edilir. Eger L =1 olarak
alinirsa, {A} ve {By} dizilerine kuvvetli asimptotik
invaryant denk diziler denir.

Her x € X, her e > 0 icin ve m ye gobre dizgiin

olarak

o1

lim ~|{k < 1: [0 Aok gy Bokmy) = LI 2 €} = 0
ise, {Ax} ve {By} dizilerine L kath kuvvetli

asimptotik invaryant istatistiksel denktir denir ve

wsk .
A ~ By seklinde sembolize edilir. Eger L =1

olarak alinirsa, {Ay} ve {By} dizilerine kuvvetli

asimptotik invaryant istatistiksel denk diziler denir.

Asagidaki sartlari saglayan 7 € 2N sinifina bir
“ideal” denir;

1) 0€7,

2) HerU,VeTJicinUUV €],

3) HerU € JveherV <€ UkapsamastiginlVV € 7.

Eger J ideali icin N € J oluyorsa, J idealine
non-trivial (gercek) ideal ve non-trivial bir J ideali
her n € N igin {n} € J sartini sagliyorsa, J idealine
admissible (uygun) ideal denir.

idealler admissible

Bu calisma boyunca tim

(uygun) ideal olarak alinacaktir.
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Herx € X ve here > 0 igin

n
1
{n € N:;Z d(x; Ay, B —L| = €\ €7
k=1

ise, {Ax} ve {B,} dizilerine L kath kuvvetli

I (w)
ve {Ax} ~ {By}

Eger L =1 olarak

asimptotik J-denktir denir
seklinde sembolize edilir.
alinirsa, {4y} ve {By} dizilerine kuvvetli asimptotik

J-denk diziler denir.

U S Nigin

Spm = mninlU Nn{oc(n),c?(),..,c™n)}| ve
S = mTzlixlU Nn{o(n),d?(n),...,a™n)}|

olsun. Eger

_ S
V(U) = lim =,

V) = 71111m oot Aim_ —

limitleri  saglaniyorsa, bu limitlere sirasiyla

U kiimesinin diizglin alt o-yogunlugu ve diizgiin Ust

o-yogunlugu adi verilir. Eger V(U) = V(U) ise,
V) =V =V)

ifadesine U kiimesinin dlzgln g-yogunlugu denir.

V(U) = 0 esitligini gercekleyen U € N kiimelerinin

sinifi 3, ile sembolize edilir.

Simdi diizglin o-yogunluk kavramini kullanarak reel
sayilarin keyfi bir x = (x3) dizisinin J;-yakinsaklik
tanimini ifade edelim;

A ={k:|x, — L| = €}
kiimesi I, ya ait, yani V(A4,) = 0 esitligi saglaniyor
ise, x = (x;) dizisi L sayisina J -yakinsaktir denir

ve J; — limx;, = L seklinde sembolize edilir.

Her x € X ve her & > 0igin
Az y = {k:|d(x; Ax,By) — L| = €}
kiimesi 7, vya ait, yani V(A;x) =0 esitligi

saglaniyor ise, bu durumda {4} ve {B} dizilerine

L kath asimptotik J-invaryant denk diziler denir ve

WL
Ay ~ggBk seklinde sembolize edilir.

f:[0,00) = [0, o) fonksiyonu

i. f(u) =0ancakveancak u =0,

i. flutv)<f@+f),

iii. f artan,

iv. f fonksiyonu 0% noktasinda siirekli
sartlarini  saghyorsa f fonksiyonuna modilis
fonksiyonu denir.

f modiilis fonksiyonu sinirli ya da sinirsiz olabilir.

f modilus fonksiyonu olmak tizere, her x € X ve
her e > 0 icin

{keN:f(|d(x; A, B — L)) =€} €7
ise, {Ar} ve {By} dizilerine L katli f-asimptotik

Iw ()
J-denktir denir ve Ay A By, seklinde sembolize

edilir. Eger L =1 olarak alinirsa, {A;} ve {By}

dizilerine f-asimptotik 7-denk diziler denir.

f modilus fonksiyonu olmak (zere, her x € X ve

her ¢ > 0O igin

n
1
{n € N: ;Z F(ld(; A, B) — L) = b e
k=1

ise, {Ayx} ve {By} dizilerine L kath kuvvetli

f-asimptotik J-denktir denir ve

Iw ()
Ay e By, seklinde sembolize edilir. Eger L =1

olarak alinirsa, {A;} ve {By} dizilerine kuvvetli

f-asimptotik J-denk diziler denir.

Lemma 2.1 f modiilis fonksiyonu ve 0 < § <1
olmak Uzere, her x = § igin

f(x) < 2f(1)6 x

esitsizligi saglanir.
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3. Kiime Dizilerinin Modiiliis Fonksiyonu
Yardimiyla Tanimlanan Asimptotik J-invaryant

istatistiksel Denkligi

Tanim 3.1 Her x € X ve her € > 0 igin

n
1
{n € N: ;Z |d(x; A, B) — L| = e} €9,
k=1

ise, {A;} ve {By} dizilerine L kath kuvvetli

A
asimptotik J-invaryant denktir denir ve A4 Z By
seklinde sembolize edilir. Eger L =1 olarak
alinirsa, {4y} ve {B;} dizilerine kuvvetli asimptotik

J-invaryant denk diziler denir.

Tanim 3.2 f modilis fonksiyonu olmak lzere, her
x € X vehere > 0igin

{k € N: f(|d(x; Ay, By) — L) 2 e} €7,
ise, {Ax} ve {By} dizilerine L kath f-asimptotik

A0
J-invaryant denktir denir ve A, ~ By seklinde
sembolize edilir. Eger L =1 olarak alinirsa,
{Ar} ve {By} dizilerine f-asimptotik J-invaryant

denk diziler denir.

Tanim 3.3 f modiilis fonksiyonu olmak tzere, her

x € X ve her e > 0igin

1 n
{n € N: E; FUAQ A, B — L) = s} €7,

ise, {A;} ve {B,} dizilerine L kath kuvvetli

f-asimptotik ~ J-invaryant denktir denir ve

Wi (f)
A, ~ By seklinde sembolize edilir. Eger L =1
olarak alinirsa, {A;} ve {By} dizilerine kuvvetli

f-asimptotik J-invaryant denk diziler denir.

Teorem 3.1 f modiiliis fonksiyonu olmak Uzere,
her x € X igin

[wis ] AR
Ay ~ By=>4, ~ k

dir.

: Wy, ]
Ispat: A, < By, olsun ve € > 0 verilsin. 0 < § < 1

ve 0 <t <4 igin f(t) < e segelim. Her x € X ve

keyfi m € N icin

n

1

= £l Ay Bomy) — L) =
k=1

1 n
DY
k=1
|d(x;Azrk(m)’Bak(m))_L|S(S

f(|d(x' Aak(m)'BUk(m)) - Ll)

n

1
+3
n
k=1
|d(x;Aak(m),Bak(m))—L|>6

FUACE Ak, Bokmy) — LD

ve Lemma 2.1den, m = 1,2, ...icin

n

%Z f (ld(x;Aak(m)'Ba"(m)) B LD

k=1
2f(1\1 c —
<T>h: : |d(x;Aok(m)’BGk(m)) Ll

k=1

elde edilir. Bu durumda, her y > 0 ve her x € X

icin m ye gore diizglin olarak

n
1
{n = N:EZ FUAE Ay Botmy) — L) = y]
k=1

- 1Y _ (- )8

clne N.;Z 1405 Ay Bomy) — 1 2 5705
k=1

L

(Wil
kapsamasi gegerlidir. A, < B), oldugu igin
yukaridaki kapsayan kiime J, ya ait oldugundan
kapsanan kiime de J; ya aittir. Boylece,

Wi ()]
k ~ Bk

elde edilir.
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r@®

Teorem 3.2 Eger tlim - =« > 0 ise, bu durumda
A Wi, ()]

Ak ~ Bk <:Ak ~ Bk
dir.

@

ispat: Eger gimT =a>0 ise, her t >0 icin
—00

(Wi, (F)]
f () = at elde edilir. Kabul edelim ki 4, ~ By

olsun. Herx e Xvem = 1,2, ... igin

n
1
Ez £ (A Agk iy Bokimy) = L|)
k=1
1 n
> ;kz (| A gk oy B ) — L|)
=1

n
1
= a(;lz |d(x;Ao.k(m),Bo.k(m)) - L|)
k=1

dir ve buradan, here > 0 ve m = 1,2, ...icin
1 n
{n € Nzakz 14X A gy Boemy) — L1 = 5]
=1

n
1
c {n EN:= " FACE A gy Biny) = LD = ae}
k=1

o ZA) L
kapsamasi gegerlidir. A ~ Bjoldugu igin
yukaridaki kapsayan kiime J, ya ait oldugundan
kapsanan kiimede J,; ya aittir. Boylece,

[Wyl(}]
k ~ Bg

elde edilir.

A Wi (]

Diger taraftan, A z By = A, ~ By gercegi

Teorem 3.1 de ispatlanmistir.

Tanim 3.4 Herx € X ,here > 0 ve hery > 0igin
1
{n € Ni —I{k < ns]d(x; Ay B) — L] = ¢} > y}

kiimesi J; ya ait ise, {Ay} ve {By} dizilerine L kath
asimptotik J-invaryant istatistiksel denktir denir ve

Wi (f)
x ~ By ile gosterilir. L = 1 olmasi durumunda
asimptotik J-invaryant istatistiksel denklik elde

edilir.

Teorem 3.3 f modiilis fonksiyonu olmak Uzere,
her x € X igin

A W (S)
k ~ Bx=>A4, ~ By

dir.

ZAD)

ispat: Kabul edelimki A, '~ By olsunvee >0

verilsin. Herx € Xvem = 1,2, ... icin

n

1
= £ (4G Ay Bty ~ L

k=1

> [ f(|d(xiAak(m)'Bak(m)) - L|)

1
n
)—L|2£

|d(x;A0'k (m)’Bak(m)

> f(s).% [{k < n:|d(%; A kmy Bgimy) — L] = €}]
elde edilir. Her x € X ve ve her y > 0igin, m ye

gore diizglin olarak

1 ¥
{r & e ke = s Ay Boreny) = £ 2 )] 2 775

1
c {n e N:2SI, (A Agkgmy Bogmy) — LD 2 7}
kapsamasi gegerlidir. Bu durumda,

ZAG))
k ~ B

oldugu igin yukaridaki kapsayan kime J, ya ait
oldugundan kapsanan kiimede J,; ya aittir. Boylece,

Wi (S)
k ~ Bk

elde edilir.

Teorem 3.4 f modiilis fonksiyonu olsun. Her x € X
icin f sinirh ise,

AG) Wi (S)
k ~ Bye Ay ~ By

dir.

: Wi (S)
Ispat: Kabul edelim ki f sinirli ve 4;, ~ By, olsun.

f sinirli oldugundan, her x € X igin
supf(t) <M
olacak sekilde bir M pozitif reel sayisi vardir. m =

1,2, ... icin
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n
1
;Z £ Ay B y) = L)
k=1
1
== Z F(|d @ Agkimy Bokmy) — L]
|d(x;AUk_(m),Bak(m))—L|ze

n

1
= > FUA % Ayt iy Bokomy) — LD

k=1
|54 ey B ey )~ <
M
< [{k < n:d(%; Ak my Bk my) — L = €}] + (&)

Wi, (S)
kapsamasi gecerlidir. Bu durumda, A, ~ Bj

oldugu icin yukaridaki kapsayan kime J,; ya ait
oldugundan kapsanan kiimede J,; ya aittir. Boylece,

Wi ()]
k ~ B

elde edilir.
(Wi, ()] Wi (S)
Diger taraftan, A, ~ By = A, ~ By gercegi

Teorem 3.3 de ispatlanmistir.
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