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Oz

Bu ¢alismada, kismi tiirevli denklemler sinifina ait Fokker-Planck denkleminin etkili bir niimerik yontem olan
indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu ile yaklasik analitik ¢6ziimii incelenir. Bu ¢dziim seri formda olusur.
Tam ve yaklasik ¢oziimde x ve t’ye farkli degerler verilerek grafikler ¢izilir, elde edilen sayisal sonuglar
tablolar tizerinde gosterilir. Tiim bu veriler, indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun, sayisal terimleri hizlt
ve kolay bir sekilde hesapladiginy, tistelik yakinsak analitik bir yaklagim sagladigini gosterir.

Anahtar Kelimeler: indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, Fokker-Planck denklemi, Seri ¢dziim,
Yaklagik ¢6ziim.

The Approximate Solution of Fokker-Planck Equation with Reduced Differential Transform
Method

Abctract

In this study, the approximate analytical solution of the Fokker-Planck equation for the class of partially
differential equations is examined by using reduced differential transformation method which is an effective
numerical method. This solution occurs in the form of a series. The figures are drawn for different values of x
and t in the exact and approximate solution, the numerical results are shown on the tables. All these data show
that the reduced differential transform method computes quickly and easily numerical terms, and also provides
a convergent analytical approach.

Keywords: Reduced differential transform method, Fokker-Planck equation, series solution, approximate

solution.

1. Giris

Son yillarda matematiksel fizikteki Onemi
nedeniyle Fokker-Planck denklemine birgok
fizik¢i ve matematik¢i bilim insan1 dikkat
cekmistir (Bhrawy vd., 2014; Dreger vd.,
2005; Hesam vd., 2012; Narayanan ve
Kumar, 2006; Kazem vd., 2012; Kim ve
Tranquilli, 2008; Koide, 2017; Lakestan1 ve
Dehghan, 2009; Sadighi vd., 2007; Tatari
vd., 2007). Fokker-Planck denklemi lojistik
niifus artig1, alev yayillimi, ndrofizyoloji,
otokatalitik kimyasal reaksiyon, niikleer
reaktor teori, kati hal fizigi, kuantum optigi,
kimyasal fizik, teorik biyoloji ve devre teorisi
alanlarini igeren dogal bilim uygulamalaria
sahiptir. Fokker-Planck denklemini ¢6zmek
igin analitik ve nilimerik olarak bir¢ok
yontem kullanilmistir. Bunlardan bazilar::

*Sorumlu Yazar: ayredlanu@gmail.com

Tatari vd. (2007) Adomian ayristirma
metodu, Hesam vd. (2012) iki boyutlu
diferansiyel doniisiim metodu, Bhrawy vd.
(2014) kollokasyon metodu, Sadighi vd.
(2007) homotopi pertiirbasyon metodu,
Biazar vd. (2010) varyasyonel iterasyon
metodu, Dreger vd. (2005) varyasyonel
pertiitbasyon metodu ile Narayanan ve
Kumar (2006) sonlu elemanlar ve sonlu fark
metodu ¢alismalaridir. Calismanin amacinda,
bu literatlir  bilgileri g6z  Oniinde
bulundurularak Fokker-Planck denklemi igin
kullanilmis bu yontemler disinda farkli bir
metot olarak  indirgenmis  diferansiyel
doniisim  metodu  tercih edilmistir.
Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu da
birgok lineer ve lineer olmayan problemlerin
¢oziimiinde kullanilmistir (Benhammouda
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vd., 2014; Cakir ve Arslan, 2015; Cakir ve
Arslan, 2016; Gupta, 2011; Haghbin ve
Hesam, 2012; Hosseinzadeh ve Salehpour,
2013; Keskin ve Oturang, 2010; Mohamed ve
Gepreel, 2017; Rawashdeh, 2013; Saravanan
ve Magesh, 2013; Srivastava vd., 2014,
Yildirim  vd., 2012). Oneri olarak,
referanslarda verilen diger farkli metotlarla
¢Ozililmiis  Pseudoparabolic ve {igiincii
mertebe kismi tiirevli diferansiyel denklemler
icin de gilivenle tercih edilebilir (Amiraliyev
vd.,, 2017; Amirali vd., 2014, Kudu ve
Amiariyeva, 2014). Metodun isleyis semasi,
t — zaman degiskenine gore Fokker-Planck
denkleminin her bir terimine karsilik gelen
diferansiyel  donisiimler, Fokker-Planck
denkleminde yerine yazilarak tekrar bagintisi

elde edilir. Bu tekrar bagmtisindan elde
edilen Y(1),...,Y (k) diferansiyel doniisim
y(x,t) ters  diferansiyel
doniisiimiinde yazilir ve ¢Oziimiine
ulasilir. En son asamada ise bu seri ¢oziim ile
tam ¢oziim karsilastirilarak metodun etkinligi
ve uygulanabilirligi ispatlanmig olur. Bu
calisma sOyle organize edilir: Sirasiyla,
Fokker-Planck  denkleminin  &zellikleri
verilir. Indirgenmis diferansiyel déniisiim

katsayilar1
seri

metodunun tanimi yapilir. Son olarak da
indirgenmis diferansiyel doniisim metodu
sadece 4 iterasyon ile Ornek problemlere
uygulanir. Bu uygulama sonucu bulunan seri
¢ozlimiinde, x ile t’ye verilen farkli degerler
icin tam ve yaklastk ¢0ziim degerleri
grafikler ve tablolarla sunulur.

1.1. Fokker-Planck denklemi ve indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu

Fokker-Planck denklemi, ilk olarak Fokker ve Planck tarafindan parcaciklarin Brownian
hareketini tanimlamak i¢in kullanildi (Risken, 1989). Fokker-Planck denkleminin forward
Kolmogorov olarak da bilinen genel formu,

ou 0 400 + 02 B
t | ax AW e B
u(x,0) = f(x), X ER,

burada B(x) > 0 difiizyon katsayisi, A(x) ise drift katsayisi olarak tanimlanir. Bu katsayilarin
durumuna gore Fokker-planck denkleminde drift ve difiizyon katsayilari:

a) Sadece x — konum degiskenine bagl olabilir.
b) A(x,t) = a ve B(x,t) = B sabitleri olabilir.

C) t — zaman degiskenine bagli olabilir.

ou_ aA( t)+azB t
| ox © Jdx? S

at
d) Risken (1989) tarafindan verilen backward Kolmogorov denklemi olarak bilinen asagidaki
formda olabilir.

ou_ A( t)a + B(x,t o
ot = | AW g F B D5 w
e) Ozel formu olan; drift katsayisi lineer, difiizyon katsayisi da sabit olabilir.
Fokker-Planck denkleminin diger formlari ¢alismanin kaynaklarinda goriilebilir. Biz

bu ¢alismada ilk dort formu indirgenmis diferansiyel doniistim metodu ile inceledik.

Iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu, iki boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemlere
t — zaman ve x — konum degiskenine gore ilk kez 1999 yilinda Chen ve Ho tarafindan
uygulanmistir (Chen ve Ho, 1999). Buna karsilik sadece t —zaman degiskenine gore
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uygulanan indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde az sayida iterasyon uygulayarak kisa zamanda ¢dziime
ulagilmasi bakimindan tercih edilmektedir. Diferansiyel doniisiim metodunun tanim ve
ozelliklerinden yararlanarak, indirgenmis diferansiyel doniisim metodunun formunu
yazabiliriz (Zhou, 1986; Ayaz, 2003; Chen ve Ho, 1999)

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonuna karsilik gelen diferansiyel doniisiim fonksiyonu U(h, k)
olmak lizere, t — zaman degiskenine gore u(x, t) ¢oziimii (Keskin ve Oturang, 2010)

u(x, t) = Z U (OtF = Uy () + Uy ()t + U, ()t + Uz (x)t3 + -+, (1)
k=0
olarak tanimlanir. u(x, t)’nin t — zaman degiskenine gore indirgenmis diferansiyel doniistimii
(Keskin ve Oturang, 2010)

: (2)

t=0

1[ak
Up(x) = Hl—u(x' t)

olarak tanimlanir.
Up(x)’in t’ye gore indirgenmis diferansiyel doniisim fonksiyonunun tersi (Keskin ve
Oturang, 2010)

uGn ) = ) UGtk ®3)
k=0

seklinde tanimlanir. (2) ve (3) esitlikleri kullanilarak asagidaki (4) esitligi elde edilir (Keskin
ve Oturang, 2010):

ak
atk

Up(x) = i%

k=0

u(x, t)l tk. 4)
t=0

Yukarida verilen esitlikler ve birtakim matematiksel islemlerle indirgenmis diferansiyel
dontisim metodunun bazi1 6zellikleri Tablo 1’de verilir (Keskin ve Oturang, 2010). Bu
ozellikler Fokker-Planck denkleminin ¢6ziimiinde kullanilacaktir.

Tablo 1 t — zaman degiskenine gore indirgenmis diferansiyel doniisiimiin bazi 6zellikleri

Fonksiyon Déniisiim Karsihg:
@ ) = 1St
u(x,t (X)) =—|==u(x,
k! [tk reo
¢ 1
w(x,t) =e Wy (x) = =

w(x, t) = au(x,t), asabittir. | W, (x) = aU,(x)

wiz,£) = 22500 W) = (k + 1) Ugsy ()
0 t U,

w(x, t) = u(g;; ) W, (x) = g;x)

wix t) = 220 Wy (x) = "’;’—;;(")
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2. Indirgenmis diferansiyel déniisiim metodunun Fokker-Planck denklemine

uygulanmasi
Ornek 1
ou Ou N 0%u c
ot  dx 0x?’ ()
u(x,0) =x, x€R. (6)

Fokker-Planck denkleminde drift ve difiizyon katsayilar1 sabit bigimde A(x) =-1, B(x) =1
olarak verilmistir. Ayrica f(x) = x olup (5)-(6) denkleminin tam ¢6ziimii ise

u(x,t) =x+t,
bi¢imindedir (Biazar vd., 2010). Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu kullanarak (5)-(6)
Fokker-Planck denkleminde t — zaman degiskenine gore her bir terimine ve u(x,0) = x
baslangi¢ durumuna karsilik gelen diferansiyel dontigiimler

u
== Uk = (k + DUpa (),
ou JdU(x)
— q )
0x dx
0%u  0%U,(x)
ﬁ
0x? 0x2 '’

x - Uy(x) = x,

bulunur. Bu diferansiyel doniistimler (5) denkleminde yerlerine yazilirsa asagidaki tekrar
bagintisi elde edilir:

1 aUR(X) aZUR(X)
U = + .
() =177 | o 92
Burada k = 0,1,2,3, ... degerleri igin 4 iterasyon ile asagidaki diferansiyel doniisiim katsayilart
bulunur:

Uo(x) =X, Ul(X) = 1, Uz(X) = 0, U3(x) = 0, U4(x) = 0,
bu diferansiyel doniisiim katsayilar1 (1) denkleminde yerlerine yazilirsa seri ¢6ziimii bulunur.

u(x, t) =ZUk(x)tk =x+t+0t>2+0t3+0t* =x+1¢,
k=0
Tablo 2 t = 0.01 degeri i¢in tam ¢6ziim, yaklasik ¢6zliim ve hata degerleri

X Tam ¢oziim | Yaklasik ¢oziim | Hata
-1.0 -0.99 -0.99 0
-0.6 -0.59 -0.59 0
-0.2 -0.19 -0.19 0

0 0.01 0.01 0
0.2 0.21 0.21 0
0.6 0.61 0.61 0
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1.0 1.01 1.01 0

T \\\‘
—~ = 3 = e .
,‘/‘/ T G
N ,// bl
\\ —~ o
- 5 1
X/
T oy o
i I
> <~ -1
T~ ) o 1
047 > ]
> <0
\\> ((‘f/( x 0.4 a
)~
Tam ¢oziim
Yaklagik ¢6ziim

Sekil 2 x ve t degerleri i¢in tam ve yaklasik ¢6ziim egrileri

Tablo 1’de, t =0.01 ve x’in farkli degerleri i¢in tam c¢oziim, yaklasik ¢6ziim ve hata
degerleri gosterilmistir. (5)-(6) Fokker-Planck denkleminin tam ¢6ziimiinden ve indirgenmis
diferansiyel doniistim metodundan elde edilen yaklasik ¢6ziim egrileri Sekil 1°de artan t —
degerlerine gore (dogrular, en alttan en {iste dogru dizilir) karsilagtirilir. x ve t degerleri icin
tam ve yaklasik ¢6ziim egrileri de Sekil 2 ile gosterilir.

Ornek 2
ou _ au(t h+t'h)+azut h 7
%= 9% anhx + e‘sinhx 32 (e*coshx), (7)
u(x,0) = sinhx, x €R, (8)

formundaki Fokker-Planck denkleminin tam ¢oziimii

u(x, t) = etsinhx.
(7)-(8) denkleminde f(x) = sinhx, A(x,t) = —tanhx + e'sinhx drift ve B(x,t) =
etcoshx diflizyon katsayilaridir (Hesam vd., 2012). Degisken katsayili bu denklemin her bir
terimine ve baslangi¢ durumuna karsilik gelen diferansiyel dontistimler

u

2= U = (k + DU (0,
ou dUg(x)
—
0x ox '
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0%u  0%U,(x)
%

Jx? dx2 '’

sinhx
k!’

olarak bulunur. Bu diferansiyel doniistimler (7) denkleminde yerlerine yazilirsa

sinhx - Uy(x) =

sinhx) oUx(x)  coshx_0%U,(x)

1
Uiers () = 377 [(ta"hx T )T T ) o

tekrar bagintisi elde edilir. Burada k = 0,1,2,3, ... degerleri i¢in

Uy(x) = sinhx, U,(x) = sinhx, U,(x) = Siz#, Us(x) = Sh;?x, U,(x) = Siz#,

diferansiyel dontisiim katsayilari 4 iterasyon yapilarak bulunur ve (1) denkleminde yazilirsa

sinhx 3sinhx
TR TRER

u(x, t) = z U,(x)t* = sinhx + tsinhx + t?
k=0

t?2 3
u(x, t) =smhx<1+t+i+§>

¢Oziimii elde edilir.

Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun etkinligini gérmek igin Tablo 3’te t =

0.01 ve farkli x degerlerine gore tam ¢oOziim, yaklasik ¢6ziim ve hatanin sayisal sonuglari
verilir. Sekil 3, t =0,0.2,0.4,0.6,0.8,1 farkli zamanlar1 i¢cin Fokker-Planck denkleminin
farkli noktalarda tam ve yaklasik ¢oziim egrilerini gosterir (yani artan t — degerlerine gore
egriler en alttan en liste dogru siralanmistir). Sekil 4 ise farkli zaman ve konumlarda tam

¢Oziim ve yaklasik ¢6zliim egrilerini verir.

Tablo 3t = 0.01 degeri i¢in tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve hata degerleri

X Tam ¢oziim Yaklasik ¢6ziim Hata
-1.0 | -1.1870121620 | -1.1870119670 | 0.195E-3
-0.8 | -0.8970315956 | -0.8970314474 | 0.1482E-2
-0.6 | -0.6430520569 | -0.6430619505 | 0.1064E-2
-0.4 | -0.4148804553 | -0.4148803866 | 0.687E-4
-0.2 | -0.2033594629 | -0.2033594293 | 0.336E-4
0.2 | 0.2033594629 | 0.2033594293 | 0.336E-4

0 0 0 0
0.4 | 0.4148804553 | 0.4148803866 | 0.687E-4
0.6 | 0.6430520569 | 0.6430519505 | 0.1064E-2
0.8 | 0.8970315956 | 0.8970314474 | 0.1482E-2
1.0 | 1.1870121620 | 1.1870119670 | 0.195E-3
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Tam ¢oziim Yaklagik ¢oziim

Sekil 4 x ve t degerleri igin tam ve yaklagik ¢6zlim egrileri

Ornek 3
ou ou 0%u
_ t..2
5 (x+1) P + (e*x )6x2' 9
u(x,0)=x+1, x€R, (10)

(9)-(10) Fokker-Planck denkleminde degisken katsayili drift ve difiizyon katsayilart A(x, t) =
—(x + 1), B(x,t) =e'x?, f(x) =x + 1 ve denklemin tam ¢dziimii

u(x,t) = (x + 1)et,

formundadir (Hesam vd., 2012). (9)-(10) Fokker-Planck denkleminde t — zaman degiskenine
gore her bir terime ve u(x,0) = x + 1 baslangi¢ degerine karsilik gelen diferansiyel
dontistimler asagidaki gibidir:

ou _
Frin Ue(x) = (k + 1)Upy1 (%),

ou dU(x)

— -

0x ox '

0%u  0%U,(x)
ﬁ

0x2 dxz '’

x+1->Uy(x)=x+1.
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Bu diferansiyel doniisiimler (9) denkleminde yerlerine yazilirsa agagidaki tekrar bagintist

bulunur:

Uk+1(x) = m

(x+1)

U (x)

N x2\ 02U, (x)
0x k! ox? |

Burada k = 0,1,2,3, ... degerleri i¢in diferansiyel doniisiim katsayilari

Uo(x) =X + 1,

U(x) =x+1,

+1

U (x) =x2_

+1
L Us(x) = xT'

biciminde 4 iterasyon yapilarak elde edilir. Bu diferansiyel doniisiim katsayilart (1)

denkleminde yerlerine yazilirsa

u(x, t) = Z Utk =x+1+ (x+ 1Dt +

k=0
2 3
u(x, t) =(x+1)(1+t+%+%)

¢Ozlimii elde edilir.

Tablo 4’te, t = 0.01 degeri ve farkli x’ler
icin (9)-(10) Fokker-Planck denkleminin tam
¢Oziim ve indirgenmis diferansiyel doniisiim
metodundan elde edilen yaklasik ¢o6ziim
verileri ile hata degerleri listelenmistir. Sekil
5t¢ t=0,0204,0.6,0.81 degerlerine

x+1 , &x+1 ,
TR TR

gore tam ¢oziim ve yaklasik ¢oziim egrileri
(asagidan  yukar1  dogru  siralanarak)
karsilagtirma amaciyla cizilir. Ayrica, x ve t
degerleri i¢in tam ve yaklasik ¢6ziim egrileri

Sekil 6 ile verilir.

Tablo 4 t = 0.01 degeri i¢in tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve hata degerleri

Yaklagik ¢oziim | Hata

-1.0100501670 0

-0.8080401336 0

-0.6060301002 0

-0.4040200668 0

-0.2020100334 0

0 0

0.2020100334 0

0.4040200668 0

0.6060301002 0

0.8080401336 0

X Tam ¢6ziim
-1.0 | -1.0100501670
-0.8 | -0.8080401336
-0.6 | -0.6060301002
-0.4 | -0.4040200668
-0.2 | -0.2020100334

0 0
0.2 | 0.2020100334
0.4 | 0.4040200668
0.6 | 0.6060301002
0.8 | 0.8080401336

1.0 | 1.0100501670

1.0100501670 0

288



Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Metodu ile Fokker-Planck Denkleminin Yaklasik Coziimii

Tam ¢6ziim

Yaklasik ¢6ziim

Sekil 6 x ve t degerleri i¢in tam ¢6ziim ve yaklasik ¢6zliim egrileri

Ornek 4
Jdu

Jt

ou +62u 1 — x?
ax( *) J0x? 2 ’

u(x,0) = x2 +1,

(11)

X ER, (12)

(11)-(12) Fokker-Planck denkleminde A(x) = —x, B(x) =1_sz olan drift ve diflizyon

katsayilar1 sadece x — konum degiskenine baghdir ve f(x) = x% + 1 bigiminde tanimlidir.
Ayrica (11)-(12) Fokker-Planck denklemi u(x,t) = (x? + 1)e! tam ¢dziimiine sahiptir.

(11)-(12) Fokker-Planck denkleminin indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu ile ¢oziimii
icin Oncelikle denklemdeki tiim terimlerin asagidaki gibi:

ou

— >

Jt

U (x) = (k + D Ug41 (),

ou JdU,(x)
ax  ox
0%u 02U, (x)
0x? 0x? '’

x2+1->Ug(x)=x%+1,
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t — degiskenine gore diferansiyel doniistimleri alinir ve (11) denkleminde yerlerine yazilirsa

1 aUk(x)+ 1—x2\ 02U (x)
K+ 1" ox 2 9x?

U1 (x) =

)

tekrar bagintis1 elde edilir. Bu tekrar bagmtisinda k = 0,1,2,3,... degerleri i¢in asagidaki
diferansiyel doniisiim katsayilar1 4 iterasyon sonucu bulunur:
+1

2
Ug) =x2+1, Uy(x) =x*+1, Up(x) ==~

2
) U3(x) = x3—J,r1

' U4_(X) =

x%+1
41’
bu diferansiyel doniisiim katsayilar1 (1) denkleminde yazilir ve

c t2 t3
u(x, t) = z Ue()th =x2 + 14 (x? + Dt + (x* + Dot (x* + Dgrte
& ! !

_ 2 t2 t3
ulx, t) = (x +1)(1+t+;+;)

yaklasik ¢oziimii bulunur.

Yukarida elde edilen ¢o6ziimde t = 0.01 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1 degerleri i¢in tam ¢6ziim

degeri ve farkli x’ler i¢in tam ¢oziim, ve yaklasik ¢oziim egrileri (asagidan yukari

yaklagik ¢6ziim ve hata degerleri bulunarak dogru) karsilastirilir. Sekil 8’de ise sirasiyla

Tablo 5 ile verilir. Sekil 7’det= tam ¢oziim ve yaklasik ¢oziim egrileri farkli
x ve t degerlerine gore cizilir.

Tablo 5t = 0.01 degeri i¢in tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve hata degerleri

X Tam ¢dziim Yaklasik ¢6ziim Hata
-1.0 2.020100334 2.020100334 0
-0.6 1.373668227 1.373668227 0
-0.2 1.050452174 1.050452174 0

0 1.010050167 1.010050167 0
0.2 1.050452174 1.050452174 0
0.6 1.373668227 1.373668227 0
1.0 2.020100334 2.020100334 0
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Tam ¢6ziim

Yaklagik ¢oziim

Sekil 8 x ve t degerleri i¢in tam ve yaklasik ¢oziim egrileri

3. Sonug ve Tartisma

Fokker-Planck denklemine iliskin baslangig
deger  problemlerinin ¢Oziimi i¢cin
indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu
kullanilarak analitik bir yaklasim yapilmistir
ve seri ¢Ozlimler bulunmustur. Bu
¢oziimlerden elde edilen sayisal veriler,
indirgenmis diferansiyel doniistim
metodunun ¢ok iyt performansa sahip
oldugunu gostermistir. Onerilen bu metot,
bir¢cok karmasik lineer ve lineer olmayan adi
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