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Oz: Bu caligmada, Smir Kirnim Dalgasi Teorisi (SKDT) yaklasimi kullamlarak yutucu bir yarim
diizlemin kenarindan kirman Bessel 1sinlarinin davranisi incelenmistir. ilk olarak, vektdr potansiyeli,
Bessel 1sinlarinin yutucu yarim diizlemden kirmimi igin, Helmholtz-Kirchoff integraliyle baglantili olarak
yeniden diizenlenmistir. Bu vektor potansiyelinden yola ¢ikilarak SKDT kirinim integrali elde edilmis ve
kirman alanlar hesaplanmigtir. Daha sonra, ilgili koordinat doniistimleri yapilarak kirinan alanlar kiiresel
koordinatlarda elde edilmistir. Ayrica, Bessel 1smlarinin ve hesaplanan kirinan alanlarin davranisi sayisal
olarak elde edilen grafikler degerlendirilerek yorumlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Simir Kirinim Dalgast Teorisi, Bessel 1ginlari, Helmholtz-Kirchoff integrali, Kirinan
alanlar.

The Diffraction of the Bessel Beams from a Half Screen with Boundary Diffraction Wave Theory

Abstract: In this study, the behavior of Bessel beams diffracted from the edge of a black half-plane was
examined using the Boundary Diffraction Wave Theory (BDWT). Firstly, the vector potential was
rearranged in relation to Helmholtz-Kirchoff integral for the diffraction of Bessel beams from the black
half-plane. By using this vector potential, the BDWT diffraction integral was obtained and the diffracted
fields were calculated. Then, the related coordinate transformations were made and the diffracted fields
were obtained in spherical coordinates. Additionally, the behavior of the diffracted fields and Bessel
beams was evaluated by interpreting the numerically derived graphs.

Keywords: Boundary Diffraction Wave Theory, Bessel beams, Helmholtz-Kirchoff integral, Diffracted
fields.

1. GIRiS

Bessel 1sinlari, elektromanyetik, akustik veya yer¢ekimi 1siniminin genligi, birinci tiirden
bir Bessel fonksiyonu ile tanimlanan bir alandir (McGloin ve Dholakia, 2005). Bessel 1ginlar1 ilk
olarak Durnin tarafindan, Helmholtz denkleminin kesin ¢dzliimii olarak ortaya konulmustur.
Bessel 1sinlar1 diizlemsel dalgalar gibi fiziksel olarak olusturulamaz ve bir engele carptiktan
sonra kendini yeniden yapilandirma Ozelligine sahiptir. Bir Bessel i1smmi tanmimlayan
matematiksel fonksiyon, silindirik koordinatlarda Helmholtz denkleminin degiskenlerine
ayristirilabilen ¢oziimiinde karsimiza g¢ikan Bessel diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.
Lazerlerin sira dis1 bir gesidi olan Bessel 1sinlari, bir noktanin etrafin1 es merkezli halkalarla
cevirerek daire olusturur (Yu ve Dou, 2008). Ancak bu isinlarin en 6nemli karakteristigi
dagilmadan yayilmasidir. X-isinlari, Bessel 1sinlarinin siiperpozisyonlarinin sabit hizla
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ilerleyenidir. Gauss 1sinlariin tam aksine Bessel 1sinlarinin enerji yogunlugu yayilma ekseni
¢evresinde sinirlidir.

Young (1802)’a gore kirinimin olusma sebebi, diizgiin ilerleyen bir dalga ile acgiklik
yiizeyinden yansiyan bazi dalgalarin siiperpozisyonudur. Maggi-Rubinowicz birbirlerinden
bagimsiz olarak Young’in teorisini matematiksel hale getirip, ¢izgisel bir integrale indirgeyerek
siir kirmim dalgasi ve geometrik dalga olarak iki par¢aya ayrigtirmiglardir (Marchand ve Wolf,
1962). Maggi-Rubinowicz tarafindan elde edilen potansiyel fonksiyonu, gesitli tipteki gelen
alanlar i¢in Miyamoto ve Wolf tarafindan genellestirilmistir (Miyamoto ve Wolf, 1962a),
(Miyamoto ve Wolf, 1962b).

Elektromanyetik sagilma problemleri ile ilgili yapilan son ¢alismalarda sagici yiizeylerin
kenarindan kirinan alanlarin hesabinda SKDT yaklasimi siklikla kullanilmaya baslanmigtir
(Yalgim, 2009a), (Yalgin, 2009b), (Yal¢in, 2011). SKDT yaklagiminin kisitlamalar1 nedeniyle
sadece yutucu yiizeylerden sagilan alanlarin hesabi yapilabilmektedir (Yalgin, 2009), (Alting6z
ve Yal¢in, 2013). Bu yaklasimi kullanarak yutucu bir yarim diizlemin kenarindan kirinan Gauss
1s1n demeti alanlarin hesabini ilk olarak Otis ve Lit yapmustir (Otis ve Lit, 1975).

Bu caligmada, Bessel 1sinlarinin yutucu bir yarim diizlemin kenarindan kirmimi SKDT
yaklasimiyla incelenmistir. ilk olarak, gelen dalga Bessel 1s1n1 olacak sekilde SKDT nin vektor
potansiyeli bu problemin ¢6ziimii i¢in yeniden diizenlenmistir. Daha sonra, elde edilen bu
vektor potansiyeli kullanilarak yutucu yarim diizlemin kenarindan kirinan alanlar
hesaplanmistir. Sayisal sonuglar kisminda ise, hesaplanan kirinan alanlar ve Bessel 1sinlari
grafiklerle karsilagtirilmig, sonuglar yorumlanmustir. Literatiirde reel degerli 1s1nim demetlerinin
bir engelden kirinimu ile ilgili ¢ok ¢esitli galigmalar bulunmaktadir. Bununla birlikte, kompleks
degerli 1sinlardan sadece Gauss i1sinlarinin kirmimu ile ilgili ¢alismalar mevcuttur. Bu ¢aligma
ise kompleks degerli bir 15 demeti olan Bessel 1sinlarinin yarim diizlemden kiriniminin
incelendigi, bizim bildigimiz kadariyla yeni bir ¢aligma olacaktir.

Zaman faktorii bu calismada € olarak alinacaktir.
2. SINIR KIRINIM DALGASI TEORISi

S kapali yiizeyi ile sinirlandirilan bir hacim igerisindeki herhangi bir P noktasindaki
alan dagilim

U(P)z[@[ V(Q,P).idS (1)

Helmholtz-Kirchhoff integrali ile verilebilir. Burada n kapali yiizeyin normal birim vektordiir.
Bu integral denklem homojen Helmholtz denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve Stokes teoremi
kullanilarak iki parc¢aya ayrilabilir.

U(P)=Uy(P)+Ug(P) @

Yukarida verilen (2) esitligi SKDT yaklasiminin temel esitligidir. Bu esitlikte goriilen ilk
terim, A agiklik ylizeyinin I' simirindan kirinan alani temsil eder (Sekil 1) ve asagidaki integral
esitligi ile verilebilir.
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D)

Sekil 1:
Stnir Kirimim Dalgasi Teorisi'nin Geometrisi

Ug(P) = [W(Q,P)IdI @)

Bu esitlikte goriilen ] aciklik yiizeyinin I' sinirina ait uzunluk elemaninin birim vektorii olmak
tizere, ayni esitlikteki vektor potansiyeli sembolik olarak,

_ \%
WQ.P)=— & x—————U(Q) 4)

seklinde verilebilir (Miyamoto ve Wolf, 1962a), (Miyamoto ve Wolf, 1962b). Burada k bos
uzaym dalga sayisidir. (2) esitliginde goriilen ikinci terim ise vektor potansiyelinin tekillikleri
olup Geometrik Optik (GO) alanlarinin katkisini temsil etmektedir.

3.  YARIM DUZLEMIN KENARINDAN KIRINAN BESSEL ALANLARININ HESABI

Bos uzay i¢in skaler dalga denklemi

[Vz —%a—jU(?,z) =0 (5)
¢ 0

t2

olarak verilebilir. Burada C 15181n bos uzaydaki hizidir. Bu denklemin bir ¢6ziimii kaynaklardan
bagimsiz olan z >0 bdlgesi igin

2z
U(xy,z>0,t) _u.e e J‘ A(¢)e—ja(xcos¢+ysin¢)d¢ (6)
1y ) = Y i
0
seklindedir (Durnin, 1987). Burada, « zayiflama sabiti S ise faz sabitidir.

[ +a’ =(wlc)’=k* ve A(g) ise ¢ nin keyfi kompleks bir fonksiyonudur. g reel
oldugunda (6) esitligi kirimimsiz alanlar1 temsil eder. Sadece kirimimsiz alanlar ig¢in bu esitlik
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eksenel simetriye sahiptir ve A(g), ¢ den bagimsiz olup orantisal olarak 1/27 segilebilir.
Boylece,

_ 1 2% _
U (X, y’ 7> O’t) — uiefj(ﬂzfa)t) = I e*Ja(XCOS¢+yS|n¢)d¢
7T (7)

- uie—J(ﬁZ—wt)Jo(ap)

seklinde elde edilebilir. Burada p2 =x° + y2 ve J,(@p) birinci tiir sifirinci mertebeden
Bessel fonksiyonudur.

Coziim (7) esitliginde & =0 icin diizlemsel dalgaya indirgenir. Eger 0<a <@/ C ise
¢oziim kirmimsiz alanlari temsil eder. Bessel 1sininin efektif genisligi & ile belirlenir ve =0
icin @ =w/C olur ki bu miimkiin olan maksimum degeridir (Durnin, 1987). Sekil 2’de
J, (ap) i¢in yogunluk dagilimi grafigi verilmistir.
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Sekil 2:
Jo(ap) icin yogunluk dagilimi grafigi

Kirinim geometrisi Sekil 3°de verilmistir. Burada 7 gozlem noktasmin konum vektoridiir ve
r=xe_ + yey +ze, (8

olarak yazilabilir. Gelen alana ait birim vektor ise
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Bessel Isinlari

D

Q ¢o

Yutucu Yarnim Dlizlem X

R 2r —¢

Sekil 3:
Yutucu Yarim Diizlem icin Kirinim Geometrisi

e, =—cos@e_ —sin q)oey 9)

seklindedir. k> =a? + 3 denkleminde =0 alnarak fiziksel probleme uygun olan o=k
degeri elde edilebilir. Béylece yutucu yarim diizlem iizerine gelen fazor alan ifadesi,

U;(P) = uJ,(kp) (10)
olarak bulunabilir. Yutucu yarim diizlemden kirman alan ifadesi (3) esitliginden bulunabilir. ilk
olarak, yutucu yarim diizlem i¢in ilgili vektor potansiyeli bulunacaktir.

ikincil kaynak noktast Q orijinde oldugundan, x'=y'=0 dir. Boylece, U;(Q) *nun
gradyeni Q noktasinda

V U(Q) = jku J, (kp)E, (11)

seklinde bulunabilir. Neticede bu problem i¢in vektor potansiyeli (4) esitliginden

~ 1 e™®( & x&
W(Q,P)=ul,(kp)— R_1 12
(Q ) i 0( ,0) 471_ R (14‘@}{@'] ( )

olarak hesaplanabilir. Sekil 4” teki geometriden ilgili birim vektorler

€ =—COS¢gE, —singe,
(13)

seklinde yazilabilir. Buradan, (9) ve (13) esitlikleri goz 6niine alinarak
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(e _ Z _Sln(¢_¢0) =_tan(M) (14)
1+6,.6  1+cos(@—d¢,) 2
hesaplanabilir. Boylece kirmim integrali, (3) esitliginde (12), (13) ve (14) kullanilarak
jkR
U, (P)=—uJ (kp)—tan(¢ ¢°)je (15)

olarak bulunabilir. Bu problem igin R =[x’ +y? +(z—z’)2]% ve dl=dz’ seklindedir. Bu
nedenle kirinim integrali yeniden yazilirsa,

U, (P)=-uJ (kp)—tan(¢ 2¢°)j —dz (16)

elde edilebilir. (16) esitligi Hankel fonksiyonu cinsinden (z —2z") = pshy degisken dontistimii

kullanilarak,

[eterdy = % H{ (ko) (17)

c

esitligi de gz oniine almarak p =[x° + yz]}/2 olmak iizere,
1 —
Uy (P) =4, s tan( ) H o), k) 18)

seklinde bulunabilir. p=rsingd donlsimili yapilarak (18) ifadesi kiiresel koordinatlara
doniistiirilebilir. Hankel fonksiyonunun Debye asimptotik agilimi X — o0 igin

e X+jrld
H? (X) = \f (19)

olmak iizere, yutucu yarim diizlemin kenarindan kirman alan X =Krsin€ doniisimii
kullanilarak,

¢ ¢ ]krsinH—j’%
J o (krsin @) tan( 0) N (20)

1
Uy (P) =—y;
olarak bulunabilir.

4. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde, Bessel 1sinlarinin yutucu yarim diizlemden kirmmimi sayisal sonuglarla
tartigilacaktir. Sayisal olarak cizdirilen grafiklerde U; birim genlik ve Bessel dalgalarin yiizeye

gelis acis1 ¢, =% secilmistir. Diger ilgili parametreler ise fiziksel problemlere uygun olarak
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k=207 ve r= 3;(—0 olarak alinmigtir. (Alting6z ve Yal¢in, 2013), (Yal¢in ve Alting6éz 2017).

Tilim grafikler ¢ =0 diizleminde, 6 (—% , %) araliginda ¢izdirilmistir.

Ik olarak (10) esitliginde yukarida verilen sayisal degerler kullanilarak gelen alanlarmn
grafigi Sekil 4’teki gibi elde edilmistir.
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Sekil 4:
Gelen Alanlar

Sekil 5’te ise kirman alanlarin €' ya bagli degisimi verilmistir. Bu grafikte (20) esitliginin
mutlak degeri alinip, yukarida verilen sayisal degerler kullanilarak ¢izdirilmistir.

Sekil 6’da r=10/k olarak degistirilmis ve yukarida verilen sayisal degerler
kullanilarak kirinan alanlarin grafigi yeniden ¢izdirilmistir. Elde edilen sekilden salinimda
genislemeler oldugu gorilmiistir.

Sekil 7’de yukarida verilen sayisal degerler kullanilarak gelen, kirinan ve toplam
alanlarmin 6’ ya gore degisen grafikleri karsilastirmali olarak verilmistir. Sekilde kirmimsiz
alanlar olarak bilinen Bessel isinlarmin yutucu yarim diizlemden kirindigi acik bir sekilde
goriilmektedir.

Son olarak, Sekil 8’de r=10/k ve ¢ =% degerleri i¢in gelen, kirinan ve toplam

alanlarmin @ ile degisimleri yeniden ¢izdirilmistir. Sekil 8’den goriildigii gibi salimmda
beklendigi gibi genislemeler oldugu tespit edilmistir.
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Sekil 6:
Kirinan Alanlar (r =10/k)
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5. SONUC

Bu calismada ilk kez Smir Kirmmim Dalgasi Teorisi ile bir yutucu yarim diizlemin
kenarindan kirinan Bessel 1smlarmin davranislari incelenmistir. Ilk olarak yutucu yiizeye gelen
Bessel 1sinlar1 tanimlanmigtir. Daha sonra bu problem igin uygun olan vektor potansiyeli elde
edilmistir. Elde edilen vektor potansiyeli kullanilarak yutucu yarim diizlemden kirinan Bessel
alanlar1 hesaplanmistir. Hesaplanan kirinan alanlar, sayisal olarak degerlendirilmek igin kiiresel
koordinatlara doniistiiriilmiistiir. Son olarak, kiiresel koordinatlara doniistiiriilen kirinan Bessel
1sinlarinin davranigt sayisal olarak degerlendirilmistir. Sayisal degerlendirmelerde, elde edilen
ifadelere fiziksel problemlere uygun sayisal degerler verilerek gelen, kirinan ve toplam alanlara
ait grafikler elde edilmistir. Sayisal grafikler, Bessel iginlarinin yiizeye gelis agis1 ve gozlem
noktasinin konumu degistirilerek ¢izdirilmis ve grafiklerde goriilen farkliliklar yorumlanmustir.
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