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ÖZET

Bu çalışmada, birçok değişik fiziksel problemin çözümünde yaygın olarak kullanılan ve  sayısal bir çözüm tekniği olan Sınır Elemanları Yöntemi ile elektrostatik alanların hesaplanması gösterilmiştir. Bu amaçla, ilk olarak problem bölgesi tanımlanmış ve sınır şartları uygulanmıştır. Verilen sınır şartları yardımıyla Laplace denklemi çözülerek sınır integral denklemi elde edilmiştir. Daha sonra, elde edilen sınır integral denklemi matris formuna getirilerek sınırdaki bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normale göre türevinin bulunabilmesi için gerekli olan bir eşdeğer kaynak bulunmuştur. Eşdeğer kaynak bulunduktan sonra sınırlar üzerindeki bilinmeyenler hesaplanmıştır. Sınır üzerindeki bilinmeyenler bulunduktan sonra herhangi bir iç nokta için bilinmeyen potansiyel kolaylıkla hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar, analitik çözümler ve ELECTRO paket programı sonuçları ile karşılaştırılmıştır.
Anahtar Kelimeler: Elektrostatik Alanlar, Sınır Elemanları Yöntemi, İndirekt Yöntem, Eşdeğer Kaynak.
ABSTRACT
CALCULATION  OF ELECTROSTATIC FIELD USING AN EQUIVALENT SOURCE
In this study, calculation of electrostatic fields is presented using Boundary Element Method which is used extendly for the solution of various physical problems. For this purpose, firstly the problem region was defined and boundary conditions were applied. Boundary integral equation was obtained by calculating Laplace equation from boundary conditions. Then, the obtained boundary integral equation was transformed into matrix form and for the calculation of potential and its normal derivative on the boundary the required equivalent source was obtained. Unknowns on the boundary were calculated from equivalent source. Unknown potential can be calculate in any interior point easily after unknowns on the boundary were found. The obtained results have been compared with the results obtained analytically and ELECTRO software.        
Keywords: Electrostatic Field, Boundary Element Method, Indirect Method, Equivalent Source.
_____________________________________________________________________________________________________________
1. GİRİŞ

Bilgisayarların hızının artmasıyla birlikte sınır değer problemlerinin, sayısal çözüm yöntemleri ile analizi konusunda önemli gelişmeler kaydedilmiştir. Bu tip fiziksel problemleri tanımlayan diferansiyel denklemlerin analitik yolla çözümü üzerinde yapılan çalışmalar oldukça zor, hatta mümkün olmamıştır (Klimpke, 1983). Analitik yöntemler, karmaşık geometrili problemlerin çözümünde oldukça yetersiz kalmıştır. Sadece basit geometrili problemler için çözüm yapılabilmiştir. Bu yüzden karmaşık geometrili problemlerin çözümü için sayısal yöntemlere hız verilmiş ve 
birçok sayısal yöntem geliştirilmiştir (Yıldır ve Zheng, 1995). Ancak bu tip yöntemler özellikle açık alan problemleri için iyi sonuç vermemektedirler (Raphael Reference Manual, 1998). Sınır değer problemlerinin çözümünde kullanılan en yaygın iki yöntemden biri sonlu elemanlar yöntemi, diğeri ise sonlu farklar yöntemidir. Sonlu farklar yaklaşımı genellikle potansiyelin denk olduğu noktaların bir ağ üzerinde gösterildiği iteratif bir uygulamayı içerir. Operatör, her bir integrasyon gerekli şartları karşıladıktan sonra birbirini takip eden ağların her bir noktası için ayrıştırılır ve uygulanır (Klimpke, 1983).
Sonlu elemanlar yöntemi ise değişik bir teknik kullanır. Bu yöntemde potansiyele, belirli şartları karşılayan bir dizi fonksiyonla yaklaşılır. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar yöntemleri, yük dağılımını hesaplamadan önce potansiyel dağılımının çözümünü gerektirirler. Çünkü bilinmeyen potansiyel dağılımı, tüm uzay üzerindeki çözümü ve çok sayıda lineer denklem sistemini gerektirir.
Sınır değer problemlerinin çözümü için kullanılan son yöntemlerden biri de sınır elemanları yöntemidir (Yıldırım, 1999). Sınır elemanları yöntemi, sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi bölge tipi yöntemlere bir alternatif olarak ortaya çıkmıştır (Brebbia, 1984). Bu yöntemin en önemli özelliği, problemin çözümü için çok küçük denklem sistemleri ve diğer yöntemlere göre çok daha az veri girişi gerektirmesidir. Yöntemin diğer önemli avantajları, elde edilen sayısal sonuçların daha fazla doğruluk göstermesi ve harcanan zamanın büyük ölçüde indirgenmesidir (Yıldır, 1987; McPhee ve diğ, 1997).
Sınır elemanları yöntemi ile elektrostatik alan hesabı iki şekilde yapılabilir. Bunlardan birincisi, sınır üzerindeki bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normale göre türevinin verilen sınır şartlarına bağlı olarak direkt çözümünü içerir. İkinci sınır yaklaşımı ise indirekt sınır elemanları yöntemidir. Bu yöntem ise sınır üzerindeki bilinmeyenleri, bir eşdeğer kaynak bulduktan sonra hesaplar. Bu çalışmada, indirekt sınır elemanları yöntemi kullanılmıştır (Ekici, 2003). 
2. YÖNTEM 

Sınır elemanları yöntemi, elektrostatik alan çözümleri için kullanılan yaygın bir tekniktir. Elektrik potansiyel dağılımı, Poisson veya Laplace denkleminin çözümüyle bulunur (Bachtold ve Korvink, 1997). Direkt yöntem, bilinmeyenler için bir integral denklem sistemini direkt olarak çözerken, indirekt yöntem bilinmeyen bir eşdeğer kaynak ile çözüme gider. İndirekt sınır elemanları yönteminde, sınır üzerindeki herhangi bir nokta için, kaynağın etkisi ve konumu ile ilişkili olan bir Green fonksiyonu altında sınır şartları tanımlanarak alanı destekleyen bir eşdeğer kaynak bulunur. Bu eşdeğer kaynak bulunduktan sonra, sınır üzerindeki bilinmeyen potansiyel ve potansiyelin normal türevleri hesaplanabilir. Green fonksiyonunun kullanımı, bir sonlu eleman ağının veya sonlu farklar ızgaralarının kullanımı ihtiyacını ortadan kaldırır.    

POTANSİYEL TEORİSİ

Bu bölümde, skaler elektrostatik alanlar için bazı temel denklemler verilmiştir. Bazı kaynaklar nedeniyle, elektrostatik alanlar için skaler potansiyelin çözümüne ihtiyaç duyulur. Skaler elektrostatik alan aşağıdaki gibi ifade edilebilir:
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İki boyutlu alanlarda, uzaydaki bir nokta kaynak için elektrik alanı sadece yarıçap yönünde bir bileşene sahiptir:
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Şekil 1’de gösterildiği gibi, referans geriliminin ve 
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 incelenen noktasının lokalize edilmesi için 
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 üzerinde bir nokta seçerek 
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 vektörlerinin uçları birleştirilir. Buradan,
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eşitliği sağlanır. Referans potansiyeli, isteğe bağlı olarak 
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 seçilebilir. Bu durumda,
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elde edilir.
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Şekil 1. Noktasal yükler için notasyon

Eğer ortam lineer ve izotropik (eş yönlü) ise veya birden çok kaynak var ise, süperpozisyon teoreminden,
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elde edilir. Buradaki 
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, 
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 konum vektörü ile 
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q

 yükünü birleştiren vektördür. Sürekli bir kaynak yoğunluk dağılımı için Şekil 2’dekinden daha genel bir notasyon kullanılır. Bu durumda potansiyel;
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Eğer 
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, kaynaklar arasındaki mesafeden çok daha büyük seçilirse 
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 mesafesi bir sabite yaklaşır. Denk. (6) tekrar yazılarak 
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elde edilir.
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Şekil 2. Keyfi olarak seçilmiş bir yük konfigrasyonu için notasyon

Notasyonu kolaylaştırmak için 
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 yazılması durumunda,
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olur. 
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 terimi iki boyutlu problemler için serbest uzay Green fonksiyonudur (Yıldır, 1987; Krauter ve diğ, 1996; Wagner ve diğ, 1993; Raphael Reference Manual, 1998). Potansiyel, denk. (8)’de verilen kaynak konfigrasyonundan bölgedeki herhangi bir yer için hesaplanabilir. Bununla birlikte pratik problemlerin çoğunda kaynak bilinmez, ancak potansiyel ve normal türevi sınırlar üzerinde açıkça belirtilir. Bu durumda alanı destekleyen bir eşdeğer kaynak bulunmaya çalışılır. Bu, sınır şartlarının fiziksel olarak arakesit üzerindeki kaynak dağılımına eşit olduğu anlamına gelir. Herhangi bir yerde hesaplanabilen potansiyelden bir tek kat kaynağı ile sınır şartları, formülasyondaki  yerlerine konularak Laplace denkleminin çözümü yapılabilir.

3. UYGULAMA

Şekil 3’de gösterildiği gibi bir çeyrek kablo geometrisi tanımlanmıştır. Problemin sınırı ilk önce  26 adet sabit sınır elemanı ile bölmelenmiştir. Daha sonra eleman sayısı 148’e çıkarılmıştır. Sabit eleman yaklaşımında, fiziksel değişkenlerin eleman boyunca sabit bir değerde ve elemanın orta noktasındaki değere eşit olduğu kabul edilir (Yıldırım, 1999).     

Verilen sınır şartları ile 11  iç nokta için bilinmeyen potansiyel değerleri hesaplanmıştır. Elde edilen sonuçlar ELECTRO paket programı ve analitik çözümler ile karşılaştırılmıştır.
ELECTRO, Integrated Engineering Software (IES) tarafından hazırlanan ve iki boyutlu elektrostatik alan analizi yapan bir paket programdır (IES, 1997). ELECTRO yazılımında, indirekt sınır elemanları yöntemi kullanılarak analiz yapılmaktadır. Analiz için ilk önce problemin geometrik modeli çizilir ve malzeme özellikleri ile sınır şartları tanımlanır. Daha sonra problem bölgesinin sınırları istenen sayıda sınır elemanıyla bölmelenerek problem çözüme hazır duruma getirilir. Alan analizi başlatılarak potansiyel ve elektrik alan dağılımları elde edilir. Çözüm yapıldıktan sonra potansiyel ve elektrik alan değerleri skaler büyüklük olarak görülebilir veya eşpotansiyel eğriler ve grafikler çizdirilerek sonuçlar değerlendirilebilir.

[image: image25.wmf]m

/

V

0

n

U

=

¶

¶

V

100

U

=

(0,0)

(0.2,0)

m

/

V

0

n

U

=

¶

¶

V

0

U

=

(0.4,0)

x

y

(0,0.2)

(0,0.4)


Şekil 3. Çeyrek kablo kesiti
Şekil 3’ te geometrisi ve sınır şartları verilen problem bölgesi için 26 eleman ve 148 eleman kullanılarak ISEY adı verilen bilgisayar programı ile elde edilen sonuçlar, Çizelge 1.’de analitik ve ELECTRO paket programı sonuçları ile karşılaştırılmıştır. Bu karşılaştırma sonuçları Şekil 5.’te grafiksel olarak gösterilmiştir.  
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Şekil 4. Problem Bölgesinin Sınır Elemanlarıyla Bölmelenmesi 
Çizelge 1. İç Noktalardaki Potansiyel Değerleri
	x
	y
	Analitik Çözüm
	ELECTRO (V)
	ISEY(V)
	ISEY(V)

	
	
	
	
	26 eleman
	%

Hata
	148 eleman
	%

Hata

	0.15
	0.15
	91.50
	91.541
	90.664
	0.91
	91.343   
	0.17

	0.16
	0.16
	  82.19
	82.266
	81.290
	1.09
	81.865   
	0.40

	0.17
	0.17
	73.40
	73.548
	72.503
	1.22
	72.986   
	0.57

	0.18
	0.18
	65.20
	65.321
	64.235
	1.41
	64.646   
	0.85

	0.19
	0.19
	57.40
	57.531
	56.431
	1.68
	56.791   
	1.06

	 0.20
	 0.20
	    50.00
	     50.134
	49.045
	1.90
	49.372
	1.26

	0.21
	0.21
	42.90
	43.090
	42.035
	2.02
	  42.347
	1.30

	0.22
	0.22
	36.20
	36.369
	35.363
	2.32
	35.676   
	1.46

	0.23
	0.23
	29.80
	29.942
	28.998 
	2.71
	29.325   
	1.61

	0.24
	0.24
	23.60
	23.784
	 22.909
	2.96
	23.263   
	1.44

	0.25
	0.25
	17.80
	17.876
	17.071
	4.09
	17.464
	1.91
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Şekil 5. Sonuçların Karşılaştırılması

4. SONUÇLAR                                
Bu çalışmada,  bir eşdeğer kaynak kullanarak elektrostatik alan hesabı yapılmıştır. Hesaplamalar MATLAB’da yazılan ve ISEY adı verilen bir bilgisayar programı ile yapılmıştır. Elde edilen 
sonuçlar, problem geometrisi için hesaplanan analitik çözümler ve ELECTRO paket programı sonuçları ile karşılaştırılmıştır. Problem sınırı ilk olarak 26 eleman ile bölmelenmiş, daha sonra kullanılan elaman sayısının çözüme etkisini belirlemek amacıyla 148 eleman kullanılmıştır. Bu şekilde, problem bölgesinin sadece sınırları bölmelenerek, az sayıda veri girişi ile analiz gerçekleştirilmiştir.
Sonuç olarak, sınır elemanları yönteminde eşdeğer kaynak kullanılarak (indirekt yöntem) elektrostatik alan problemlerinin çözümünün hassas sonuçlar verdiği ve eleman sayısının arttırılmasıyla daha doğru çözümler elde edilebileceği görülmüştür. 
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