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ÖZET

Bu çalışmada, sınır elemanları yöntemi kullanılarak iki boyutlu elektrostatik potansiyel analizi gerçekleştirilmiştir. Laplace denkleminden elde edilen sınır integral denklemi, sınır elemanları yöntemi ile ayrıştırılmıştır. Sabit sınır elemanları kullanılarak etki katsayıları hesaplanmıştır. Sınır şartları uygulandıktan sonra oluşturulan lineer denklem sisteminin çözümüyle elde edilen sonuçlar analitik sonuçlarla karşılaştırılmıştır.   
Anahtar Kelimeler: Sınır Elemanları Yöntemi, Elektrostatik Potansiyel, Laplace Denklemi
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ABSTRACT 

TWO DIMENSIONAL ELECTROSTATIC POTENTIAL 
ANALYSIS BY USING THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
In this study, two dimensional electrostatic potential analyses have been performed using the boundary element method. Boundary integral equation obtained from the Laplace equation is discretized by the boundary element method. Influence coefficients are calculated using constant boundary elements. After applying the boundary conditions, results obtained with solving of linear equation system are compared with the analytical solutions. 

Keywords: Boundary Element Method, Electrostatic Potential, Laplace Equation 
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1. GİRİŞ

Elektrik mühendisliğinde oldukça sık karşılaşılan transformatör, kesici veya izolatör gibi yüksek gerilim cihazlarının tasarımında ilgili bölgedeki elektrostatik ve elektromanyetik alanların simülasyonunun doğru olması gerekmektedir. Böyle simülasyonları gerçekleştirmek için kullanılan en son yöntemlerden biri sınır elemanları yöntemidir (Trinitis, v.d., 2002). Sınır elemanları yöntemi, 1960’lı yılların başlangıcından beri birçok mühendislik probleminin çözümü için kullanılan sonlu farklar ve sonlu elemanlar yöntemlerine alternatif olarak ortaya çıkarılmış etkili bir sayısal yöntemdir (Brebbia, 1978; Banerjee, 1994).  
Sınır elemanları yönteminde asıl kavram, Green teoremi ve bir temel çözüm kullanarak bir eşdeğer integral denklemini, yeni bir diferansiyel denkleme dönüştürmektir. Daha sonra sınır integral denklemi tüm bölge üzerinde sayısal olarak çözülür. Bu yöntemin, sonlu farklar ve sonlu elemanlar 
yöntemi gibi klasik bölge tipi yöntemlere göre başlıca avantajı, ayrıştırma işleminin sadece sınırda yapılması ve bundan dolayı problemin boyutsallığının bir derece indirgenmesidir (Shanazari, v.d, 2003).
SINIR  ELEMANLARI YÖNTEMİ
Potansiyelin yaklaşık çözümü u, temel çözüm de u*  olarak kabul edildiğinde Laplace denklemi,
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                                    (1)
şeklinde ifade edilir. Burada R, kalanı ifade etmektedir. Genel işlem yolu R kalanını, D çözüm alanı üzerinde minimize etmek ve ortalama olarak sıfırlayabilmek, buradan da yaklaşık çözümü gerçek çözüme mümkün olduğunca yaklaştırmaktır. Bunun için de kalan uygun olarak seçilecek bir w ağırlık fonksiyonu ile normalize edilmelidir. Yani;
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yapılmalıdır. Ayrıca denk.(1) kullanılarak, denk.(2), D çözüm alanını ifade etmek üzere,
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şeklinde bulunur. 
Bu denkleme Green’in ikinci bağıntısı uygulanır ve düzenlenirse,
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 eşitliği elde edilir. Burada S, D çözüm alanının sınırını ifade etmektedir. w ağırlık fonksiyonu yerine, temel çözüm (u*) ifadesi yazılırsa,
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ifadesi elde edilir. Burada, iki boyutlu Laplace denkleminin temel çözümü;
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        (6)
şeklindedir. Burada r, kaynak noktası ile alan veya değişken noktası arasındaki mesafedir. Denk.(5) çözüm alanı içerisindeki herhangi bir nokta için geçerlidir. Ancak bir sınır çözüm yöntemi olarak formüle edilebilmesi için sınır üzerine taşınmalıdır. Bu işlem yapıldığında çözüm alanının sınırı üzerinde geçerli olan,
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bağıntısı elde edilir. Bu ifade Green’in sınır formülü veya sınır integral denklemi olarak bilinmektedir.
İki boyutlu bir çözüm bölgesinin sınırı N sayıda sınır elemanı ile ifade edilir. Her sınır elemanı üzerinde potansiyel (u) ve potansiyelin normale göre türevi (q) değerlerinin sabit ve elemanın orta noktasında bir çözüm noktasındaki (düğümdeki) değere eşit olduğu kabul edilirse (sabit eleman yaklaşımı), verilen bir ‘i’ noktası için denk.(7) aşağıdaki şekilde ayrıştırılabilir:
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           (8)
Burada ‘i’ düğümü ile üzerinde integrasyon yapılan ‘j’ sınır elemanı arasındaki ilişkiyi ifade eden etki integralleri;
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olarak tanımlanırsa denk.(8),
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      (10)
şeklinde ifade edilir. Sabit elemanlar için kullanılan,
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kabulü ile denk.(10),
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                     (12)
şeklini alır. N sayıda nokta için bütün denklemler matris  şeklinde ifade edilirse,


[image: image14.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

q

 

G

u

 

H

=



          
                     (13)

eşitliği elde edilir. Bu denklemdeki bilinmeyen sayısı seçilen çözüm noktası sayısına (N) eşit olacaktır. Burada u ve q, düğüm değerlerinden oluşan Nx1 boyutlu vektörlerdir. H ve G matrisleri, NxN boyutlu katsayı matrisleridir. Her bir düğümde problemi tanımlayabilmek için u veya q’nun bilinen değerleri (sınır şartları) verilmelidir. Denk.(13)’e sınır şartları uygulanarak yeniden düzenlenirse,
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                 (14)
 şeklinde lineer bir denklem sistemine dönüştürülür. Burada x bilinmeyenler vektörüdür. Bu denklem sistemi çözülerek sınır üzerindeki bilinmeyen değerler elde edilir.

Herhangi bir ‘i’ iç  noktasındaki potansiyelin değerini hesaplamak için denk.(5) ayrıştırılarak,
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     (15)
şeklinde yazılır. Bu denklemler matris şeklinde ifade edilerek, denk.(13)’ten elde edilen sınır değerleri yerine yazılırsa,
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      (16)
formülünden iç noktalardaki potansiyel değerleri elde edilir (Yıldırım, 1999).

2. UYGULAMA

Uygulama için, Dirichlet ve Neumann sınır şartları verilen ve analitik çözümü bilinen düzlemsel elektrot sistemi seçilmiştir (Şekil-1). Bu sistem, 4 adet sabit sınır elemanı ile bölmelendikten sonra etki katsayıları hesaplanarak, sınırlarda ve (0.5, 0.5) iç noktada potansiyel değerleri bulunmuştur (Şekil -2). 
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Şekil-1. Örnek Problem
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Şekil-2.  Sınırların Elemanlara Ayrıştırılması

1, 2, 3 ve 4 nolu sınır düğümlerindeki bilinmeyenle-rin hesaplanabilmesi için, denk.(9)’daki H ve G etki integrallerinin hesaplanması gerekir. Bu integraller Gauss sayısal integrasyonu kullanılarak aşağıdaki formüllerle verilebilir:  
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Burada 
[image: image22.wmf]j
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i=j durumu için gerekli olan tekil integraller de analitik olarak hesaplanır:
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Elde edilen etki katsayıları denk.(13)’te bilinen sınır şartları ile birlikte  yerine yazıldığında,
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katsayı matrisleri elde edilir. Denk.(14)’ten bilinmeyenler sol tarafta toplanarak, 
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lineer denklem sistemi elde edilir.
Bu denklem sisteminin çözümü ile sınırdaki bilinmeyenler elde edilir:
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Sınır bilinmeyenleri hesaplandıktan sonra denk.(16) kullanılarak iç noktalardaki potansiyeller bulunur:
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Çizelge-1. Sonuçların Karşılaştırılması
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3. SONUÇLAR
Günümüzde mühendislik problemlerinin çözümünde en çok kullanılan sayısal çözüm yöntemlerinden biri olan sınır elemanları yöntemi, ülkemizde yeterince tanınmamaktadır. Bu çalışma, sınır elemanları yöntemini tanıtmak ve alan problemlerine kolaylıkla uygulanabileceğini göstermek amacıyla yapılmıştır.
Bu amaçla, basit bir elektrot sisteminin sınırı sadece 4 sınır elemanıyla bölmelenerek etki katsayıları hesaplanmış ve etki katsayısı matrisleri bütün elemanlarıyla ayrıntılı olarak gösterilmiştir.   


Daha sonra verilen sınır şartları yerine yazılarak oluşturulan lineer denklem sisteminin çözülmesiyle, sınırdaki potansiyel ve potansiyelin normale göre türev değerleri hesaplanmıştır.

Daha sonra, sınır düğümlerindeki bilinen değerler kullanılarak, istenen iç noktadaki potansiyel değeri hesaplanmıştır. Buradan, analitik çözüme çok yakın bir değer elde edilmiştir.
Çizelge-1’den de görüldüğü gibi, basit bir veri girişiyle çok hassas değerler elde edilmiştir. İki düğümden meydana gelen lineer sınır elemanları kullanılması durumunda hassasiyet daha da artacaktır.
Sınır elemanları yöntemiyle iki boyutlu problemlerin analizinde, bir boyutlu sınır elemanları kullanılması hem problemin boyutunu bir derece indirgemektedir ve hem de daha az veri girişiyle çözüm süresini kısaltmaktadır. 
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